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Predgovor

Fizikalni zakoni moraju

pmati matematicku ljepotu.
Paul Dirac

Ova knjiga iz Automatskog upravljanja namijenjena je prvenstveno studentima
Stru¢nog studija mehatronike na Visokoj tehnickoj skoli u Bjelovaru koji slusaju kolegij
Automatsko upravljanje. Ova se knjiga moze koristiti i na svim drugim velenéilistima i
sveucilistima koja se u sklopu svog programa bave automatskim upravljanjem sustavima.

Osnovni je cilj ove knjige nauditi studente, ali i ostale koji ¢e ¢itati i proucavati
ova] materijal, kako napraviti analizu i sintezu linearnih kontinuirnaih sustava kroz niz
prakti¢nih primjera. Knjiga sadrzi devet poglavlja koja se bave analizom i sintezom
linearnih kontinuiranih sustava. Svako poglavlje sadrzi iscrpno teoretsko razmatranje
potkrijepljeno s rijeSenim praktiénim primjerima.

Prvi dio knjige bavi se analizom sustava automatskog upravljanja gdje je analiza
sustava primijenjena na osnovnim dinamickim ¢lanovima pomoéu kojih se mogu opisati
slozeniji sustavi. Nakon analize, knjiga se bavi sintezom sustava automatskog upravljanja
s pregledom osnovnih regulatora te parametriranjem regulatora iskustvenim i praktiénim
metodama.

Zahvaljujem se recenzentima prof.dr.sc. Stjepanu Bogdanu s Fakulteta elektrotehnike
i racunarstva te mr.sc. Ivanu Sumigi s Veleucilista u Varazdinu na korisnim savjetima i
sugestijama. Lektorici Valentini Purkovié¢ zahvaljujem na strpljenju u ¢itanju ove knjige
i uskladivanju teksta s hrvatskim standardnim jezikom.

Posebno se zahvaljujem Visokoj tehnickoj Skoli u Bjelovaru na financijskoj potpori
bez koje ova knjiga ne bi bila moguca.

Knjigu posveéujem djevojeci Ani zbog razumijevanja i podrske tijekom pisanja knjige
te roditeljima Miloradu i Mirjani i bratu Josipu zbog podrske u obrazovanju i zivotu.
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Poglavlje 1

Uvod

Automatsko upravljanje podrudje je znanosti koje se bavi upravljanjem suvremenih
tehnologkih sustava. Ovo podruc¢je znanosti zahtijeva dobro poznavanje matematike,
signala 1 sustava, fizike i drugih tehnickih nauka. Sustavi automatskog upravljanja su
tehnicki dinamicki sustavi koji bez prisustva ¢ovjeka (tehnologa) realiziraju zeljenu rad-
nju (npr. dovodenje alata robota iz jedne tocke u neku drugu tocku, upravljanje brzi-
nom vrtnje elektromotora, regulacije temperature prostorije i dr.). Poboljsanje kvalitete
proizvoda, smanjenje utroska energije, smanjenje emisije Stetnih plinova, povecanje si-
gurnosti samo su neke od prednosti koje donosi upravljanje sustavima.

Osnovni razlozi za uvodenje automatizacije opéenito su gospodarske prirode, ali isto
tako, mnogi su procesi previge brzi ili sloZzeni da bi ih ¢ovjek mogao pratiti svojim
osjetilima i istovremeno njima upravljati. Mnogi su sustavi opasni po Zzivot, stoga je
automatizacija takvih postrojenja i viSe nego potrebna kako se ne bi narusili zivot i
zdravlje radnika.

Knjiga koju éitate na jednostavan nacin opisuje osnove automatskog upravljanja. Pri
tome se koristi popriliéno jak matematicki alat, ali do u detalje objasnjen na jednostav-
nim primjerima iz svijeta sustava upravljanja. U ovom uvodnom poglavlju proéi ¢emo
ukratko kroz sva poglavlja ove knjige kako bi zainteresirali ¢itatelje, a to su na prvom
mjestu studenti Struénog studija Mehatronike Visoke tehnicke skole u Bjelovaru.

U drugom poglavlju opisani su osnovni pojmovi kao 8to je dinamicki sustav te kla-
sifikacija sustava. Opisane su pojedine vrste sustava pri ¢emu se najveéa paznja pridaje
dinamickim tehnickim sustavima. Nadalje, opisana je podjela sustava s obzirom na
matematicki model nuzan za njihov opis, svojstvo signala i parametara, broj ulaznih i
izlaznih signala i drugo. Nama ¢e od najvece zanimljivosti biti sustavi koji su linearni,
vremenski nepromjenjivi, kontinuirani, deterministicki, koji imaju koncentrirane para-
metre i koji su kauzalni. Sustavi ovakvih svojstava zanimljivi su iz razloga §to za njih
postoje razne metode analize 1 sinteze sustava upravljanja i 8to se iste metode mogu
uvjetno primijeniti na ostale sustave.

U trec¢em poglavlju opisat éemo matematicke alate za opis sustava, a to su diferen-



2 Uvod

cijalne jednadzbe, prijenosna funkecija dobivena Laplaceovom transformacijom te opis
sustava varijablama stanja. Sustave u opisu varijablama stanja opisat ¢emo ukratko.
Svi tehnicki sustavi koji posjeduju svojstvo memorije (pohrane energije) mogu se opisati
diferencijalnim jednadzbama n-tog reda gdje je red sustava jednak broju spremnika ener-
gije u sustavu. Spremnici energije su kondenzatori, zavojnice, zamasne mase, opruge,
prigusnice, spremnici tekucine i sliécno. Opisat éemo metode rjeSavanja diferencijalnih
jednadzbi i uoéiti da za veliki red sustava one postaju racunski slozene. Zbog toga je
uvedena Laplaceova transformacija kojom se diferencijalne jednadzbe transformiraju u
algebarske jednadzbe kojima je vrlo jednostavno manipulirati. Nakon algebarske mani-
pulacije radi se inverzna Laplaceova transformacija te se dobije vremensko rjeSenje odziva
(izlaza) sustava u ovisnosti o pubudi (ulazu) sustava. Znanja stecena u trecem poglavlju
bit ¢e dovoljna za pocetak vremenske i frekvencijske analize sustava upravljanja.

U cetvrtom poglavlju opisat ¢emo blokovsku algebru sustava upravljanja. S obzirom
da su sustavi upravljanja sastavljeni od pojedinih podustava, potrebno je prouciti na
koji na¢in podsustavi djeluju jedan na drugi. U ovom poglavlju dolazimo do najbitnijeg
pojma u automatskom upravljanju, a to je negativna povratna veza kojom je omoguéeno
upravljanje sustava u zatvorenom regulacijskom krugu.

U petom poglavlju opisat éemo vremenski odziv osnovnih dinamickih ¢lanova teme-
ljen na znanjima stecenim iz prethodnog poglavlja. Najprije ¢emo definirati osnovne
vrste odziva sustava s obzirom na polozaj polova (karakteristicnih vrijednosti) sustava.
Odziv sustava ovisi o vrstama sustava (o vrstama dinamickih ¢lanova). Opisat ¢emo
proporcionalne ¢lanove nultog, prvog i drugog reda te progiriti znanja na sustave n-tog
reda. Najzanimljiviji je ¢lan u opisu sustava automatskog upravljanja proporcionalni
¢lan drugog reda s priguSenim oscilacijama (PT2S ¢lan). Razlog tomu je njegova ucesta-
lost 1 najéeséa aproksimacija sustava viseg reda PT2S ¢lanom ¢ime se pojednostavljuje
sinteza regulacijskog kruga. Bitno je da se opiSe dominantna dinamika sustava viSeg
reda PT2S c¢lanom. Osim proporcionalnih ¢lanova, opisat ¢emo i derivacijske (idealne
i realne), integralne ¢lanove te ¢lanove s transportnim kasnjenjem. Razumijevanje vre-
menskog odziva bitno je zbog parametriranja sustava automatskog upravljanja kako bi
se dobila zeljena vremenska vladanja sustava.

U Sestom poglavlju opisat ¢emo frekvencijski odziv osnovnih dinamickih ¢lanova. Za
frekvencijski odziv koristit ¢emo dva najéesce koristena graficka aparata, a to su Nyqu-
istov dijagram i Bodeov dijagram. Frekvencijska analiza dinamickih sustava najcescée je
koriSteni aparat pri analizi i sintezi sustava automatskog upravljanja zbog jednostavnog
snimanja frekvencijske karakteristike. Znanja usvojena u frekvencijskoj analizi osnovnih
dinamickih sustava lako éemo prosiriti na sustave n-tog reda. Vremenski i frekvencijski
odziv povezani su pokazateljima kvalitete u vremenskom i frekvencijskom podruéju.

U sedmom poglavlju opisat éemo analizu stabilnosti sustava automatskog upravljanja
i to algebarskim metodama i frekvencijskim metodama. Algebarske metode temelje se
na poznavanju karakteristicne jednadzbe sustava, dok se frekvencijske metode temelje na
poznavanju frekvencijskih karakteristika sustava opisanih u Sestom poglavlju. Stabilnost
sustava svakako je bitna kod sinteze regulacijskih krugova.



Sva dosad opisana poglavlja zapravo su priprema za ono Sto je cilj automatskog
upravljanja, a to je sinteza regulatora (regulacijskog ¢lana) koja je opisana u osmom
poglavlju. Opisani su osnovni tipovi regulatora, procesa, mjernih ¢lanova i aktuatora.
Parametriranje regulatora ovisi o zahtjevima na sustav. Postoje iskustvene metode pa-
rametriranja od kojih éemo opisati dvije metode Ziegler-Nicholsa, ali naravno i mate-
maticke metode parametriranja kako bi se ostvarilo Zeljeno ponaSanje sustava (Zeljeni
pokazatelji kvalitete). Sinteza sustava prikazat ¢e se na sustavu peéi s grijadem te na
sustavu istosmjernog motora s permanentnim magnetima.

U devetom poglavlju (PRILOZI) nalaze se svojstva vaznih matematickih alata ko-
riStenih u analizi i sintezi sustava automatskog upravljanja. Prikazan je nacin koriste-
nja simulacijskog paketa Matlab& SIMULINK A u analizi i sintezi sustava automatskog
upravljanja.

Sadrzaj ove knjige bitan je kako bismo razumjeli teoriju upravljanja kontinuiranim
sustava. Nastavak na upravljanje kontinuiranim sustava je upravljanje kontinuiranim
sustavima pomodu diskretnih regulatora. Sinteza diskretnih regulatora spada u teoriju
diskretnih sustava upravljanja, a ona ovdje nije obuhvaéena.
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Poglavlje 2

Osnovni pojmovi 1 definicije

Procesi upravljanja mogu se sresti svuda oko nas. Ljudski mozak upravlja temeljnim
zivotnim procesima kao Sto su disanje, probava, rad srca, migi¢i, pokreti i ostali procesi
u ljudskom tijelu. Prilikom odvijanja cestovnog prometa, ¢ovjek upravlja automobilom,
autobusom ili nekim drugim cestovnim vozilom na naéin da stigne do zeljenog odredista,
a da pritome ne ugrozi nic¢iji zivot.

Pod pojmom upravljanje podrazumijeva se skup akcija kojima se djeluje na objekt
upravljanja (sustav) da bi se ostvario odredeni cilj. Objekti upravljanja mogu biti elek-
triéni strojevi 1 uredaji, motorna vozila, banke. poduzeca, nuklearne elektrane i dr.

Dio znanosti koji se bavi opéim zakonitostima procesa upravljanja, reguliranja, dobi-
vanja, pohranjivanja, pretvorbe i prijenosa informacija u sustavima neovisno o njihovoj
prirodi naziva se kibernetika. Tehnicka kibemetika je znanost koja se bavi upravljanjem
tehnickim sustavima i upravljanjem pomoén tehnickih sustava.

Upravljanje najéesée obavlja neki tehnicki uredaj. Automatsko upravljanje je uprav-
ljanje sustavima bez neposrednog djelovanja ¢ovjeka. Osim pojma automatskog uprav-
ljanja postoji i pojam automatske regulacije koja podrazumijeva drzanje neke varija-
ble stanja (veli¢ine) konstantnom kao $to su struja, napon, brzina vrtnje, temperatura
i dr. Automatsko upravljanje, osim automatske regulacije, obuhvaca samopodegenje,
optimiranje i dr. Opéenitiji pojam od automatskog upravljanja je vodenje koje osim
automatskog upravljanja obuhvaéa i elemente zastite i signalizaciju.

U prethodnom tekstu, kao i u svakodnevnom razgovoru moze se ¢uti rije¢ sustav.
Pojam sustav ima razli¢it smisao u pojedinim podruéjima znanosti. 1z tog razloga
postoji mnogo definicija sustava [1]:

Websterov rjecnik: ,Sustav je skup objekata objedinjenih nekim oblikom medudje-
lovanja ili meduovisnosti.”

Vladimir Kucera: ,Sustav je dio svijeta koji je povezan s okolinom preko ulazno
izlaznih djelovanja. Ulazna (pobuda) djelovanja sustav preoblikuje u izlazna (odzivna)
djelovanja. Izlaz sustava opéenito moze ovisiti o trenutku pobude i 0 "memoriji" sustava
do trenutka pobude. Povijest. odnosno "memorija" sustava tretira se konceptom stanja
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sustava.”

Jz navedene definicije sustava mogu se uklopiti mnogi sustavi kao Sto su:
e tehnicki

biologki

ekonomski

e informacijski
e transportni i sl.

U daljnjem razmatranju sustava pod pojmom sustav podrazumijeva se dinamicki teh-
nicki sustav.

Konaéno stanje
materije, energije ili
informacije

Poéetno stanje
materije, energije ili
informacije

SUSTAV

Slika 2.1: Sustav kao dogadaj koji izaziva promjenu stanja

Pod sustavom opcenito, podrazumijeva se dogadanje koje izaziva promjenu stanja
materije, energije ili informacije. Iz toga slijedi jos jedna definicija sustava:
Sustav je dogadanje kroz koje se mijenja stanje materije, energije ili informacije. Ovu
promjenu stanja moze se shvatiti kao prijelaz iz po¢etnog stanja u konacno stanje (slika
2.1).

Tehnicke sustave sre¢emo svuda: u automobilskoj industriji, prehrambenoj industriji,
industriji obrade kovina, drvnoj industiji i drugdje.

2.1 Klasifikacija sustava

Sustave je mogude klasificirati prema:
e matematickom modelu nuznom za njihov opis
e svojstvu signala i parametara
e broju ulaznih i izlaznih signala i sl.
Sustavi se mogu podijeliti s obzirom na:
e Zakonitosti vladanja

— Linearni sustavi



2.1 Klasifikacija sustava

— Nelinearni sustavi

e PonaSanje u vremenu

— Vremenski promjenjivi sustavi

— Vremenski nepromjenjivi sustavi

e Signal u vremenu

— Kontinuirani sustavi

— Diskretni sustavi

e Svojstva signala

— Deterministicki sustavi

— Nedeterministicki sustavi

— Stohasticki sustavi

e Broj pobuda i odziva

— SISO sustavi (Single input, single output)

— MIMO sustavi (Multiple input, multiple output)

e Memoriju

— Sustavi s memorijom

— Sustavi bez memorije

e Kauzalnost

— Kauzalni sustavi

— Nekauzalni sustavi

2.1.1 Linearni i nelinearni sustavi

Na slici 2.2 prikazan je sustav s ulazom wu(t) i izlazom y(¢).Varijabla u(t) prdstavlja

pobudu sustava, a varijabla y(t) odziv sustava. Neka sustav sa slike 2.2 za ulazni signal
u1(t) proizvodi izlazni signal yi(t), a za ulazni signal ug(t) proizvodi izlazni signal ya(%).
Sustav ¢e biti linearan ako za ulazni signal u(t) = auy(t) + Bua(t) proizvede izlazni
signal y(t) = ay;(t) + Bya(t), gdje su a i B proizvoljne konstante.

u(t)
—>

SUSTAV

y(1)
—

Slika 2.2: Prikaz sustava
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Linearni sustavi, dakle, zadovoljavaju matematicka svojstva:

e aditivnost: y(t) = f(u1(t) +u2(t)) = f(u1(t)) + f(ua(t)) za svaki ug i ug u domeni
funkcije f(.).

e homogenost: f(au(t)) = af(u(t)) za svaki u(t) u domeni funkcije f(.) i za svaki
a = const..

Ako sustav ne zadovoljava svojstva aditivnosti i/ili homogenosti, sustav je neline-
aran. Kazemo da je sustav nelinearan ako nije linearan.

Provjerimo sada linearnost za sustav opisan jednadzbom:
y(t) = 10u(?). (2:1)
U jednadzbu (2.1) uvrstimo sada u(t) = au (t) + Bus(t):

y1 = 10wy (t),yg = 10U2(t)

y(t) = 10u(t) = 10 (auy (t) + Bua(t))

y(t) = 10au; (t) + 10Buq(t) = alOuy(t) + S10uq(?)
y(t) = oy (t) + By (t).

(2.2)

Prema relaciji (2.2), za ulazni signal u(t) = aui(t) + Bua(t) sustav (2.1) proizvede
izlazni signal y(t) = ayi(t) + Bya(?). gdje su e i B proizvoljne konstante. Zaklju¢ujemo
da je sustav linearan.

Provjerimo linearnost jos jednog sustava, koji je opisan jednadzbom:
y(t) = (u(t))®. (2.3)

U jednadzbu (2.3) uvrstimo sada u(t) = auy () + Busa(t):

y1 = (u1(t)? y2 = (ua(t))?

y(t) = (u(t)? = (aus(t) + Bua(t))” (2.4)
y(t) = a®(ur(t))? + 20Buy (t)us(t) + B (uz(t))® # '
# ayi(t) + Bya(t) = a(ui(t))? + Blua(t)).

Prema relaciji (2.4), za ulazni signal u(t) = au(t) + Sua(t) sustav (2.3) ne proizvede
izlazni signal y(t) = ayi(t) + Bya(?). gdje su @ i B proizvoljne konstante. Zakljuéujemo
da je sustav nelinearan.

Linearne dinamicke sustave mozemo opisati linearnim diferencijalnim jednadzbama
koje zadovoljavaju svojstva homogenosti i aditivnosti. Dakle, sustav opisan diferencijal-
nom jednadzbom 33(¢)+57(¢)+6y(t) = u(t)+2u(t) je linearan jer linearna diferencijalna
jednadzba zadovoljava svojstva aditivnosti i homogenosti. Sustav opisan diferencijalnom
jednadzbom cos(y(t))y(t) + y(t) = sin(¢)u(t) nije linearan (nelinearan je) jer diferenci-
jalna jednadzba ne zadovoljava svojstva aditivnosti i homogenosti.
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Prema navedenim svojstvima linearnih sustava dolazimo do zakljuéka da za linearne
sustave vrijedi nacelo: ako se ulazna veli¢ina sustava smanji/poveca k puta, izlazna
velidina sustava takoder ¢e se smanjiti/povecati k puta. Ovo nacelo potkrijepit ¢emo
sljedecim slikama. Na slici 2.3 prikazan je odziv sustava za dvije razli¢ite ulazne veli¢ine.
Sa slike se moze vidjeti da ako se ulazna veli¢ina poveca tri puta i izlazna velic¢ina ée
se povecati tri puta. Ovo vrijedi i u dinamickom dijelu odziva i u statickom dijelu
odziva. Za sustav sa slike 2.3 kaZemo da je linearan. Cesto se u mnogim tehnickim
sustavima nalaze pojac¢ala snage koja su u nacelu tranzistorska. Znajuéi karakteristiku
tranzistorskog pojacala, poznato je da tranzistor za ulazne veli¢ine veée od maksimalne
ulazi u zasi¢enje. Primjer odziva jednog takvog sustava dan je na slici 2.4, Za male
vrijednosti ulazne veli¢ine sustav je linearan. Ako ulaznu veli¢inu povecéamo tri puta,
odziv sustava nije se povecao tri puta jer nije moguée u sustav unijeti onoliko energije
koliko je to ulaznom veli¢inom zahtijevano. Za takav sustav kazemo da je nelinearan.

a5t i
e
—_
25t 14
—.—.-5I1
> ot —— =y |
z i
151 : _
5 e
1 E — T
Do
08¢ ¢, =l
St
D x i 1
a 5 10 14

wiijeme, [5]

Slika 2.3: Primjer linearnog odziva sustava

U tehnickom pogledu, linearni sustavi ne postoje, ali mnogi se sustavi mogu opi-
sati linearnim sustavima oko radne tocke ili se ponagaju kao linearni sustavi unutar
nekih granica. Svojstvo nelinearnosti sveprisutno je u gotovo svim tehnickim sustavima.
Najcesce nelinearnosti su zasic¢enje (javlja se kod tranzistorskog pojacala), zracnost (jav-
lja se kod zupcastih prijenosa), mrtva zona (javlja se kod automobila jer je potrebno
savladati staticku silu otpora kotrljanja kotac¢a da bi se automobil podeo gibati) i dr.
Jedan od poznatijih nelinearnih tehnickih sustava je sustav skladistenja tekuéine. Iz jed-
nadzbe kontinuiteta proizlazi da protok ima korijensku ovisnost o visini stupca tekuéine
u spremniku (slika 2.5).
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Slika 2.4: Primjer nelinearnog odziva sustava
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Slika 2.5: Sustav skladidtenja tekuéine

2.1.2 Vremenski nepromjenjivi i vremenski promjenjivi sustavi
Vremenski nepromjenjivi sustavi su sustavi ¢iji se parametri ne mijenjaju s vreme-

nom, odnosno sustavi koji ne mijenjaju svoja svojstva s vremenom. lzlaz sustava sa slike
2.2 moze se opisati kao djelovanje operatora S [-] na ulaz sustava prema relaciji:

y(t) = S[u(t)]. 2.5
Sustav ée biti vremenski nepromjenjiv ako za pozitivnu konstantu ¢y vrijedi:
y(t —to) =S [u(t —to)] - (2.6)

Relacija (2.7) govori nam da ¢e sustav uvijek imati isti odziv y(f) na istu pobudu wu(t)
bez obzira na vrijeme kada je nastupila pobuda. Na slici 2.6 prikazan je dinamicki
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sustav koji je poznat iz Osnova elektrotehnike. Ako se vrijednost otpornika R, induk-
tiviteta L 1 kapaciteta C ne mijenja s vremenom, tada ovaj sustav predstavlja sustav s
nepromjenjivim parametrima.

i(7) R L
—— Y

u, () G| wlf

Slika 2.6: Sustav s vremenski nepromjenjivim parametrima (RLC krug)

Vremenski promjenjivi sustavi su sustavi ¢iji se parametri mijenjaju s vremenom,
odnosno sustavi koji mijenjaju svoja svojstva s vremenom. Sustav ée biti vremenski
nepromjenjiv ako za pozitivnu konstantu tg vrijedi:

y(t —to) # S[ult —to)] . (2.7)

Na slici 2.7 prikazan je jednostavan rotacijski sustav s 3 zamagne mase i elasti¢nim
osovinama. Na zadnjoj osovini, gdje se proizvodi kutna brzina wg, krutim uzetom pri-
¢vriéena je posuda za transport tekuéine. S obzirom da posuda na dnu ima cijev kroz
koju istjece tekucina, masa posude smanjuje se s vremenom. Prema tome, sustav sa slike
2.7 sustav je s promjenjivim parametrima. Dizalo za transport ljudi takoder je sustav
s promjenjivim parametrima jer masa ljudi koji se prevoze dizalom nije uvijek jednaka.
Avion je sustav s promjenjivim parametrima jer prilikom leta, smanjuje se masa goriva
aviona. Mehanicki sustavi takoder se sustavi s promjenjivim parametrima jer dolazi do
gamora 1 troSenja materijala. S obzirom da je proces zamora i troSenja materijala spor,
za neke mehanice sustave mozemo reéi da su vremenski nepromjenjivi sustavi unutar
odredenog vremenskom intervala.

Na slici 2.8 prikazan je odziv sustava s nepromjenjivim parametrima (gore) i odziv
sustava s promjenjivim parametrima (dolje). Kod sustava s nepromjenjivim parametrima
vremenski odziv sustava uvijek je isti ako na sustav djeluje ista pobuda. To nije sluéaj
kod sustava s vremenski promjenjivim parametrima (slika 2.8 (dolje)) kod kojeg je odziv
sustava drugadiji tokom vremena ako na ulaz djeluje uvijek ista pobuda.
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Joury

wiijeme, [g]

whijeme, [g]

Slika 2.8: Odziv sustava s nepromjenjivim i promjenjivim parametrima

2.1.3 Kontinuirani i diskretni sustavi

Kontinuirarni sustavi su sustavi u kojima su sve varijable stanja kontinuirane (mi-
jenjaju se s vremenom). Ovakve sustave mozemo opisati diferencijalnim jednadzbama
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(linearnim i nelinearnim).

Vecina tehnickih sustava (elektricnih krugova, rotacijskih sustava, sustava skladiste-
nja, toplinskih sustava i dr.) kontinuirani su sustavi. U vrijeme kada rac¢unala nisu
bila toliko pristupaéna kao danas, algoritmi upravljanja zasnivali su se na kontinuira-
nim regulatorima (¢esto operacijska pojacala s odredenim elementima u povratnoj vezi).
Danas je situacija bitno drugacija.

Diskretni sustavi su sustavi u kojima su sve varijable stanja diskretne (mijenjaju
se u diskretnim vremenskim trenucima ). Ovakve sustave mozemo opisati jednadzbama
diferencije (linearnim i nelinearnim).

Uvodenjem mikroracunala (mikrokontroleri, PLC, ugradbena racunala i dr.) direk-
tno se uvodi diskretizacija signala u sustav. Mikrora¢unala rade u vremenski diskretnim
intervalima te tako predstavljaju diskretan sustav. Danasnji regulatori tehnickih sustava
u veéini sluc¢ajeva diskretnog su tipa.

Ujedinjenjem rada diskretnih i kontinuiranih sustava dobivamo jednu funkcionalnu
cjelinu koja se naziva hibridnim sustavom (sadrzi kontinuirane i diskretne podsus-
tave).

20 T T T T ¥ T T T T
: : ] : : kontinuirani odziv regulatora
diskretni odziv regulatora

WEEEE N IR BN
o

05 1 15 2 25 3 35 4 45 g
wrijeme, [s]

Slika 2.9: Odziv kontinuiranog i diskretnog regulatora

Na slici 2.9 prikazan je odziv kontinuiranog i diskretnog regulatora. Sa slike se
moze uotiti da se diskretni odziv sustava poklapa sa kontinuiranim odzivom sustava u
diskretnim vremenskim trenucima koji se javljaju u jednolikom vremenskom razmaku.
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2.1.4 Deterministicki, nedeterministicki i stohasti¢ki sustavi

Deterministicki sustavi su sustavi u kojima nema neizvjesnosti pri kreiranju budu-
¢ih stanja sustava. Deterministicki sustav ¢e uvijek proizvesti isti odziv na neku pobudu
u(t) ako je pocetno stanje sustava uvijek isto. Kazemo da kod deterministickog sustava
izlaz mozemo predvidjeti sa stopostotnom sigurnoséu.

Fizikalni zakoni reprezentirani diferencijalnim jednadZzbama primjer su determinis-
tickog sustava iako stanje sustava u nekom zadanom trenutku moze biti tesko opisati
eksplicitno.

Nedeterministi¢ki sustavi su sustavi u kojima postoji izvjesnost u kreiranju bu-
duéih stanja sustava. Nedeterministicki sustav nec¢e uvijek proizvesti isti odziv na neku
pobudu u(#) ako je poCetno stanje sustava uvijek isto. Kazemo da kod nedeterministic-
kog sustava ne mozemo predvidjeti izlaz.

U automobilskoj industriji dnevno izlazi veliki broj gotovih proizvoda (automobila).
U malom postotku antomobila javljaju se tzv. “tvornicke greske” sto mozemo nazvati
nedeterminizmom jer ne mozemo predvidjeti sa stopostotnom izvjesnoséu da li ée svaki
automobil biti ispravan.

Stohasticki sustavi (Cesce stohasticki ili slucajni procesi) su sustavi kod kojih postoji
neodredenost u kreiranju buduéih stanja sustava koji su opisani funkcijama razdiobe. To
znaci da, ako je poznato pocetno stanje sustava, postoje mnoge trajektorije kojima sustav
moze iél iz nekog pocetnog stanja u kona¢no stanje, pri ¢emu su neke trajektorije vise
vjerojatne, a druge manje vjerojatne. Primjer jednog stohastickog procesa je generator
slucajnih brojeva (slika 2.10). Sa slike se moze zakljuciti da tri ista generatora slucajnih
brojeva kao rezultat daju razlicite odzive.
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Slika 2.10: Generator slué¢ajnih brojeva

2.1.5 Sustavi s jednim ulazom i jednim izlazom (SISO) i sustavi s vise
ulaza i vise izlaza (MIMO)

SISO sustavi su sustavi s

jednim ulazom i jednim izlazom, a nazivamo ih jos i skalarnim

sustavima. Blokovski prikaz sustava s jednim ulazom i jednim izlazom dan je na slici
2.11. Elektri¢ni krug s idealnim operacijskim pojacalom (slika 2.12) samo je jedan od
primjera SISO sustava.

u(t) Single Input and Single | V(1)
Output sustav .

Slika 2.11: Sustav s jednim ulazom i jednim izlazom



16 Osnovni pojmovi i definicije

—
s
R R,
A 1 |B
o—l F+— |
i) — —_— - -0
! h i U
il —— G

Slika 2.12: Elektri¢ni krug s idealnim operacijskim pojac¢alom

MIMO sustavi su sustavi s viSe ulaza i viSe izlaza, a nazivamo ih jo§ i multivarija-
bilnim sustavima. Blokovski prikaz sustava s viSe ulaza 1 vise izlaza prikazan je na slici
2.13.

Hl \I
— N
A Multiple Input and
= Multiple Output sustav g
I:AI.I ¥ I
: :

Slika 2.13: Sustav s vige ulaza i viSe izlaza

Sustav mijeSanja dviju tekucina (slika 2.14) je sustav s dva ulaza (protoci Q1 1 Q2)
i dva izlaza (protok Q3 i visina stupca tekucine hg).
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\ 7

Slika 2.14: Sustav mijeSanja dviju tekucina

2.1.6 Sustavi s memorijom i sustavi bez memorije

Za neki sustav kazemo da je sustav s memorijom ako njegov odziv za nezavisnu
varijablu ¢ ovisi i o pobudi i o pofetnom stanju sustava. Primjer sustava s memorijom
je sustav mijeSanja dviju tekuéina (slika 2.14). Naime, u sustavu je mogudée protoke
(1 1 Q2 promatrati kao ulaze sustava, a visinu stupca tekuéine hg kao izlaz sustava. S
obzirom da u podetnom stanju moze postojati visina stupca tekuéine hg za ovaj sustav
kazemo da je sustav s memorijom (slika 2.15).

Sustavi bez memorije su oni sustavi ¢iji odziv za svaku nezavisnu varijablu ¢ ovisi
isklju¢ivo o pobudi sustava. Najjednostavniji primjer sustava bez memorije je elektri¢ni
otpornik (slika 2.16). Ako napon u(¢) promatramo kao ulaz, a struju i(t) kao izlaz
sustava, tada takav sustav predstavlja sustav bez memorije jer je struja i(t) direktna
posljedica samo napona u(t).
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Slika 2.15: Odziv sustava s memorijom (sustav mijeSanja tekuéina)
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Slika 2.16: Otpornicki elektri¢ni krug

2.1.7 Kauzalni i nekauzalni sustavi

Kauzalni sustavi su sustavi ¢iji izlaz ovisi isklju¢ivo o proslim i trenutnim vrijed-
nostima ulaza sustava. To zna¢i da izlaz sustava y(g) u nekom pocetnom trenutku ¢
ovisi samo o ulazu wu(¢) za vrijednosti ¢ < tp. Svi tehnicki sustavi su kauzalni sustavi.

Nekauzalni sustavi su sustavi ¢iji odziv izlazne veli¢ine nastupa prije pobude Sto
znadi da sustav ima svojstvo predikcije (predvidanja). Za izlaz sustava y(fo) u nekom
pocetnom trenutku to vrijedi da je ulaz u(f) nastupio za vrijednosti ¢ > to.
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2.2 LTI kontinuirani sustavi

U prethodnom razmatranju naveli smo klasifikaciju sustava. Sustavi kojima ¢emo se
baviti u nastavku knjige su linearni i vremenski nepromjenjivi sustavi, odnosno
LTI sustavi (engl. Linear Time-Invariant Systems). Takoder, sustavi koje ¢emo ana-
lizirati te sustavi nad kojima éemo raditi sintezu regulacijskog kruga bit ée kontinuirani
sustavi. Proucavanje LTI sustava je vazno iz razloga Sto se mnogi fizikalni sustavi mogu
precizno modelirati kao LTI sustavi.

Sustavi koji su nelinearni mogu se promatrati kao linearni sustavi u radnoj tocki
sustava za male promjene ulaza u(t) i izlaza y(t). U tom slucaju potrebno je napraviti
linearizaciju sustava oko radne tocke sustava (ug,yo). Teorija nelinearnih sustava je
mnogo slozenija od teorije linearnih sustava te se njome nec¢emo baviti u ovoj knjizi.

2.3 Osnovne strukture sustava upravljanja

Dvije su osnovne strukture sustava automatskog upravljanja:

e Otvoreni krug automatskog upravljanja (slika 2.17)

e Zatvoreni krug automatskog upravljanja (slika 2.18).

Otvoreni krug automatskog upravljanja je struktura automatskog upravljanja
u kojoj upravljacka akcija ne ovisi o izlazu iz sustava. Problem koji se javlja kod otvore-
nog kruga automatskog upravljanja je nemoguénost ispravljanja pogreske nastale uslijed
djelovanja poremecaja. Taj problem rjeSava se zatvaranjem povratne veze, odnosno
mjerenjem izlazne veli¢ine. Zatvoreni krug automatskog upravljanja je struktura
automatskog upravljanja u kojoj upravljacka akcija ovisi o izlazu iz sustava.

Poremedajna velicina

“

J Jr'tq.l" u, u ¥

Aktuator
—= Regulator —p» (Izvr$ni &lan) R Sustav —

Slika 2.17: Otvoreni krug automatskog upravljanja
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Osnovni pojmovi i definicije

Poremecajna velitina

-

Y. v e
Regulator

u,

Aktuator
(lzvrsni &lan)

Sustav

upravljanja

Y

Slika 2.18: Zatvoreni krug automatskog upravljanja

Senzor
(Mjerni ¢lan)

A J

Sa slika 2.17 1 2.18 mogu se i8¢itati sljedeci signali koji egzistiraju u osnovnim struk-

turama automatskog upravljanja:

® Y5 - referentna vrijednost signala (postavna vrijednost)

e u, - upravljacki signal (izlaz iz regulatora)

e u - ulazna veli¢ina sustava (izlaz iz aktuatora)

e y - izlazna veli¢ina sustava

® Y, - mjerni signal izlazne veli¢ine sustava

e e - regulacijska pogreska (odstupanje izlazne veli¢ine od referentne velicine)

e z - poremecajna velic¢ina.

Podsustavi osnovnih struktura automatskog upravljanja su:

e Sustav upravljanja

e Regulator - upravlja dotokom energije u sustav

e Aktuator (izvréni ¢lan) - izvrSava nalog regulatora za dotok energije u sustav

e Senzor (mjerni ¢lan) - mjeri izlaznu veli¢inu sustava.

U poglavlju Sinteza sustava automatskog upravljanja detaljnije ¢emo se baviti struk-

turama automatskog upravljanja.



Poglavlje 3

Matematicki modeli linearnih
kontinuiranih sustava

Ako zelimo raditi analizu dinamickih sustava, koja je nuzno potrebna pri sintezi regula-
cijskih élanova, potrebno je matematicki opisati dinamiku sustava. Opis sustava krece od
spoznaje bitnih fizikalnih nacela. Elektriéni sustavi opisuju se Kirchhoffovim zakonima,
mehanicki sustavi opisuju se Newtonovim zakonima, termodinamicki sustavi opisuju se
zakonima termodinamike itd. Takoder je potrebno poznavati zakone ofuvanja energije
(energetska bilanca), zakone o ofuvanju koli¢ine gibanja itd [2].

Dinamika sustava moze se opisati na nekoliko na¢ina. Medu prvim opisima dina-
mike sustava bio je opis sustava diferencijalnim jednadzbama. Ako promatramo SISO
sustav (jedan ulaz i jedan izlaz), onda je potrebno izracunati izlaz sustava ako na njega
dovedemo proizvoljnu pobudu. Cesto je to tezak posao, a narodito za sustave viseg
reda. Na temelju opisa sustava diferencijalnim jednadzbama, sintezom regulacijskog
¢lana (regulatora), dobije se upravljacki algoritam koji je cesto diferencijalna jednadzba.
Ovwakav pristup sintezi zahtijeva mnogo ra¢unanja i poznavanje rjeSenja diferencijalnih
jednadzbi. Postoje dvije vrste diferencijalnih jednadzbi:

1. Obié¢ne diferencijalne jednadzbe

2. Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Parcijalne diferencijalne jednadzbe imaju viSe nezavisnih varijabli: vrijeme i prostorne
varijable. Pretpostavimo da ¢emo sve, nama zanimljive sustave modci opisati obic¢nim di-
ferencijalnim jednadzbama te stoga neéemo opisivati parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Obic¢ne diferencijalne jednadzbe imaju samo jednu nezavisnu varijablu, a to je vri-
jeme. U opisu dinamic¢kih sustava uvijek trazimo vremenske odzive sustava tako da ée
nam obic¢ne diferencijalne jednadzbe (u daljnjem tekstu diferencijalne jednadzbe) biti sa-
svim dovoljne za opis dinamickih sustava. S obzirom da je matematicki aparat rjeSavanja
diferencijalnih jednadzbi vrlo slozen (narocito za sustave viSeg reda), koriste se druge
metode za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi. Matematicar i astronom Pierre-Simon
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Laplace (23. ozujak 1749. 5. ozujak 1827.) osmislio je integralnu transformaciju koja
olakSava matematicki rac¢un jer se sve diferencijalne jednadzbe u podruéju varijable inte-
gralne transformacije (podrucje kompleksne varijable s) racunaju algebarski. Integralna
transformacija nazvana je prema navedenom matemati¢aru Laplaceova transformacija
i danas nalazi veliku primjenu pri opisu dinamickih sustava. Transformacija se pri-
mjenjuje na linearne diferencijalne jednadzbe tako da se uvede supstitucija s — d/dt.
Algebarskim putem pronade se rjeSenje jednadzbe na proizvoljnu pobudu u Laplaceovoj
domeni, a zatim se inverznom transformacijom izrac¢una vremenski odziv. lako naizgled
idemo duzim putem rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi, ova je metoda jednostavnija
od rjesavanja diferencijalnih jednadzbi klasi¢nim metodama. Cesto se diferencijalne jed-
nadzbe n-tog reda opisuju s n diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Takav, matematicki
opis sustava, naziva se opis sustava po varijablama stanja.

3.1 Opis linearnih sustava linearnim diferencijalnim jed-
nadzbama

Sustavi koje ¢emo opisivati linearnim diferencijalnim jednadzbama (u nastavku LD.J)
su kontinuirani linearni i vremenski nepromjenjivi sustavi (LTI Linear Time Invariant
Systems) [3], [4]. Opca LDJ ima oblik:

any™ () + ... + a2y (8) + 19/ (¢) + aoy(t) = bru™ (t) + ... + b1/ (¢) + bou(t). (3.1)
gdje su:
® Qn,Un—1,--y @0, My On—1, --., bp konstantni parametri LD.J
e n jered LDJ, n > m.
Desnu stranu izraza (3.1) oznadimo s f(t):

F(t) = bpnu™ (8) + ... + by (t) + bou(t). (3.2)

Totalni odziv sustava opisanog LDJ zbroj je homogenog y,(t) i partikularnog y,(t)
rjeSenja:
y(t) = yn(t) + yp(). (3.3)

Opéu LDJ rijesit ¢emo tako da najprije odredimo homogeno rjeSenje, a zatim par-
tikularno rjeSenje. Da bismo dobili homogeno rjeSenje LDJ, u relaciju (3.2) uvrstimo
f()=0:

any™ (t) + ... + a2y (t) + a1/ (t) + agy(t) = 0. (3.4)

Za homogenu LDJ pretpostavljamo homogeno rjesenje:

yn(t) = Ce (3.5)
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koje uvrstimo u LDJ (3.4) te izratunamo karakteristi¢ne vrijednosti (korijeni) LDJ (sus-
tava):

any™ (t) + ... + a2y (t) + a19/ () + agy(t) = 0
( ) " !
an (C‘e”) e as (Ce”) +a; (Ce’“) +agCe* =0

@ AMCEM + ...+ ag 20 + aACe™ +agCe =0 (3.6)
(an A" + ... + @222 + a1X + ag) CeM = 0
an A" + ... + a2X? + a1\ + ag = 0.
Homogena rjesenja LD.J ovise o karakteristicnim vrijednostima LDJ:
ap A" + ... + a2A% + a1 ) + ag = 0. (3.7)

e Ako su korijeni realni i razli¢iti, pretpostavljeno homogeno rjesenje je:

T

yn(t) = 2 Ciett

i=1
yn(t) = CreMt + Coe??t + ... + CreMnt,

e Ako su korijeni realni i visSestruki, pretpostavljeno homogeno rjesenje je:

T
yn(t) = (C1 + Oat + ... + Cit* 1) Mt + 3 Cielit
i=k+1
y(t) = (C1 + Cat + ... + Cith=1) Mt 4 CpgeMoiit + L 4 Cpetnt.
e Ako su korijeni konjugirano kompleksni, pretpostavljeno homogeno rjesenje je:

yn(t) = e (C1 sin (wt) + Ca cos (wt)) + 3 Cietit
i=3
yh(t) = €7t (Cy sin (wt) + C; cos (wt)) + Cze?st + ... + Crernt.

Koeficijente Cy, Cy,Cs, ..., Cy izratunat ¢emo nakon Sto odredimo partikularno rjeSenje
jednadzbe (3.1). Partikularna rjeSenja sustava ovise o funkeiji f(f):

e Za funkeiju f(t) oblika:
f(t) = Bo+ Bit + ... + BytM,
pretpostavljeno partikularno rjesenje je:
yp(t) = Ko+ Kyt + ... + KptM.

e Za funkeiju f(t) oblika:

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

yp(t) = K.
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e Za funkciju f(t) oblika:
f(t) = Be™,a # A1, 22,3, .., An,
pretpostavljeno partikularno rjesenje je:
yp(t) = Ke™.
e Za funkeiju f(t) oblika:
) = Be®™,6 = Ap=Ag = o = Ay 0 5 My Mgy vos Xy
pretpostavljeno partikularno rjesenje je:
yp(t) = Ktked.
e Za funkeiju f(t) oblika:
f(t) = Be®tM a # A1, A2, A3, .0y An,
pretpostavljeno partikularno rjesenje je:
yp(t) = e® (Ko + Kit + ... + KmtY) .

e Za funkeiju f(t) oblika:
f(t) = B coswyt,

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

yp(t) = K1 coswot + K3 sinwpt.

e Za funkeiju f(t) oblika:
f(t) = Bsinwot,

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

Yp(t) = K1 coswot + Ko sinwpt.

(bee za =0 (1 za 120 t za t=0
Sity=14 (;):{ Hr)=
gl }LU za =0 g |0 za =0 @ {0 za 1<0
o0
r(z)
é A (o)
()
1 1
' > + > ] >
o1 t o1 t 01 t
a) dirac delta funkcija b) jediniéna stepenica c) jediniéna rampa

Slika 3.1: Osnovne pobude sustava
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Partikularno rjesenje posljedica je pobude na ulazu u sustav. Tipi¢éne pobude koje se
koriste kod analize linearnih kontinuiranih sustava automatskog upravljanja prikazane
su na slici 3.1. Nakon §to odredimo partikularno rjeSenje y,(t), nepoznate koeficijente
homogenog rjesenja LD.J C;,Cs, Cs, ..., C), racunamo na temelju pocetnih uvjeta:

¥(0),%'(0),4"(0),.,5"1(0). (3.8)
Pocetne uvjete uvrstimo u totalni odziv (3.3):

y(t) = yn(t) + yp(t)
Y (t) = un'(t) + yp' ()

(3.9)

y®I(t) = gD (@) + 5,V (2).

Uvrstimo li £ = 0 u relaciju (3.9), dobit ¢emo n jednadzbi s n nepoznanica (koefici-

jenata C,Cy,Cs, ..., Cy):

y(0) = yn(0) + y(0)
y'(0) = yn'(0) + ' (0)

(3.10)

y"(0) =y 7V(0) + " D(0).

Ako sustav pobudimo dirae delta impulsom (slika 3.1 a)), dobije se impulsni odziv,
odnosno tezinska funkcija sustava g(t). Tezinska funkcija sustava predstavlja matema-
ticki model sustava u vremenskoj domeni. Odziv sustava na bilo koju pobudu moze se
dobiti konvolucijskim integralom [5]:

y(t) = g(t) *u(t) = A g(m)u(t — 7)dr, (3.11)

gdje je y(¢) odziv sustava na pobudu u(t), a g(t) tezinska funkcija sustava.

Pri opisu sustava linearnim diferencijalnim jednadzbama koristit ¢éemo dva primjera
elektronickih sustava i dva primjera mehanickih sustava. Prvi sustav koji éemo opisati
linearnim diferencijalnim jednadzbama bit ¢e RC filtar.
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i() R

—

um”(t)T C :: T uiz(t)

Slika 3.2: RC filtar

Na slici 3.2 prikazan je elektronicki sustav (RC filtar). Sustav ima jedan spremnik
energije (kondenzator - spremnik napona). Broj spremnika energije odreduje red sustava,
odnosno red diferencijalne jednadzbe §to znaci da je RC filtar sustav 1. reda. Ulazna
veli¢ina u sustav RC filtra je napon uy(t), a izlazna veli¢ina iz sustava RC filtra je napon
u;»(t). Matematicki se sustav moze opisati sljedeéim diferencijalnim jednadzbama:

wu(t) = Ri(t) + & [Si(r)dr
ui,(t) = & [q i(r)dr.

Nadalje, s obzirom na ulaz i izlaz sustava potrebno je eliminirati struju i(¢) (3.13):

(3.12)

wa(t) = Ri(t) + & [si(T)dr = uu(t) = Ri(t) +uis(t)
uiz(t) = & [i(r)dr/ S = u'ix(t) = Li(t) = i(t) = Cu'is(t) (3.13)
RCU',(t) + uir(t) = uy(t) = {T = RC} = Tu'i,(t) + uir(t) = uw(t).

Krajnji izraz u izrazu (3.13) predstavlja opis sustava RC filtra diferencijalnim jednadz-
bama. Uz pretpostavku da je ulazni napon jedini¢na skokovita funkcija, potrebno je naéi
rjeSenje sustava (3.14) (nema pocetnog napona u kondenzatoru, pocetni uvjeti jednaki
su nuli).

Tt (t) + Uiz (t) = Uyl (t)

Uiz (t) = iz (t) + wizp(2)

uzg(t) = Cre® (3.14)
w21 (t) = sCret
u'g,zp(t) = K.

Uz pretpostavku homogenog i partikularnog rjesenja slijedi homogeno rjeSenje (3.15)

TSOltESt + Cj[ESt =0
Ts+1=0=s=—7 (3.15)
uizp(t) = Cre” T,

i partikularno rjesenje (3.16)

Tu'i,p(t) + uizp(t) = ww(t)
T 0+K=1 (3.16)
K=1.
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Rjegenje diferencijalne jednadzbe jednako je zbroju homogenog i partikularnog rjesenja.
Koeficijent C7 moze se izradunati iz rjeSenja diferencijalne jednadzbe uz t = 0.

’u,z(t]—l—kole T{t—0}=>0—1+01=>01

uiz(t) =1—e€" T, (3.17)

Sljedeci sustav koji éemo opisati diferencijalnim jednadzbama je RLC krug.

i(t) R °4

u,,;(t)T C T T u_(t)

Slika 3.3: RLC krug

Na slici 3.3 prikazan je elektronicki sustav (RLC krug). Sustav ima dva spremnika
energije (zavojnica - spremnik pocetne struje i kondenzator - spremnik pocetnog napona)
§to znadi da je RLC krug sustav 2. reda. Ulazna veli¢ina u sustav RLC kruga je napon
Uy (t), a izlazna veli¢ina iz sustava RLC kruga je napon wu;,(t). Matematicki se sustav
RLC kruga moze opisati sljedeéim diferencijalnim jednadzbama (3.18):

uu;(t) (t)+Ld‘“ & Ji(r)dr
uix(t) = f i(T)dr.

(3.18)

Nadalje, s obzirom na ulaz i izlaz sustava potrebno je eliminirati struju i(¢) (3.19):

w(t) = Ri(t) + A 1 fo i(r)dr = w(t) = Ri(t) + LEY 4w, (1)

ui(t) = & fD i(T) dT/dt = ul,(t) = Fi(t) = i(t) = Cu] (t)/dz = i'(t) = Cu'l, (t)

uyi(t) = RCui,(t) + LCu’:z(f) + um(t)

LCY',(t) + RCu,(t) + uiz(t) = ww(?).

(3.19)

Krajnji izraz u izrazu (3.19) predstavlja opis sustava RLC kruga diferencijalnim
jednadzbama. Radi jednostavnosti, neka su iznosi parametara elektriénih komponenata
R=1Q, L=1H i C = 1F. Jednadzba (3.19) sada se moze zapisati kao:

w'h (8) + wiy (2) + uiz(t) = wu(t). (3.20)
Izraz (3.20) predstavlja opis sustava RLC filtra diferencijalnom jednadzbom. Sljedeci

tehnicki sustav koji éemo opisati diferencijalnim jednadzbama je rotacijski sustav sa slike
34.
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J,h

Slika 3.4: Rotacijski sustav

Parametri sa slike 3.4 redom su:

e cs;  koeficijent torzije vratila (osovine), [Nm/rad]

e Dy prigusenje vratila (osovine), [Nms/rad]

Ji  moment inercije zamaSne mase (zupcanik), [kgm]
e 71 polumjer zamasne mase (zupcanika),[kg].
Varijable sa slike 3.4 redom su:

e w, ulazna brzina vrtnje, [rad/s]

® w; brzina vrtnje zamaSne mase, [rad/s]

e m; moment torzije na vratilu, [Nm).

Ulazna veli¢ina rotacijskog sustava je brzina vrtnje wy (), a izlazna veli¢ina rotacijskog
sustava je brzina vrtnje wy(f). Matematicki se rotacijski sustav moze opisati sljede¢im
diferencijalnim jednadzbama (3.21):

mi) = epin(t) = e Ji (@u(t) — wn(®) dt -
ml(t) = Dlwl(t) + Ji—p—+

{43
)

o0 [l ] (1)

Slika 3.5: Torzija vratila
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Kut torzije vratila ¢; prikazan je na slici 3.5. S obzirom da je kutni pomak integral
brzine vrtnje, kut torzije vratila dobiven je integracijom razlike ulazne i izlazne kutne
brzine na vratilu. Eliminacijom momenta torzije na vratilu dobije se:

mi(t) = egy fy (Wult) —wi(t)) i/ = mi (1) = epy (walt) —wr (1))
my (t) = Dywy (8) + 1220 /4 — it (1) = Dywd) (t) + J1w'y (8) (3.22)
J1w') (1) + D1wi (t) + cpwi(t) = cpywy(t).

Krajnji izraz u (3.22) predstavlja opis rotacijskog sustava diferencijalnim jednadz-
bama. Radi jednostavnosti neka su vrijednosti parametara ¢fs1 = 1Nm/rad, D, =
1Nms/radi J; = lkgm. Jednadzba (3.22) sada se moze zapisati kao:

W' () + Wi (t) + wi(t) = wu(t) (3.23)

Drugi mehanicki sustav koji ¢emo opisati je primjer horizontalnog mehanickog oscila-
tora prikazanog na slici 3.6. Ovaj je sustav matematicki ekvivalentan sustavu ovjesa
automobila.

x(1)

_...

b
ﬁ F(t)
— m
AV AV AV

k

LIS I LAFLE

O O

Slika 3.6: Horizontalni mehanicki oscilator

Parametri mehanic¢kog sustava sa slike 3.6 redom su:
e m - masa gibajuceg tijela, [kg]

e b - koeficijent priguSenja amortizera, [kg/s|

e k - koeficijent opruge, [kg/s?.

Ulazna veli¢ina mehanic¢kog oscilatora je sila F(t), a izlazna velicina mehanickog
oscilatora je pomak z(t) mase m. Matematicki se ovaj mehanicki sustav moze opisati
jednadzbom dinamicke ravnoteze (3.24):

maz”(t) = F(t) — ba'(t) — kz(2). (3.24)

U relaciji (3.24) izlaznu veli¢inu i njezinu promjenu potrebno je prebaciti na desnu strani
te se dobije opis mehanickog oscilatora diferencijalnim jednadzbama (3.25):

ma” (t) + bz’ (t) + kz(t) = F(t). (3.25)
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Radi jednostavnosti neka su vrijednosti parametara m — 1 kg, b — 1 kg/s, k — 1 kg /s%.
Jednadzba (3.25) sada se moze zapisati kao:

2 (t) + 2/ (t) + z(t) = F(2). (3.26)

Opisali smo &etiri tehnicka sustava linearnim diferencijalnim jednadzbama. Dva su
sustava elektronicka, a dva su mehanicka. Kada bismo u relaciju (3.23) uveli supsti-
tuciju wq(t) = wi () 1 wy(t) = uy(t), dobili bismo ekvivalentne linearne diferencijalne
jednadzbe. Isto tako, kada bismo u relaciju (3.26) uveli supstitucija z(t) = u;,(t) i
F(t) = uy(t), ponovno bismo dobili ekvivalentne linearne diferencijalne jednadzbe. S
obzirom na model sustava s diferencijalnim jednadzbama. mnogi su tehnicki sustavi
ekvivalentni. Nekada, kada nije bilo simulacijskih paketa za modeliranje i simuliranje
sustava, modeli tehnickih sustava modelirali su se s operacijskim pojac¢alima. To znaéi
da svaki tehnicki sustav ima svoj elektricki ekvivalent opisan elektroni¢kim sustavom. S
obzirom da su i RLC krug i rotacijski sustav opisani istom diferencijalnom jednadzbom, u
daljnjem razmatranju promatrat ¢emo samo diferencijalnu jednadzbu (3.20) RLC kruga.
Uz pretpostavku da je ulazni napon jedinicna skokovita funkeija, potrebno je pronaci
rjeSenje sustava (3.20) (nema pocetnog napona u kondenzatoru i nema pocetne struje u
zavojnici).

uis(8) + i, (8) + wis(t) = wa(t)
Uiz (t) - uizH(t) T uizP(t)
uizH (t) = Cie®t

wizm(t) = sCre®

Wiy (t) = s2Cre®

uizp(t) = K

(3.27)

Uz pretpostavku homogenog i partikularnog rjeSenja slijedi homogeno rjeSenje (3.28)

s2+5+1=0=>51,2=L V1 E—‘Iz_l:}:j@

_1.,¥3 _1_;v3 . .
uizH(t) = C1e( EAR )t + Cze( 2 = 018_%t8‘?32ﬁt + 028_%t€_'}3§t
ui g (t) = e 3t (0F] (cos ?t + jsin ?f) + Cs (cos @t — jsin @t))

(3.28)
1 P
wien(t) = 73 ((C1 + Ca) cos Lt + (C1 — Co) jisin Bt | 4,1
g B=(C1—C2)j
ui,p(t) = e 2t (ACOS @t + Bsin gt)
i partikularno rjesenje (3.29)
ui2p(t) +u'izp(t) + wizp(t) = uw(t)
04+0+K=1 (3.29)

K=1.

Rjegenje diferencijalne jednadzbe jednako je zbroju homogenog i partikularnog rje-
Senja. Koeficijente C; 1 C] izrac¢unati ¢emo iz rjeSenja diferencijalne jednadzbe uz t =0
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(kondenzator u t = 0 nema pocetnog napona, a zavojnica u t = 0 nema pocetne struje).
Iz uvjeta da kondenzator u ¢ = 0 nema pocetnog napona, dobit ¢emo u;,(0) = 0. S ob-
zirom da je sustav opisan diferencijalnom jednadzbom 2. reda, potrebna su dva pocetna
uvjeta. Drugi pocetni uvjet direktno je vezan za pocetnu struju zavojnice:

@m:%MhmM®=%@=& (3.30)

Koristeéi pocetne uvjete dobit ¢emo koeficijente Cy 1 Ch:

uiz(t) =14+¢€" 2 (Acos ﬂt—kBsin ﬁt)

u,(t) = —5 _lt (A cos ‘/_t + Bsin ‘/_t) +e 3t (—?Asin ?t - @B cos @t)
uiz(07) = 1+A=O=>A=—

w,(0)=-1A+¥BB=0=3B=-¥

(3.31)
Kona¢no rjesenje diferencijalne jednadzbe (3.20) je:

ui(t) =1— 3 ( %t + ‘/—,: %t) (3.32)

Zakljucili smo da RLC krug (slika 3.3), rotacijski sustav (slika 3.4) i mehanicki osci-
lator (slika 3.6) imaju ekvivalentne diferencijalne jednadzbe. Uz pretpostavku jedinicne
skokovite pobude rotacijskog sustava te da su svi pocetni uvjeti rotacijskog sustava jed-
naki nuli slijedi ( Provjerite!):

wi(t) =1—e 2t ( gt th % gt) (3.33)

Uz pretpostavku jedini¢ne skokovite pobude mehani¢kog oscilatora te da su svi pocetni
uvjeti mehanickog oscilatora jednaki nuli slijedi (Prouwjerite!):

z(t) =1—e 3t ( os £t+ % it) (3.34)

3.2 Opis sustava prijenosnom funkcijom u Laplaceovoj do-
meni

3.2.1 Laplaceova transformacija

Problemi koje rjeSavamo u automatskom upravljanju (dinamika sustava) ukljucuju ope-
racije deriviranja i integriranja. Tim operacijama dodijelit ¢emo operatore kojima ¢emo
diferencijalne jednadzbe moéi opisati algebarskim jednadzbama. Jedna od transforma-
cija, kojom se diferencijalne jednadzbe mogu transformirati u jednostavniju, algebarsku
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formu, naziva se Laplaceova transformacija. Ova transforamcija pogodna je za sustave
viseg reda jer omogucuje rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi na jednostavan nacin.

Laplaceova
’ " . . transformacija . .
Diferencijalna jednadzba 12 5 Algebarska jednadzba
Tezi put do Laksi put L‘EH““\.I
rjesenja riesenja ® 4
P
i r
! Inverzna A
Laplaceova
Rjesenje diferencijaine | ransformacia Rjesenje algebarske
jednadzbe "' jednadzbe

Slika 3.7: Shematski prikaz rjeSenja diferencijalne jednadzbe

Na slici 3.7 prikazan je shematski prikaz rjeSavanja diferencijalne jednadzbe. Dife-
rencijalne jednadzbe transformiraju se u algebarski oblik, zatim se rjeSava algebarska
jednadzba te se inverznom transformacijom dobije rjesenje diferencijalne jednadzbe.

Definicija Laplaceove transformacije je [4], [5]:
o0
F(s) = / Ft)e—tdt, (3.35)
b=

gdje je s kompleksna varijabla. Funkcija f(¢) naziva se original ili gornja funkcija, a
funkcija F(s) naziva se slika ili donja funkcija. Da bismo olaksali zapisivanje, mala
slova neka predstavljaju originale (gornje funkcije), a velika slova neka predstavljaju
slike (donje funkeije). Laplaceovu transformaciju skraceno ¢emo pisati na jedan od dva
sljedeca nacina:

£(t) o—s F(s) ili F(s) = Z(£(t)).

gdje je orginalu f(t) pridruzena slika F'(s). Inverznu Laplaceovu transformaciju skraceno
¢emo pisati takoder na jedan od dva sljedeéa naécina:

F(s) «—o £(t) ili f(t) = Z~1(F(s)).

gdje je slici F'(s) pridruzen original f(¢). PokuSajmo sada izvesti Laplaceov transformat
za eksponencijalnu funkciju f(t) = e~ (najéesca funkcija):

F(S) — f(t)e—stdt :] e—ate—stdt :/ e—(s-{—a)tdt
0~ 2
1 —(s+a)t
F(s)=———e
s+a

mzo_( 1)_ 1 (3.36)

0 _s—i—a _s+a

s+a’
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Kod sustava koji imaju oscilatorno ponasanje u odzivu sadrze kombinacije sinus i kosinus
funkcije. 1z Eulerove formule e = coswt + isinwt i relacije (3.36) slijede transformati

za sinus 1 kosinus funkeije:

et = coswt + isinwt, e ® = "t = g = —jw

i

1 1 s+éw_ S . w

= - : =" 7 ti3 2
s+a §— 1w S+ w st w s 4w

coswt +isinwt o—e ;ﬁﬁz— + zﬁf

(3.37)

5 L] W
coswt o—e m, sinwt o—e 242

Odziv nepobudenog sustava s poetnim uvjetima ¢esto sadrzi jedan od tri navedena
originala (eksponencijalna funkcija, sinus i kosinus). Na slici 3.1 prikazane su najcesce
koristene pobude (dirac delta, skokovita pobuda i rampa).

Izvod transformata dirac delta impulsa prikazan je relacijom (3.38):

F(s) = \/: f(t)e stdt = AT 6(t)e stdt = fm 6(t)dt = 1. (3.38)

Izvod transformata step funkcije prikazan je relacijom (3.39):

F(s)= X ft)e *tdt = /mp(t)e_“dt = [00 e *tdt

- . 3
(3.39)
1 0 1 1
F —c st — 0 S =il = —,
(s) s © lo ( s) s
Izvod transformata rampe prikazan je relacijom (3.40):
00 0o e R
Py = [ weti= [Creta=| 22t 2=eT
0- 0- du=1 v=—ze
(3.40)

N PR i TS | VY _ 1
F(s) = ——te |G+S]0_Ie dt=0+-(0-(—2))=5

Izveli smo transformate najvaznijih pobudnih signala koji se pojavljuju u automat-
skom upravljanju. Odziv sustava na pobudu funkcije dirac delta zove se tezinska funkeija
i oznacavat ¢emo je s g(t), a odziv sustava na skokovitu pobudu zove se prijelazna funk-
cija 1 oznacavat ¢emo je s h(t). Odziv sustava na rampu oznatavat ¢emo s 7(f). Sada
¢emo pokazati nekoliko svojstava Laplaceove transformacije [5]:

e Linearnost Laplaceove transformacije: Ako je:
z(t) o—o X(s), y(t) o—= Y(s), (3.41)

tada vrijedi:
ax(t) + Py(t) o—e aX(s)+ LY (s). (3.42)
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Mnozenje varijable s konstantom:

(3.43)

Prigusenje originala x(t): PriguSenje originala odgovara pomakom slike ulijevo:
e %zx(t) o—e X(s+a). (3.44)

Teorem o pomaku originala: Neka je z(t) o—e X(s) ia > 0. Pomak
originalu udesno odgovara prigusenju slike:

z(t—a)u(t —a) o—e e *X(s). (3.45)
Deriviranje originala z(¢): Za deriviranje originala x(¢) vrijedi:

z'(t) o—e sX(s)—z(0)
z"(t) o—e s2X(s) — sz(0) — z'(0)
(3.46)

2() o—e X(s) — 5" 12(0) — 5722/(0) — ... — 2™D(0).

Deriviranje slike z(¢): Deriviranje u frekvencijskoj domeni (s domeni) odgovara
mnozenju s —t u vremenskoj domeni:

(t)e(t) o—s  X(s)
' ' ' (3.47)

(cHa(t) o—s X((s)

Integriranje originala: Integriranje originala odgovara dijeljenju slike s kom-
pleksnom varijablom s.
Jia(t)ydt o—e X&) (3.48)

Integriranje slike: Integriranje slike odgovara dijeljenju originala s vremenskom
varijablom £.

2 oo [* X(s)ds. (3.49)
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e Teorem o kona¢noj vrijednosti:

Konaé¢na vrijednost ili stacionarno stanje (ustaljena vrijednost) odziva moze se
dobiti sljedeé¢im izrazom:

— |1 =4
Hloo) = ll_r}rﬁ sF(s). (3.50)
Izraz (3.50) biti ¢e primijenjen u zadnjem poglavlju kod proracuna regulacijskog
odstupanja . Tablica osnovnih Laplaceovih transformata nalazi se u poglavlju 9
PRILOZL.
e Teorem o konvoluciji: Konvolucija dvaju originala odgovara umnogku slika:

y(t) = g(t) xu(t) = [ g(T)u(t —7)dr o—e Y(s)=G(s)U(s),  (3.51)

gdje je y(t) odziv sustava na pobudu u(t), a g(t) tezinska funkcija sustava. Na
temelju relacije (3.51) definirajmo sada prijenosnu funkciju sustava kao omjer izlaza
i ulaza sustava u Laplaceovoj domeni:

Y(s)
Ul(s)

G(s) = (3.52)

Relacija (3.52) predstavlja matematicki model sustava u Laplaceovoj domeni. Iz-
laz sustava (3.51) u Laplaceovoj domeni potrebno je transformirati u vremensku
domenu. Potrebno je napraviti inverznu Laplaceovu transformaciju.

3.2.2 Inverzna Laplaceova transformacija

Da bismo dobili rjeSenje diferencijalne jednadzbe potrebno je algebarski izraz, koji smo
dobili Laplaceovom transformacijom, transformirati u pogodan oblik za inverznu Lapla-
ceovu transformaciju. Ako je X (s) slika originala z(t), tada je i z(t) original slike X (s).
Definicija inverzne Laplaceove transformacije je:

1 o+jw
gt} =~ lim X (s)e*ds. (3.53)
] wW—eo o—jw
Definicija (3.53) preslozena je za izra¢un vremenskog signala z(t) pa ¢emo pokazati
druge, jednostavnije nacine. Problem inverzne Laplaceove transformacije znatno je slo-
zeniji od problema Laplaceove transformacije. Za sada bismo znali napraviti inverznu
Laplaceovu transformaciju za neke jednostavne primjere:

5
st4 _ __s 4 . - .8 43 P 4 .
32+25 = 82+52 + $2+52 -— 82+52 + 82+52 COos 5t + 5 s 5t
8 __ s+1-1 __ 1 —t E
= ganiar il == L 6(t) —e (3.54)
1 e tsint

_ 1
8242542 T (s+1)2+1

Prvi izraz u (3.54) predstavlja zbroj sinusa i kosinusa. Potrebno je samo odrediti frek-
venciju signala w i prema relaciji (3.37) napraviti inverznu Laplaceovu transformaciju.
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U drugom izrazu u (3.54) potrebno je dodati i oduzeti broj 1. Koristeci relacije (3.36)
i (3.38) mozemo odrediti original. Treéi izraz u (3.54) nesto je slozeniji. Ako nazivnik
ima kompleksne korijene (nultocke), tada je potrebno nazivnik svesti na potpuni kva-
drat. Koristeéi svojstvo prigusenja originala, mozemo zakljuciti da je slika treceg izraza
zapravo prigusena sinus funkcija. U slu¢aju da je potrebno naéi inverz slike prijenosne

funkcije:
1

s(s+1)(s+2)(s+3)’
problemu viSe ne mozemo pristupiti na jednostavan nacéin kao Sto je to prikazivano

do sada. Neka je tezinska funkcija (odziv sustava na dirac delta funkciju) sustava u
Laplaceovoj domeni predstavljena kao racionalna funkcija:

G(s) =

(3.55)

__P(s)  bps™+ bp18™ 1+ ...+ bis+ by
T Q(s)  apst+ap_svl4...+astag’

G(s) n = m. (3.56)
Racionalnu funkciju (3.56) potrebno je rastaviti na proste razlomke. Ovaj je problem
posebno jednostavan ukoliko su sve nultocke polinoma nazivnika @(s) realne i jednos-
truke. Nultocke polinoma nazivnika Q(s) prijenosne funkcije predstavljaju polove sus-
tava (oznaCavat ¢emo ih s p;), a nultocke polinoma brojnika P(s) prijenosne funkcije
predstavljaju nule sustava (oznacavat ¢emo ih s n;). U nastavku teksta koristit ¢emo
samo termine nule i polovi sustava. Ako su polovi prijenosne funkcije (3.56) jednostruki i
realni, tada se racionalna prijenosna funkcija G(s) = P(s)/Q(s) moze napisati u obliku:

P K K K.
@) _ & P ST 1
Q(s) s—p1 s—po 8—Pn

Inverzna transformacija razlomljene racionalne funkeije G(s) je eksponencijalna funkeija:

G(s) = (3.57)

g(t) = K1€P 4+ KoeP? + ... 4 KpePfr. (3.58)

Koeficijenti K7, Ko, ..., K, mogu se dobiti prema sljedeéoj relaciji:
K=Ll.nl (3.59)

Ovwvakav razvoj racionalne funkeije na proste razlomke u literaturi se naziva Heavisideov
razvoj. To je samo jedan od nacina kako se mogu odrediti koeficijenti Ky, Ko, ..., K.
Sljedeéi nacin temelji se na izjednacavanju koeficijenata uz iste potencije kompleksne
varijable s:

P(S) _ bms™ + bm_lsm_l +...+bis+ by _ K, 4 Ko A K,
Q(s) ans"+an—1s"'+..+a1s+a S—p1 S—p2  S—DPn
b s™ + bm_lsm_l + ...+ bis+ by K K
= FovnsF S—p1)--- (85—
(s—p1)(s—p2) -~ (5—pn) s—m s—pn/( p)-oe o)

bps™+ ...+ bis+bp=Ki(s—p2)---(s—pp)+ ... + Kn(s—p1) - (8§ —Pn-1)-
(3.60)
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Ako G(s) ima kompleksne polove, tada se racionalna funkcija rastavlja kao (p12 =
—0 F jw):

P(S) bmsm—l—bm_lsm_l—l—...-}—bls—i—bg _ Kqi + Kss K

= > — 4+ —.
Q(s) ans"+an—18" 1+ ... +ais+ao (s+o+jw)(s+0o—jw) S — Pn
(3.61)

Ako G(s) ima dvostruke, trostruke, cetverostruke i visestruke polove, tada se raci-

onalna funkcija rastavlja kao:

P(S) _ bns™ + bm—lsm_l + ..+ bis+ by - Kl,l B, A Kl,r 3 K
Q(s) ans™ +an_18" 1+ ..+ a15+ag s—p (s—m)" T s—pn’
(3.62)

gdje je r viestrukost pola. Koeficijenti viSestrukih polova relacije (3.62) mogu se dobiti
na sljedec¢i nacin:

| dr=* P(s)
Ki;= — lim | (s—p1)" i=rr—1,..,21 3.63
j B ('3" — E)l 4ipy {ds‘"_’ [( Pl) Q(S) ) 3 1 ( J

U slucaju da imamo vise visestrukih polova, istom analogijom kao i u prethodnom pri-
mjeru mogu se dobiti svi koeficijenti rastava prijenosne funkcije na proste razlomke.
Nakon rastavljanja racionalne funkeije na proste razlomke inverzna Laplaceova transfor-
macija dobije se koriStenjem tablice Laplaceove transformacije koja se nalazi u poglavlju
9 PRILOZI.

Pokugajmo sada problem (3.54) rjesiti na oba na¢ina. Polovi sustava su redom
pn=0,p2=1,p3=2,p4 =3

Prvi nadin:

1 A B C D
Gl = s(s+1)(s+2)(s+3) = e T el Te+2 943
y 8 ; 1 1
Gl T o
B= It 541 Y.
so—18(s+1)(s+2)(s+3) s—-1s(s+2)(s+3) 2
C = lim Bt = Hm S R
s>-28(s+1)(s+2)(s+3) so-2s(s+1)(s+3) 2 (3.64)
D= lim i By T
s+—3s(s+1)(s+2)(s+3) s+-3s(s+1)(s+2) 6
1 1 1 1
6

Qlg)=8 . 2 2
(S) s s+1+s+2 s+ 3
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Drugi nadin:

1 A B C D
Gla) = s(s+1)(s+2)(s+3) B ;+ s+1 * s+2+s+3/s(8+1)(s+2)(8+3)
1=A(s+1)(s+2)(s+3)+Bs(s+2)(s+3)+Cs(s+1)(s+3)+
+Ds(s+1)(s+2)
1= A(s® +65% + 115 + 6) + B(s> + 55 + 65) + C(s3 + 4s? + 3s)+
D(s® 4+ 25* 4 2s)
1=64
0=11A4+6B+3C+2D
0=6A+5B+4C+2D
0=A+B+C+D

1 —1 1 —1
A:—,B:—‘,CZ_’D:_
6 2 2 6

1 1 1 1

— 8 2 2 . 6
G(S)_s s+1+s—+—2 s+3
1 1 _,, 1 o5 1 _4
P “e2 g3t

It =53¢ *+3¢ —§°

(3.65)

Ovime smo zavrsili s opisom Laplaceove transformacije i inverzne Laplaceove tran-
sformacije. S obzirom da nam je glavni cilj bio pojednostavljenje rjesavanja diferencijal-
nih jednadzbi i jednostavniji proracun odziva sustava, Laplaceovu ¢emo transformaciju
primijeniti na sustave RC i RLC kruga. Najprije ¢emo transformaciju primijeniti na RC
filtru. Relaciju (3.13) mozemo zapisati u Laplaceovo] domeni:

t
wui(t) = Ri(t) + é /0 )i o—v Uprld)=RI6) + %1(3) — (R i %) I(s)
uiz(t) = i/ti(r)d-r o—e Urz(s) = LI(S).
CJo sC
(3.66)
Prijenosna funkcija sustava definirana je kao omjer izlaza i ulaza sustava u Laplace-
ovoj domeni:

_ Uix(s) _ él(s) 1 1

_ng(s)_(R—k%)I(s) RC.9+1:T3+1'

G(s) (3.67)

Isto bi se rjesenje dobilo ako bi se Laplaceova transformacija primijenila na diferen-
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cijalnu jednadzbu sustava (3.13):
RCU i (t) + uiz(t) = uy(t) o—e (RCs+1)Urz(s) =UyL(s)/UvL(s)/ (RCs+1)

B Urz(s) T 1 o
" Uyr(s) RCs+1 Ts+1°

G(s)

(3.68)

S obzirom da je ulazni napon jednak jedini¢noj stepenici (1/s u Laplaceovoj domeni),

odziv sustava mogucde je rijeSiti uz pomo¢ tablice Laplaceovih transformacija u poglavlju
9 PRILOZI na sljedeéi naéin:

1 1

Urz(s) = G(s)UyL(s) = Tetis

g i A B
Urz(s) = TaZ {a - Ts+1 ® ?/(T8+ La
As+B(Ts+1) =1 (3.69)
B=1,A+BT=0=A=-T

1 —Tf =T 1 1

Urz(s) = +#——— o mz(t)=l—e_%.

s Ts+1/:T s s+ %

Prijenosna funkcija dobivena relacijom (3.67) naziva se PT1 ¢lan, odnosno propor-
cionalni ¢lan s jednom vremenskom konstantom. Radi jednostavnosti pretpostavimo da

jeT = RC = 1s.

N

CA

u, [¥]

vrjeme, [s]

Slika 3.8: Odziv RC filtra na skokovitu pobudu

Odziv sustava RC filtra na skokovitu pobudu za zadanu vremensku konstantu 7" pri-
kazan je na slici 3.8. Odziv je eksponencijalan 8to odgovara dosadasnjim spoznajama
o RC filtru. Sa slike 3.8 moguée je ocitati da se radi o sustavu s vremenskom kons-
tantom T = 1s jer odziv u prvoj sekundi dostigne 63.21% svoje konacne vrijednosti.
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Promatrajuéi relaciju (3.66) mozemo vidjeti da elektri¢ne komponente R i C poprimaju
u Laplaceovoj domeni izraze za impedanciju. Transformacija je prikazana na slici 3.9.

i(r) R I(s) R

Hu:(f)T T . (1) O—@ UL-I(S)T ’ I TUZ(S)

C ol

T =T

Slika 3.9: RC filtar: vremenska i Laplaceova domena

Kada se elektriéna shema transformira iz vremenske u Laplaceovu domenu, naponi i
struje ra¢unaju se algebarski. Radun u Laplaceovoj domeni iz tog je razloga pojednostav-
ljen. Prijenosna funkcija G(s) za sustav RC filtra poprima oblik iz relacije (3.67). Kada
se prijenosna funkcija transformira u vremensku domenu pomoéu tablica Laplaceove
transformacije (9 PRILOZI) dobit ¢emo impulsni odziv, odnosno tezinsku funkeiju':

] | A
P g(t) = ==e ®ro. (3.70)

G(s) =
Primjenom Laplaceove transformacije na diferencijalne jednadzbe (3.18) RLC filtra
dobit ¢emo:

di(t)

wa(t) = Ri(t) + L5 + é]o A e U= (R a4 %) I(s)

uiz(t)zé /9 a6 U;Z(.s)%I(s).

(3.71)
Prijenosna funkcija definirana je kao omjer izlaza i ulaza sustava u Laplaceovoj do-
meni:
1
1 1
G(s) = Urz(e) _  sclle) (3.72)

T UuL(s) R+sL+L LOs+ROs+1

Isto bi se rjesenje dobilo ako bi se Laplaceova transformacija primijenila na diferen-
cijalnu jednadzbu (3.20):

LCu’;z(t) + RCu;z(t) + uiy(t) = uy(t) o—e (LC.92 + RCs+ 1) Urz(s) = Uyr(s)

_ U]z(s) | 1

Cla)= Uyr(s) LCs2+RCs+1°

(3.73)
S obzirom da je ulazni napon jednak jedini¢noj stepenici (1/s u Laplaceovoj domeni),
odziv sustava moguce je rijeSiti uz pomoc¢ tablice Laplaceovih transformacija u poglavlju

Ympulsni odziv ili tezinska funkeija je odziv sustava na dirac delta funkciju, ono &to je u vremenskoj
domeni impulsni odziv to je u Laplaceovo] domeni prijenosna funkeija
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9 PRILOZI na sljedec¢i nacin (radi jednostavnosti neka su vrijednosti elektriénih kom-

ponenata R=1Q, L=1H i C = 1F):

1 1 1 1
Urz(s) = G(s)UuL(s) = s2+s+1s 32+s+%+%;
1 1 A+ Bs C
UIZ(S) — —_ = —
PEEILNE Ea T LR
As+BSQ+C(32+s+1) =1
C=1
A+C=0=A=-1
B+C=0=>B=-1
3.74
1 1+s 1 L4+l (3.74)
V) = I 8~ 5 (s g L1 B
(a+3) +4 (s+3)"+1
1v3 2
1 s+3 22 V3
U"Z(S):E_ 12,3 1\2 3
$ (s+3)+3 (s+3)°+3
uiz(t) =1 — e 3t (cos ?t—k ?sin ?t) )
1"1 T T T T T T T T T
uiz(t)
u, 0 ]
Vo S .......... .......... ........... ........... ........... ........... ........... ........... E -
= : § : é § ] § : :
£ OEL- e ......... ........... ........... ........... .......... ........... .......... i
[ S Er— ........... ........... ........... ........... ........... ........... .......... =
okl ___________ o ___________ s e ___________ T ___________ s i
D 1 1 1 | 1 | 1 | |
] 1 2 3 4 5 B Vg g 9 10

wrijerme, [s]

Slika 3.10: Odziv RLC kruga na skokovitu pobudu

Prijenosna funkcija dobivena relacijom (3.73) naziva se PT2S ¢lan 2. To je propor-
cionalni ¢lan 2. reda s nadviSenjem?®. Odziv RLC kruga na skokovitu pobudu prikazan
je na slici 3.10. Promatrajuéi relaciju (3.71) moze se vidjeti da elektri¢ne komponente
R, L i C poprimaju u Laplaceovoj domeni nove izraze za impedanciju. Transformacija
je prikazana na slici 3.11.

2 - : : : : T e
0 PT2S ¢lanu nedto vise u poglavlju 5 Vrernenskr odziv osnovnih dinamickih clanova
*Prebataj preko vrijednosti u stacionarnom stanju
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i(t) R L Its) R sl

w0} L T L To-sm

C u (1) O—=e Uﬂ(s}T =

T

Slika 3.11: RLC krug: vremenska i Laplaceova domena

Kada se elektri¢na shema prebaci iz vremenske u Laplaceovu domenu, naponi i struje
racunaju se algebarski. Racun u Laplaceovoj domeni iz tog razloga pojednostavljuje
racun. Rotacijski sustav sa slike 3.4 ima istu prijenosnu funkeiju kao i RLC krug sa slike
3.3 uz zadane parametre izrazom (3.77).

1

2(s) cf1
= o
h=1,D1=lep=1 % +s+1

Qu(s) = Jis2+ Dis+ cf1

G(s) = (3.75)

Rotacijski sustav sa slike 3.6 ima istu prijenosnu funkciju kao i RLC krug sa slike 3.3
uz zadane parametre izrazom (3.76).

_ X(s) _ 1 _ 1 (3.76)

Gle) F(s) ms?+bs+k ‘m:l,b:l,k:l #+a+l

Na jednostavan nacin opisali smo tri tehnicka sustava, jedan elektronicki i dva
mehanicka. Ovime smo zavrsili opis sustava prijenosnom funkcijom u Laplaceovoj do-
meni.

3.3 Opis sustava varijablama stanja

Varijable stanja definiramo kao minimalni broj unutrasnjih varijabli sustava kojima
mozemo u potpunosti opisati ponasSanje sustava. Kod opisa sustava diferencijalnim jed-
nadzbama i prijenosnom funkcijom receno je da je red sustava jednak redu diferenci-
jalne jednadzbe ili redu prijenosne funkcije. Prema tome. broj varijabli stanja jednak je
redu diferencijalne jednadzbe ili redu prijenosne funkeije $to odgovara broju spremnika
energije u sustavu. Opis sustava varijablama stanja sastoji se u tome da se ponaSanje
dinamickog sustava umjesto diferencijalnom jednadzbom n-tog reda prikaze sustavom
od n diferencijalnih jednadzbi prvog reda [6]. Linearni i vremenski nepromjenjivi sustavi
mogu se opisati matri¢nim oblikom:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(z) (8.77)

gdje su:

e A - matrica sustava (dimenzije n x n)
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e B - ulazna matrica (dimenzije n x p)
e C - izlazna matrica (dimenzije r x n)
e D - matrica direktnog preslikavanja ulaza na izlaz (dimenzije r x p)

gdje je m red sustava, p broj ulaza, a r broj izlaza sustava. Na ovaj nafin mogu se
opisivati SISO, MIMO?® sustavi i njihove kombinacije.

L D
u(r) B X(7) J" i)_:\ C Y(f)

0

7

7A/l____

Slika 3.12: Opis sustava varijablama stanja

Opis sustava varijablama stanja prikazan je slikom 3.12. Slika je direktno dobivena iz
relacije (3.77) i nacrtana je u matricnom obliku. Primjenom Laplaceove transformacije
na relaciju (3.77) dobit ¢emo opis sustava varijablama stanja u Laplaceovoj domeni:

sX(s) = AX(s) + BU(s)

Y(s) = CX(s) + DU(s). (3.78)

Prijenosna funkcija definirana je kao omjer izlaza i ulaza sustava pa iz relacije (3.78)
slijedi:
(Is — A)~!\(Is — A)X(s) = BU(s) =
X(s) = (Is — A)"'BU(s)

Y (s) = C(Is — A)"'BU(s) + DU(s) (3.79)
G(s) = ;E:; =C(Is— A)"'B+D.

U prvoj iteraciji izvoda prijenosne funkcije prvi izraz iz (3.78) mnozili smo s lijeva (ma-
tri¢no mnozenje). Dalje se izvod svodi na uvrStavanje varijabli. PokuSajmo sada jedan
jednostavan sustav opisati varijablama stanja. Sustav je opisan diferencijalnom jednadz-
bom:

y"'(t) + 20" (t) + 3y (t) + 4y(t) = u(t). (3.80)

“Single Input and Single Output
SMultiple Input and Multiple Output
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Odaberimo sljedece varijable stanja (s obzirom da je diferencijalna jednadzba treceg
reda, broj varijabli stanja bit ¢e tri):

z1(t) = y(t)
za(t) = /(1) (3.81)
z3(t) =4 (¢).

Prema relaciji 3.77 potrebne su nam i derivacije varijabli stanja:

z1'(t) = y'(t)
zo/(t) = y(¢) (3.82)
z3'(t) = y"'(t).

Potrebno je odrediti sadrzaj matrica A.B,C i D.

y"'(t) = u(t) — 2y"(t) — 3y'(t) — 4y(t)

z,'(t) = ' (t) = a(2)

z2'(t) = y'(t) = 23(t)

y"(t) = u(t) —2y"(t) — 3y'(t) — 4y(t)

y"(t) = u(t) — 2x3(t) — 3z2(t) — 421 (t)

z3'(t) = ¥ (t) = u(t) — 2z3(t) — 3z2(t) — 421 (2).

(3.83)

Koristedi relacije (3.81) i (3.82) i njihovom supstitucijom u diferencijalnu jednadzbu
(3.80) dobiven je sustav opisan varijablama stanja (3.83). Potrebno ga je samo opisati
u obliku matrica:

iBlf(t) 0 1 0 El(t) 0
') [=]1 0 0 1 z2(t) |+ | 0 | u(t)
mgr(t) —4 -3 -2 I3(t) 1
z1(t)
y&)=[1 0 0] [ z2(t) | +0u(t) (3.84)
z3(t)
0 1 0 0
A=|8 O L |[B=leo]|€=[1T 0 0]D=
o 8 =B 1

Pokugajmo sada sustav RLC kruga zapisati u obliku varijabli stanja. RLC krug
opisan je diferencijalnom jednadzbom (3.19):

LCuU",,(t) + RCul,(t) + uiz(t) = uy(t). (3.85)
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Kao varijable stanja uzmimo sada fizikalne velic¢ine: struju ¢(£) i napon uc:

ue(t) = ui(t)

i(t) = Cu'iz(t)

we(t) =u'iz(t) = éi(t)

i'(t) = Cu"i,(t)

LCu";(t) + ROW i(t) + iz (t) = uwi(t)/L

RC 1 1
", =n i s —
Cu’,(t) + = i (t) + Luu(t) Luug(t)
" 1 R 1
Cuia(t) = Fuu(t) — 7i(t) — Fucl?) (3.86)

=
v}
—~
=
il
+
—
[y Lol

] Uy (1)

Relacijom (3.87) prikazan je sustav RLC kruga pomocu opisa po varijablama stanja.
Prijenosnu funkciju RLC kruga mozemo dobiti Laplaceovom transformacijom relacije
(3.85):

LCu"i»(t) + RC i(t) + wiz(t) = uy(2)
!
(LCs* + RCs +1) Urz(s) = UyL(s) = (3.87)

~ Urz(s) _ 1
Upr(s) LCs?2+RCs+1

G(s)
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PokuSajmo istu prijenosnu funkciju dobiti koristenjem relacije (3.79):

G(s) = S%L((?) =C(Is—A)'B
-2t (3 0114 4))7[3]

car- -1 (5 4] 13

(EY T 3y
G = gy = | 0132+§13+%[8j§ e]|9]

60) = Gy = | 0]82+El.s+%[?]

G(s) = Urz(s) _ o 1

Uyr(s) 32+%5+% “ICsZ+RCs+1'

Relacijom (3.88) pokazali smo da se dobije ista prijenosna funkcija sustava na oba
navedena nacina. To zna¢i da mozemo koristiti bilo koji opis sustava prilikom analize
sustava automatskog upravljanja. Varijable stanja mozemo crtati u prostoru varijabli
stanja®. Varijable stanja RLC kruga prikazane su na slici 3.13 u prostoru stanja.

15 T T r T i1 T T T T T -
3 : varijabla stanja u, A= | varjahle u prostory stanja
i e T - : L e ; :
Z : i / 1 £ : :
i : ; ; :
" k i . 7
i
1 I I I"’I
4 B g 10 U2l o
vrijeme, [s] £ / ] : 3 A
0E : ; : ; [ UL TP : SUSPPVOR. PR | SN 3. WO SOOI |
o~ | Bl
L 02 / e : :
| al-- ]
ot
a2 ; : : ; e i i i
o 2 4 . B 8 10 u] 02 04 0.5 1.4
wrijeme, (3] V]

Slika 3.13: Varijable u prostoru stanja (RLC krug)

Opisom sustava po varijablama stanja zavr§avamo matematicko modeliranje sustava.

8Graf koji daje meduovisnost dviju varijabli stanja
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lako se u nastavku necéemo baviti opisom sustava po varijablama stanja, ne umanjujemo
vaznost ovog nadina opisa sustava automatskog upravljanja. Ovaj opis sustava koristi
se kod naprednijih metoda upravljanja kao Sto su optimalno upravljanje, upravljanje po
varijablama stanja, prediktivno upravljanje. O tome viSe mozete pronadi u literaturi [7],

8.
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Poglavlje 4

Algebra blokova u sustavu
automatskog upravljanja

4.1 Blok dijagrami

Blok dijagrami [9] su graficki reprezentanti sustava automatskog upravljanja. Oni
opisuju veze izmedu pojedinih komponenata sustava na jednostavan nacin. U analizi
i sintezi sustava automatskog upravljanja Cesto je prvi korak opisivanje matematickih
modela sustava blokovima koji imaju funkcionalnu vezu izmedu ulaza i izlaza tog bloka.
Blok dijagramima prikazuje se tijek signala od jednog bloka prema drugom bloku.

Osnovni simboli koji se koriste u opisu sustava blok dijagramima su [1]:

blok - predstavlja vezu izmedu ulazne i izlazne velicine. Njime se opisuju osnovi
dinamicki ¢lanovi.

e signalne linije - to su linije sa strelicama kojima se prikazuje tok signala. Njima se
povezuju ostale komponente blok dijagrama.

e sumacijske tocke - krug koji sluzi za zbrajanje i oduzimanje dvaju i vige signala.

e tocke odvajanja - tocka na signalnoj liniji koja oznac¢ava odvajanje signala prema
nekom bloku ili sumacijskoj tocki.

Osnovni simboli blok dijagrama prikazani su na slici 4.1.
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Blok Signalna linija Sumacijska totka Tocke odvajanja
u(t) (1) u(f) (1) + u (1) - u, (1) u(t)
— G (s ) —» _—
u(r)

u, (1)

Slika 4.1: Osnovni simboli u blok dijagramima

4.2 Algebra blokova

U nastavku ¢emo obraditi algebru blokova i pravila prema kojima se ra¢unaju prijenosne
funkeije sustava. Navest ¢emo samo osnovna pravila, a ostala se pravila mogu izvesti iz
osnovnih pravila.

4.2.1 Serijsko povezivanje blokova

Serijsko povezivanje blokova ¢esto se u literaturi naziva i kaskadno povezivanje. Kada
imamo sustav s n serijski povezanih blokova, tada je moguée pronaéi prijenosnu funkeiju
kojom se opisuje cijeli sustav s n serijski povezanih blokova. Serijski povezani blokovi
prikazani su na slici 4.2.

()= u(t) »n)=u(t) Yo =u (0 w ou ) v, (1) =v(1)
— % G() —— = G(5) ——  G(9) ey S EEETR

G(5)=G,(5)G, () G,(5)G,(s)

u(r) G (s) »()

Slika 4.2: Serijski spoj blokova

Prijenosne funkcije Gy(s), Ga(s), ..., Gp(s) definirane su kao:
Yi(s) Ya(s) _ Yals)

Gy (s ,G wnGyl8) = . 4.1
1(9) U( ) 2( ) 2(8) (S) Un(S) ( )

Sa slike 4.2 mogu se is¢itati sljedece jednakosti:
Yi(s) = Us(s), Ya(s) = Us(s), ...y Yn—1(8) = Un(s) (42)

Ui(s) = U(s),Yn(s) = Y(s).



4.2 Algebra blokova 51

Izraz (4.1) mozemo napisati u sljedeéem obliku:
Yi(s) = Gi(s)Ui(s), Ya(s) = Ga(s)Ua(s), --Ya(s) = Gu()Un(s). (43
Ako napravimo supstituciju u izrazu (4.3) s izrazima (4.2) dobit ¢emo:
Yi(s) = Gi(s)Ui(s) = Gi1(s)U(s)
Y5(s) = Ga(s)Us(s) = Ga(s)Y1(s) = Ga(s)G1(s)U(s)
Y3(s) = Ga(s)Us(s) = Ga(s)Ya(s) = Ga(s)G2(s)G1(s)U(s)

(4.4)
Y(s) = Yn(s) = Gn(s)Un(s) = Gn(s)Yn-1(s) = Gn(5)Gn-1(3) - - - G1(8)U ().
Prijenosna funkcije serijskog spoja blokova sa slike 4.2 na temelju izraza (4.4) je:
. i
G(s) = U(s) ~ Gn(s)Gn-1(s) - - - G2(s)G1(s). (4.5)

Prijenosna funkeija serijskog spoja blokova odgovara umnosku prijenosnih funkeija
pojedinih blokova serijskog spoja blokova.

4.2.2 Paralelno povezivanje blokova

Kada imamo sustav s n paralelno povezanih blokova, tada je moguée pronaéi prije-
nosnu funkciju kojom se opisuje cijeli sustav s n paralelno povezanih blokova. Paralelno
povezani blokovi prikazani su na slici 4.3.

o e A9
- G: (5) )
y
u(t) . 6. > w(r) :> u(r) G(s) »(t)
k
G(s) =G (s)+G,()+G,(s)+---+ G, (s)
2.0
- G..U)

Slika 4.3: Paralelni spoj blokova

Prijenosne funkcije G1(s), G2(s), ..., Gn(s) definirane su izrazom (4.6):
Yi(s) Ya(s) Yu(s)
U(s)’ U(s)’ Uls)

Gi(s) = ,Ga(s) = -y Gn(s) = (4.6)
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Izlaz sustava sa slike 4.3 je:
Y(s) = Yi(s) + Ya(s) + Ya(s) + - - - + Yals). (4.7)
Izraz (4.6) moze se zapisati kao:
Yi(s) = G1(s)U(s), Ya(s) = Ga(s)U(s), .., Yn(s) = Gn(s)U(s). (4.8)
Iskoristimo li jednakosti iz izraza (4.8) za racunanje izraza (4.7) dobit ¢emo:

Y(s) = G1(s)U(s) + Ga(s)U(s) + G3(s)U(s) + - - - + Gn(s)U(s)

4.9
Y (s) = (Gi(s) + Ga(s) + G3(s) + - - - + Gn(s)) U(s). (4.9)
Prijenosna funkcije paralelnog spoja blokova sa slike 4.3 na temelju izraza (4.9) je:
Y(s)
G(s) = @ = G1(s) + Ga(s) + G3(s) + - - - + Gn(s). (4.10)

Prijenosna funkceija paralelnog spoja blokova odgovara zbroju pojedinih blokova pa-
ralelnog spoja blokova.

4.2.3 Povratna veza

Povratna veza je neophodna u sustavima automatskog upravljanja. Povratni signal
moze djelovati na ulazni signal negativno (s negativnim predznakom) ili pozitivno (s
pozitivnim predznakom). Prema tome, razlikovat ¢emo negativnu i pozitivnu povratnu
vezu. Negativna povratna veza koristi se u sustavima automatske regulacije, a pozitivna
povratna veza u oscilatorima. Povratna veza prikazana je na slici 4.4.

i ot
u(1) e(r) Ga (s) v(__)_ u(t) G(S) ¥(t)
9o G
G, (s) fe 126,66,

Slika 4.4: Povratna veza

Kao i u prethodna dva sluéaja, i ovdje je moguée povratnu vezu opisati jednom
prijenosnom funkcijom. Prijenosna funkecija sustava s povratnom vezom d&esto ¢e se
koristiti prilikom ispitivanja stabilnosti sustava automatskog upravljanjal. Sustav s
povratnom vezom sa slike 4.4 u automatskom upravljanju naziva se i zatvoreni krug
automatskog upravljanja koji je sa¢injen od dva bloka:

'Nesto vide o stabilnosti u poglavlju 7 Analiza stebilnosti sustave automatskog upravijenje
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® Go(s) - prijenosna funkcija otvorenog sustava automatskog upravljanja;

® Gpy(s) - prijenosna funkcija povratne veze (¢lan povratne veze).

U slucaju da u otvorenom krugu postoji serijski spoj vise prijenosnih funkeija, tada je

Go(s) prema relaciji (4.5) umnozak svih prijenosnih funkcija u otvorenom krugu (slika
4.5).

: G (s)
G,(5)=G,(5)G,(5)Gx = g
2 (5) = G ($)G,(5)Ga(s) Gis) 6.6

i) M) ult) e(r) )

G.s) [ Gols) G,(s) _ _
—> ) 6 | 20,
G,.(5) s G,.(5)

Slika 4.5: Otvoreni krug (serijski povezane prijenosne funkcije)

Izlazni signal povratne veze sa slike 4.4 mogudée je zapisati na sljedeéi nacin:
Y (s) = Go(s)E(s). (4.11)

Signal pogreske E(s) dobit éemo tako da izracunamo razliku ulaznog signala Uf(s) i
signala povratne veze Ypy(s):

E(s) = U(s) ¥ Y (s). (412)

Signal povratne veze Ypy (s) rezultat je prolaska izlaznog signala kroz ¢lan povratne veze
Gpy(s):

Ypv(s) = Gpv(s)Y(s). (4.13)
Matematickim manipulacijama, koriste¢i prethodna tri izraza, dobit ¢emo ovisnost izlaza
sustava Y'(s) o ulazu u sustav U(s):

Y(s) = Go(s)E(s) = Go(s) (U(s) F Ypv(s)) = Go(s) (U(s) F Gpv(s)Y (s))
Y (s) = Go(s)U(s) F Go(s)Gpy(s)Y (s) = Y (s) £ Go(s)Grv(s)Y (s) = Go(s)U(s)
Y(s) (1 £ Go(s)Gpy(s)) = Go(s)U(s).
(4.14)
Na temelju izraza (4.14) mozemo dobiti prijenosnu funkeiju negativne povratne veze:

Y(s) Go(s)

G) = T(s) = T+ Cola)Crv(®) Gl

1 pozitivne povratne veze:
G_Y(E) __ Gols) ;
GO =) ~ 1= B e)Crv(s) (1.16)
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U slucaju da je povratna veza jedini¢na (Gpy = 1), dobit ¢emo sljedeéi izraz za prije-
nosnu funkciju sustava s negativnom povratnom vezom (u nastavku teksta i u sljedec¢im
poglavljima pod pojmom povratna veza podrazumijeva se negativna povratna veza):

_Y(s) _ Gols)

€)= T6) = 1+ 6,06)"

(4.17)

Sustav sa slike 4.4 moze se pretvoriti u sustav s jediniénom povratnom vezom (slika 4.6).
Da bi se ostvarila ta transformacija, potrebno je blok povratne veze Gpy (s) provuéi kroz
sumator. S obzirom da smo u tom slucaju signal u(¢) pomnozili s blokom povratne veze
Gpy (s) sada ga je potrebno podijeliti s tim blokom.

u(?) ¥(0) u(r) 1 (1) ¥()
G,(s) — @o G,y (5)G,(5) >

5 = -

G, ()

Slika 4.6: Pretvorba zatvorenog sustava u sustav s jedini¢nom povratnom vezom

Povratna veza u sustavu automatskog upravljanja omogucuje pracenje izlazne veli-
¢ine sustava. Na taj nacin mozemo upravljackim algoritmima odrzavati izlaznu velicinu
u zeljenim granicama (upravljati izlaznom veli¢inom).

4.2.4 Provlacenje sumacijske tocke kroz blok

Sumacijsku tocku mozemo provuéi desno (slika 4.7) ili lijevo (slika 4.8) kroz blok.

" (b u, (1) y@)
i) 6(s) ' — G(5)

uy(1)

H‘,'(I)
—  G(s)
Slika 4.7: Provlac¢enje sumacijske tocke desno kroz blok
() e Y o W —-y{r)
2 6 (s)

G(s)

Slika 4.8: Provlacenje sumacijske tocke lijevo kroz blok
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Za sliku 4.7 (lijevo) vrijedi:
Y(s) = (Ui(s) + Ua(s)G(s). (4.18)
Izraz (4.18) mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
Y(s) = Ui(s)G(s) + Ua(s)G(s). (4.19)
Sto je prikazano na slici 4.7 (desno). Za sliku 4.8 (lijevo) vrijedi:
Y (s) = Ui(s)G(s) + Uz(s). (4.20)
Izraz (4.20) mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
Y(s) = Ui(s)G(s) + Uals) 2 = (U(s) + Uals) s ) Gls)  (4.20)
= U1ls 280(3)— 1(s 2 G(S) .
Sto je prikazano na slici 4.8 (desno).
4.2.5 Provlacenje tocke odvajanje kroz blok
Tocku odvajanja mozemo provuéi desno (slika 4.9) ili lijevo (slika 4.10) kroz blok.
(1) »@ u,(r) »(®
00— = )
s (®) 1
.‘7
G(s)
Slika 4.9: Provlacenje tocke odvajanje desno kroz blok
u, (1) (1) w(t) v(0)
—_— G(s) :> > G(s) e
J"(I) _]:({)
- G(s) |——
Slika 4.10: Provlacenje tocke odvajanje lijevo kroz blok
Za sliku 4.9 (lijevo) vrijedi:
Y(s) = Ui(s)G(s). (4.22)
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Izraz (4.18) moze se napisati kao:

1
Sto je prikazano na slici 4.9 (desno). Za sliku 4.10 (lijevo) vrijedi:
Y (s) = Ui(s)G(s). (4.24)

Ako provucemo tocku odvajanja lijevo kroz blok, dobije se dvostruki izlaz sto je prikazano
na slici 4.10 (desno).

4.2.6 Primjena algebre blokova na primjerima sustava automatskog
upravljanja

Znanja koja smo stekli iz algebre blokova pokusSajmo sada primijeniti na dva primjera
sustava automatskog upravljanja. Potrebno je naéi prijenosnu funkciju sustava sa slike
4.11.

X0 ) 6o O—— 6 o G Yy

G, (s) -+

) 4

G, (s) -

Slika 4.11: Sustav automatskog upravljanja (1)
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(t) g
2 s > G, (s) . G ,(g_'ml
a) li G4(S) .
\‘z Gi(s) -
) (@
L Gi(s) > G,(s) > G, (s) ;M
b) G (s)+ G (5) =
ul(f) ¥it)
— G :(E G.(5)Gy(5)
&
) G, () + G (5)
L2 e GG i
14+ Gy(5)Gs(5)(Gals) = Gils))
! ﬂ
ulf) . Gy (5)Gy(5) ¥(1)
Gils) REFTCY BTN TR FTCYE) |
e)
win)| (- Gy Gals) ) [P@
7) — N e memEm ) [

Slika 4.12: Sustav automatskog upravljanja (1) - blok algebra
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Postupak rjesavanja blokovske algebre sustava automatskog upravljanja sa slike 4.11
prikazan je na slici 4.12. Na slici 4.12 b) prikazan je rezultat primjene pravila za para-
lelno povezivanje blokova G4(s) i G5(s), a na slici 4.12 ¢) rezultat primjene pravila za
serijski povezane blokove G2(s) 1 G3(s). Nakon toga primijenjena su pravila za povratnu
vezu (slika 4.12 d)) te ponovno pravila za paralelni spoj blokova (slika 4.12 e)). Kod
prethodnog paralelnog povezivanja blokova mozemo zakljuciti da je jedan od blokova je-
dinic¢ni te ga nije potrebno navoditi kao blok, veé¢ samo kao signalnu liniju. Slika 4.12 f)
prikazuje kona¢nu prijenosnu funkciju pocetnog sustava, dobivenu pravilima za serijsko
povezivanje blokova sa slike 4.12 e). Prijenosna funkeija sustava sa slike 4.11 je:

s Ga(s)Gs(s) 195
G(s) = G1(s) (1+ RN (04(s)+05(s)))‘ (4.25)

Drugi primjer slozenog sustava automatskog upravljanja prikazan je na slici 4.13.
Postupak rjeSavanja blokovske algebre sustava automatskog upravljanja sa slike 4.13
prikazan je na slici 4.14. Na slici 4.14 b) prikazan je rezultat provladenja tocke odvajanja
kroz blokove Ga(s) i G3(s). Zatim je kroz sumacijsku to¢ku provucen blok Gi(s) (slika
4.14 ¢)). Na slici 4.14 d) prikazan je rezultat primjene pravila za serijsko i paralelno
povezivanje blokova, a na slici 4.14 e) prikazana je konacna prijenosna funkcija pocetnog
sustava dobivena pravilima za povratnu vezu. Prijenosna funkeija sustava sa slike 4.13
je:

G1(s)G2(s)G3(s)
G(s) = . 4.26
(5) 1+ Gi1(s)G5(s) + G2(s)G3(s)Ga(s) (4.26)
G(s) -
() - (@)
Gy(s) e G,(s) - G(s) -
G, () -

Slika 4.13: Sustav automatskog upravljanja (2)
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Gs(s)

ulz) o
Gi(s

)

- G,(s)

Y

Gi(s)

¥

G,(s)

4

Gi(s)

ulz) —

Gi(s)

b)

G,)6.6) [

Gz(s)

Y

Gy(s)

0]

G,(s)

J

G;(s)

G,(9G,(5) |

G,(s)

G, (s)

Y

G,(s)

¥(®)

Gy(s)

ult)

d)

Glfs}

U

G,(5)G,(5)G,(s)

Gi(s)

L Gs)
G, (s)Gy(s)

Gy(s)

J

u(t)

e)

G,(5)G,(s)G,(s)

| 1+ G(9)G.(5) + G, (5)G, ()G, ()

¥

¥(@)

9

Slika 4.14: Sustav automatskog upravljanja (2) - blok algebra
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Primjenom pravila algebre blokova na dva sloZzena sustava automatskog upravljanja
zavrSsavamo poglavlje koje se bavi algebrom blokova u sustavu automatskog upravljanja.
U sljede¢em poglavlju blokovima ¢emo dodijeliti karakteristiéne prijenosne funkeije koje
safinjavaju sustav automatskog upravljanja.



Poglavlje 5

Vremenski odziv osnovnih
dinamickih ¢lanova

Slozeniji tehnicki sustavi koji sadrze mjerne ¢lanove, aktuatore (pojacala snage) i razne
sustavne cjeline, u opisu sustava ¢esto se razlazu na podsustave. Svaki podsustav mo-

zemo opisati nekim dinamic¢kim ¢lanom. Dinamicke ¢lanove opisat ¢emo u nastavku.
Osnovni dinamicki ¢lanovi su:

e Proporcionalni ¢lan nultog reda (PO ¢lan)
e Proporcionalni ¢lan prvog reda (PT1 ¢lan)
e Proporcionalni ¢lan drugog reda (PT2 ¢lan)

e Proporcionalni ¢lan drugog reda s priguSenim oscilatornim ponaSanjem (PT2S
¢lan)

e Derivacijski ¢lan (D ¢lan)
e Integralni ¢lan (I ¢lan)
e Clan s transportnim kasnjenjem.

Kombinacijom osnovnih dinamickih ¢lanova mozemo opisati sve linearne sustave. U
daljnjim izlaganjima ulaz u sustav oznacavat ¢emo s u(t), a izlaz sustava s y(t).

5.1 Odziv sustava s obzirom na polozaj polova

Kod inverzne Laplaceove transformacije spomenuli smo polove i nule sustava. Polovi
sustava su nultocke nazivnika prijenosne funkcije. Kompleksna varijabla s definirana je
kao s = o 4+ jw. Polozaj polova moze se nacrtati u s - ravnini gdje se na os apscisu
crta realni dio kompleksne varijable s (o), a na osi ordinata imaginarni dio kompleksne
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varijable s (w). S - ravnina prikazana je na slici 5.1. Polove ¢emo oznacavati s krizicem
x. Ako su svi polovi sustava u lijevoj poluravnini s-ravnine (sivo oznaceno na slici 5.1),
odziv sustava biti ¢e stabilan. Ako je samo jedan pol u desnom dijelu s-ravnine, odziv
sustava Ce se raspirivati (teziti u beskona¢no) (slika 5.2 dolje). Ako poloviimaju i realnu i
imaginarnu komponentu, tada ¢e sustav imati priguSeni oscilatorni odziv (slika 5.4 gore),
odnosno raspirujuéi oscilatorni odziv (slika 5.4 dolje). Nadalje, ako se polovi nalaze na
jw osi sustav ¢e imati ¢isti oscilatorni odziv bez priguSenja (slika 5.3). Kompleksni
polovi uvijek se pojavljuju u konjugirano kompleksnim parovima. Ako polovi imaju
samo realnu komponentu, odziv sustava naziva se aperiodski (slika 5.2).

| 370) § - ravnina

Slika 5.1: Polovi u s - ravnini

Dva pola u lijevoj poluravnini
(realni polovi)
jew  S-ravnina A

Aperiodski odziv
(neraspirujuci)

-~y

Jedan pol u lijevoj, jedan u desnoj poluravnini
(realni polovi)
@ s -ravnina L

Aperiodski odziv
| (1) (raspirujuci)

Slika 5.2: Aperiodski odziv sustava
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Polovi na imaginarnoj osi

Oscilatorni odziv
b o s - ravnina A0
. Pt
F ;,f F\‘.. ¥ i
\ !
;oA .
U f / \
/ / \
/ / \ f
A / \\ \ Ll..f
1

Slika

5.3: Oscilatorni odziv sustava

Polovi u lijevoj poluravnini

(konjugirano kompleksni polovi) Priguseni oscilatorni odziv

jw  s-ravnina 40

el

Polovi u desnoj poluravnini

Raspirujuti oscilatorni odziv
(konjugirano kompleksni polovi) ) all
jeo  S-ravnina )
n'nl
A
» Ll
—
& ‘.’l .
|
3

Slika 5.4: Prigugeni i raspirujuéi oscilatorni odziv sustava

5.2 Proporcionalni ¢lan nultog reda (PO ¢lan)

Proporcionalni ¢lan nultog reda (u daljnjem tekstu samo P0 ¢lan) je ¢lan koji ne posje-

duje dinamiku. Ulazna veli¢ina se trenutno preslikava na izlaz s odredenim pojacanjem.
Diferencijalna jednadzba PO ¢lana je:

y(t) = Ku(t). (5.1)
Primjenom Laplaceove transformacije na izraz (5.1), dobit ¢emo prijenosnu funkciju P0
¢lana:

Yis) = BUld = Gla)= % =K. (5.2)
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Otpornik Reduktor Enkoder
R
| S
u(t)
u(?) = Ri(7) ez, =0,0)z n(t) =K 0,(f)
_U@s) _Qs)_z _NG) _
GX{S)—'E—R GQ(S)— Ql(S)_ z GE(S) _QM(S) K,

Istosmjerni (DC) motor

() =l (1)

M () .
- =k G =) _ 5
a.0 a7

Slika 5.5: Prakti¢ni primjeri PO ¢lanova

25 y
| RN WU SOOI SO SN 1 SN W : - H
moment motara m
——=sirya :arr'naturelz|
15

E, - i : e b
= : H : i 5 : :

E

3

sk

wrijere, [s]
Slika 5.6: Prijelazna funkcija PO ¢lana s poja¢anjem ky,, = 2.12

Ako se zanemare nelinearnosti, u praksi se moze naci veliki broj PO ¢lanova. Na
slici 5.5 prikazani su samo neki od P0 ¢élanova kao Sto su otpornik, reduktor, enkoder i
dva podsustava istosmjernog motora. Za svaki ¢lan napisana je njegova diferencijalna
jednadzba i prijenosna funkcija. Napon na otporniku proporcionalan je struji koja tece
kroz njega. Kod reduktora ée brzina zupé¢anika ovisiti o prijenosnom omjeru odnosno
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o odnosu broja zubi pogonskog zupc¢anika z; i broja zubi gonjenog zupcanika z9. Kod
enkodera je broj impulsa generiranih fototranzistorom proporcionalna s brzinom vrtnje
osovine na koju je spojen enkoder. Kod istosmjernog motora protuelektromotorna sila
e(t) proporcionalna je brzini vrtnje osovine motora wy,(t), a moment motora my,(t)
proporcionalan je struji armature motora g4(t).

Na slici 5.6 prikazana je prijelazna funkcija momenta motora my,(t). Prijelazna
funkecija 5.6 moze se primijeniti na svaki P( ¢lan.

5.3 Proporcionalni ¢lan prvog reda (PT1 ¢lan)
Proporcionalni ¢lan prvog reda (u daljnjem tekstu samo PT1 ¢lan) ima vremensko uspo-

renje prvog reda Sto znaci da posjeduje samo jednu vremensku konstantu 7T'. Koeficijent
pojacanja sustava je K. PT1 ¢lan je aperiodski ¢lan’.

RC filtar Rotacijski sustav Tahogenerator

i(r) R

”n! (r) T C

RCul_ () +u (1) =u, (1) Totin () +u (1) = Kyo(1)

. (s) 1 Q(s) D, 1 J U.(s) K .
G(s) =12\ _ K=1T=RC Gls)- o e Y o Gs)=—I_ fa pop ToT
=0, " RCs+1 ue L, 0o V0 T :
D,
Istosmjerni (DC) motor
L, R a0
SN
+
1, (t)
ES
u,(f) = Li,(t) + Ri (t) +e(?) G{s):ﬁzﬁ‘zlx:%ﬂ,h%
Ri
Slika 5.7: Prakti¢ni primjeri PT1 ¢lanova
Diferencijalna jednadzba PT1 ¢lana je:
Ty (t) + y(t) = Kul(t). (5.3)

'U prijelaznoj funkciji nema oscilatornog ponadanja
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Primjenom Laplaceove transformacije na izraz (5.3) dobit ¢emo prijenosnu funkeiju PT1
¢lana:
¥Y(5) K

Cl) =Te) = To+1" (

5.4)

Mnogi dinamicki sustavi opisani su PT1 ¢lanovima, a najéeSée su to mjerni senzori.
Nekoliko primjera PT1 é¢élana prikazano je na slici 5.7. RC filtar i rotacijski sustav
opisali smo u poglavlju 3. Cesto je u sustavima potrebno odrzavati referentnu brzinu
vrtnje nekog mehanizma. Mjerenje brzine mogucée je pomocu tahogeneratora. Njegova
prijenosna funkcija takoder je PT1 ¢lan. Armaturni krug istosmjernog motora takoder
ima prijenosnu funkeiju PT1 ¢lana. Izlazna veli¢ina ove prijenosne funkeije je armaturna
struja koja pomnozena konstantom (P0 ¢lan) generira moment motora. Za opceniti
PT1 odredit éemo tezinsku i prijelaznu funkeiju te odziv na jediniénu rampu. Tezinsku
funkciju oznacavat ¢emo s g(t), prijelaznu funkciju s h(t), a odziv sustava na jedini¢nu
rampu s r(t). Svi odzivi prikazani su na slici 5.8.

A g(r) Ao
K
T \
\ ,.-". '
\
\ N «
— E ';.'
T

Slika 5.8: Tezinska funkeija, prijelazna funkeija i odziv na rampu PT1 ¢lana

Vremenska konstanta 7' moze se odrediti iz grafova sa slike 5.8. Iz tezinske funkeije
vremenska konstanta 7' odreduje se tako da se povude tangenta na tezinsku funkeiju
iz tocke g(0). Vrijeme u kojem tangenta sije¢e vremensku os predstavlja vremensku
konstantu 7'. 1z prijelazne funkecije moze se odrediti vremenska konstanta 7" na nadin da
se povuce tangenta u tocki h(0) na prijelaznu funkciju. Vrijeme u kojem tangenta sijece
stacionarnu vrijednost y(T') = K predstavlja vremensku konstantu 7. Tezinska funkcija
PT1 ¢lana g(t) prikazana je relacijom (5.5) (slika 5.8):

__kK _ 7
T Ts+1  s4.4

! ®

K _:
Q(t)=?€ P

G(s)

|
o
o
—

Prijelazna funkcija PT1 ¢lana h(t) prikazana je relacijom (5.6), (slika 5.8):
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] A T R’ K
B S meate ™ 5 ol

l (5.6)
h(t) = K (1 o e—%) .

Odziv na jedini¢nu rampu PT1 ¢lana r(¢) prikazan je relacijom (5.7) (slika 5.8):

@
2k
e |

1 K @ K f 1
R(S)—G(S)s—?—Ts+1s—z—s—2‘”(§‘s+%)

' (5.7)

r(t) = Kt — KT (1 o e—%) ;

Za provjeru ispravnosti prethodnih izraza moguce je napraviti provjeru. Naime,
tezinska funkcija PT1 ¢lana derivacija je prijelazne funkcije PT1 ¢€lana, a prijelazna
funkcija PT1 ¢lana derivacija je odziva PT1 ¢lana na jediniénu rampu, odnosno:

K

G8) = Tp 11"

1
H(s) = G(S)E = G(s) =sH(s) e—o g(t)=Hr(t). (5.8)
Relacija (5.8) dobivena je prema pravilu o derivaciji originala koje odgovara mnozenju
slike sa s. Ovo pravilo moze se primijeniti na bilo koji sustav. PokuSajte sami pokazati
da je prijelazna funkcija sustava derivacija odziva sustava na jedini¢nu rampu.

5.4 Proporcionalni ¢lan drugog reda (PT2 ¢lan)

Proporcionalni ¢lan drugog reda (u daljnjem tekstu samo PT2 ¢lan) ima vremensko
usporenje drugog reda Sto znaci da posjeduje dvije vremenske konstante T 1 Th. Koefi-
cijent pojacanja sustava je K. PT2 ¢lan je aperiodski ¢lan?. Diferencijalna jednadzba
PT?2 ¢lana je:

TTy/(t) + (T3 + To)y (8) + y(t) = Kut). (5.9)

Primjenom Laplaceove transformacije na izraz (5.9) dobit ¢emo prijenosnu funkciju PT2
¢lana:
¥(3) K K

Ce)=T6) - T+ M+ T)s+1 - Ts + )T +1)°

(5.10)

Iz izraza (5.10) vidimo da je PT2 ¢lan niSta drugo, nego umnozak dvaju PT1 ¢lanova.
Ovom analogijom mozemo zakljuciti da ¢e PTn ¢lanovi (proporcionalni ¢lanovi n-tog
reda) biti umnosci n PT1 ¢lanova. PTn ¢lanovi izlaze izvan opsega osnovnih dinamic-
kih ¢lanova pa ih ovdje ne¢emo opisivati. Na slici 5.9 prikazana su dva primjera PT2

U prijelaznoj funkeiji nema oscilatornog pona%anja
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¢lana. Prvi je primjer RC filtar drugog reda s naponski ovisnim izvorom. Drugi primjer
prikazuje strujni izvor strujno ovisan o struji induktiviteta #;(¢) RL kruga.

Filtar 2. reda (RC) RL krug + s!ru.ijru::_ ovisan izvor s
ojatanjem
% & % pojacanjem p
1  —
qm )
1, (f) T G c; T u () u, (1) T I i)#'m it GD R, L j‘ ¢im
b |
T T r f
BBz B Rywien
RCR,Cul (1) +(RC + RO O+, () =u,(t) :L—’e @+ (-4 T 0 = %a.-{:)
_Uils) 1 1 1 g
G{SJ_(-'[..._Ls}_R,C]R:C:s: +HRC+RC)s+1 RCs+IRC.5+1 Gsy= ) R, R B gy B R, R
co1T = - Up() BB (K By ("R R CTRTTLTTL
K=1T,=RC.T,=R.C, LIL,'? [L. L?)s 1 LHIL_HI
Slika 5.9: Prakti¢ni primjeri PT2 ¢lanova
% 1)
A 20) == A% Ar®
W S T i
| | G
R
\ |1/
1 | frr.'
|
| o
\ | i
| >
\ W (Tocka infieksije)
g el 4 - P o
L ”r Ll ; -
" o- t 5 t
T =KL +T,)

Slika 5.10: Tezinska funkcija, prijelazna funkcija i odziv na rampu PT2 ¢lana
Tezinska funkcija PT2 ¢lana g(t) prikazana je relacijom (5.11), (slika 5.10):
K K 1 1

Tis+)(Ts+1) Ti—Tp \s+r s+
! (5.11)

g(t) = ﬁ (e_T% — e_TLz) :

G(s) =

Prijelazna funkcija PT2 ¢lana h(t) prikazana je relacijom (5.12), (slika 5.10):
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KT KT
H(s) = G(s) K1 E [=nl =k
(T15+1)(T25+1)s s 3+% .5+TL2
] (5.12)
h(t) = K L (ne — Ty
(t)— (I_Tl—Tg(le 1 —Jse 2))
Odziv na jedini¢nu rampu PT?2 ¢lana r(¢) prikazan je relacijom (5.13) (slika 5.10):
KTy? KTy,?
R(s) = G’(.s)i K 1 K K(Tl +35) J T1—1T2 B Tl—%‘"z
52 (T18+1) TQS—I-I).S 52 5 S+TL1 S+TL2

!

1 T it
_ _ s T3
r(t) = K (t O+ T b (T1 e T — Ty2e )) :

(IJ 11‘;)
Ako je Ty = T3 = T tezinska funkcija, prijelazna funkcija i odziv sustava na jediniénu
rampu bitno se mijenjaju. Tezinska funkcija PT2 ¢lana g(t) uz Ty = T3 = T prikazana
je relacijom (5.14):

K K
G(S) o (TS+].)2 - T2(8+%)2
' (5.14)
K
olt) = tet

Prijelazna funkcija PT2 ¢lana g(t) uz T1 = T = T prikazana je relacijom (5.15):

1 K 1 K K K
e T T Y
(TS—l"].) T(S+T) 3+T

! (5.15)
b, ¢+
h(t)=K(1—?te T —e T).

Odziv na jedini¢nu rampu PT2 ¢lana r(¢) uz Ty = T = T prikazan je relacijom (5.16):

1 K 1 K 2KT K OKT
R(s)=G) 3= g~ 3" - g 1
s (Ts+1)°s 8 s (s+ %) s+

? (5.16)

r(t) = K (t T 4te T + 2Te—%) .
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5.5 Proporcionalni ¢lan drugog reda s prigu$enim oscilator-
nim ponaSanjem (PT2S ¢lan)

Proporcionalni ¢lan drugog reda s priguSenim oscilatornim ponaSanjem (u daljenjem tek-
stu PT2S ¢élan) nema aperiodski odziv, ve¢ odziv s prigusenim oscilatornim ponaSanjem.
Diferencijalna jednadzba PT2S ¢lana je:
Y (8) + 2Cwny’ (t) + wn’y(t) = Kwn?u(t) (5.17)

gdje je:

e ( faktor priguSenja

e w, prirodna frekvencija sustava®, [rad/s|

e K koeficijent pojadanja sustava.
Primjenom Laplaceove transformacije na izraz (5.17) dobit ¢emo prijenosnu funkciju
PT2S ¢lana:

B Y(s) B Kuw,?

G(s) = U(s) 82+ 2(wps + wp?’

(5.18)

Polovi sustava su nultocke nazivnika. Polozaj polova u s-ravnini definira odziv sustava.
PokuSajmo sada na temelju nazivnika prijenosne funkcije (5.18) izracunat polove PT2S
¢lana:
—26wy, + /4C2w,2 — 4w, ?

2 (5.19)

s? + 2¢wps + "-‘-’n2 =0= 812 =
gl g~ _Cwn :I:.;"wn V § s C2 = _Cwn- :I:de

gdje je wqg frekvencija prigusenih oscilacija. Iz relacije (5.19) mozemo vidjeti da ¢e sustav
imati prigusene oscilacije za 0 < ¢ < 1. Za ¢ = 0, sustav ima neprigusene oscilacije.
Ako je ¢ = 1, prijenosna funkcija (5.18) PT2S ¢lana prelazi u PT2 ¢lan s vremenskim
konstantama:

G(s) = Y(s) i Kuw,? B K
TG T Tt Rwns a2 (Trs+ 1) (Tas + 1)
2+ Awps+wp=0= 812 = —Cuwp twpV/¢2—1
1 1 5
(Tis+ )(Tps+ D =0Ty =—— = —= (6:20)
1 2

1

1
_wn(cﬂ/c:?—l)’ﬂ_wn(c—\/cz—l)'

U nekoj literaturi pojam poznat kao frekvencija neprigudenih oscilacija

T
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RLC krug Rotacijski krug
i(t) R i Jin
um(?)T C _l_ T u, (1)
LCu”(t) + RCu! (t) +u,_(t) =1u,,(t) Jia(t) + D (1) + ¢y (1) = ¢y, (7)
_Uz(s) _ 1 e R 1 96 Cp Fripo. B _en
o U, (5) LC‘52+RC3+1:K L 0% Bl JIc @ O(s) Js'+Ds+ey’ - 2\,{},7;.]’&)” 7,
Slika 5.11: Prakti¢ni primjeri PT2S ¢lanova
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Slika 5.12: Tezinska funkcija, prijelazna funkcija i odziv na rampu PT2S ¢lana

Na slici 5.11 prikazana su dva ve¢ poznata primjera PT2S ¢lana. Oba sustava, i RLC
krug i rotacijski sustav, ovisno o koeficijentima prijenosne funkcije, mogu biti i PT2 i
PT2S ¢lan. Ako je faktor priguSenja unutar vrijednosti 0 < ¢ < 1 (faktor prigusenja ovisi
o koeficijentima sustava sa slike 5.11), tada ée sustavi sa slike 5.11 biti PT2S ¢lanovi.

Tezinska funkcija PT2S ¢lana g(¢) prikazana je relacijom (5.21) (slika 5.12):

Glo) = Ken® __ Kun? N C
82+ 20wns +wn?  (s+Cwn)’ +wn2(1—C2) (5 + Cwn)® +wg?
- (5.21)
2
g(t) : Kwie_c“"“t sinwgt,wg = wpv 1 — e

Wd

Prijelazna funkcija PT2S ¢lana h(t) prikazana je relacijom (5.22) (slika 5.12):
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A=t X L Ha 1
o s 24+ 2wps+wn?2s (S+Cwn)2+wd25
piy K KlorGn) Kt
S (s+Clwp)’twe? (54 Cwp)® +wg? (5.22)

h(t) =K (1 _ g Cwnt (COEMdt+ Cﬁsinwdt)) LWy = wpy/1 — (2.
Wq

Odziv na jedini¢nu rampu PT2S ¢lana r(t) prikazan je relacijom (5.23) (slika 5.12):

1 Kuw,? 1| Kuwp? i
R(s) =G(s) 3 = 3 = o
S 8% 4+ 20 wns + wp* s (8 4+ Cwn)* +wg? s

K2¢ 20%—1
K2 K2 —=—— | w
R(S) = E s I'-!Jnc + L\Jnc (S + Cwﬂ') _+_ v (2C\‘ l_cz) .
2 s (s+Cwp)’ w2 (54 Cwn)? +wa?

!

r(t) =K |t— % + Q—Ce_c""“t cos wyt — 2@7_1 sin wgt wq = wny1— (2
Wn Wy 2¢/1-¢2 ’ % '
(5.23)

Za PT2S definiraju se pokazatelji kvalitete koji su prikazani na slici 5.13. Navedimo
sada pokazatelje kvalitete PT2S ¢lana:

e 0, nadviSenje prijelazne funkcije

e t,, vrijeme prvog maksimuma, [s|

L tr \-'I‘ijeme p(]rast&7 [H]

e t. vrijeme ustaljivanja, [s].
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h,|F—— —
T 26 =0.02h(0
K E==z=f==3====3 '_-_3_:_::'—;'::":::::_:_:;'___"fr:__—_;:w =
0.9h(w0)|- — | |
| | |
I I |
| [ |
| l |
h{ee)
| | |
| [ |
| |
| l |
0.17(o0) | [ |
i . | Y >
Oppey Mo
TR ,5 r

3

Slika 5.13: Pokazatelji kvalitete

Maksimum prijelazne funkcije je h,,, a ustaljena vrijednost prijelazne funkcije (sta-
cionarna vrijednost) h(oco). NadviSenje prijelazne funkcije definira se kao:

hm — h(oc0)

i e =)

100%. (5.24)

Maksimum prijelazne funkcije dobije se izjednac¢avanjem prve derivacije prijelazne funk-
cije s nulom. S obzirom da je prva derivacija prijelazne funkecije tezinska funkcija, dobit
¢emo:

2
W(t)=0=g(t) = K“”wie—cwntsmwn 1-Ct=0=
d

km
nV 1 — =1k tmk = *
wnV'1— %t = km = tm(k) winm

Prijelazna funkeija PT2S ¢lana je priguseno oscilatorna. Izjednacavanjem prve derivacije
prijelazne funkeije s nulom dobit ¢emo vrijeme svih ekstrema (£,(k)) prijelazne funkcije.
S obzirom da nas zanima samo prvi maksimum (globalni maksimum), vrijeme prvog
maksimuma bit ¢e za k = 1. Sada se moZe izracunati i maksimum funkcije, a potom
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nadvisenje:

™
itm:

k=1 Wny/ 1 _Cz

_ KL
B = h(ty) = Ke “ntm = K (1 +e dl—cﬁ)

(%3

K(1+e_\/1—¢7)—K %
100% = e vV-2100%.

om [%] = "’"};(7;({”)100% = -

Vrijeme porasta t. je vrijeme koje je potrebno da prijelazna funkcija od 10% svoje
konacne vrijednosti dode do 90% svoje konacne vrijednosti (konac¢na vrijednost je h(oo)).
Vrijeme ustaljivanja t. je vrijeme kod kojeg prijelazna funkcija ude u 1% odstupanja
od konac¢ne vrijednosti prijelazne funkcije h(oo). Ova dva vremena Cesto se odreduju
graficki. Postoje i priblizne relacije za vrijeme porasta i vrijeme ustaljivanja [10]:

s 4.
L . (5.27)

i, & .
3 Wn Cwn

U sluc¢aju kada je ¢ = 0, sustav nema priguSenja, odziv je ¢isti oscilatoran (odziv s
nepriguSenim oscilacijama).

p rit)

e s
b= e

o J

Slika 5.14: Tezinska funkcija, prijelazna funkeija i odziv na rampu PT2S ¢lana s nepri-
guSenim oscilacijama

Tezinska funkcija PT2S ¢lana bez prigusenja g(t) za ¢ = 0 prikazana je relacijom
(5.28):

Kwy?
Gle) = 52 + wn?

: (5.28)
g(t) = Kwy sinwyt.

Prijelazna funkeija PT2S ¢lana bez priguSenja h(t) za ¢ = 0 prikazana je relacijom (5.29):
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1 Kw?2 1 K Ks
He) =G = a0t = 5 P ru?

' (5.29)
h(t) = K(1 — coswnt).

Odziv na jedini¢nu rampu PT2S ¢lana bez priguSenja r(t) za ¢ = 0 prikazan je relacijom
(5.30):

K
1 Kw? 1 K orWn
R — G ey T TE T el W TR g
(s) (s) 2 Brwls B o ta

! (5.30)

r(t) = K(t— 2 sin wyt).
w.

b

Na slici 5.14 prikazan je period neprigusenih oscilacija T5,.

5.6 Derivacijski ¢lan (D ¢lan)

Clanovi kod kojih je izlazna veli¢ina proporcionalna ulaznoj veli¢ini nazivamo deriva-
cijskim ¢lanovima (u daljnjem tekstu D ¢lanovi). Diferencijalna jednadzba D ¢lana je:

y(t) = Kdd";(t ) _ Kl (8). (5.31)
Primjenom Laplaceove transformacije na izraz (5.31) dobit é¢emo prijenosnu funkeiju D
¢lana:
G(s) = ggg = Kys. (5.32)
RLC krug Rotacijski krug
R ity L Jish

. o,

r i(t i
”mr(r)T u; _f) Ié.)_rTuﬁ(r)

u,(H=Li'G),K,=L i()=Cu (1),K,=C ,
U {S) - I(S‘) - Q (S)
Gey==2¥_1s GE=Ll-c i _ _Q(s) _
(s) 1) s () U.0) s o ()=p/().K, =1 G(s) 2.0) 5

Slika 5.15: Prakti¢ni primjeri D ¢lanova
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Na slici 5.15 prikazani su poznati primjeri D ¢lanova. Poznato je da je struja kroz
kondenzator proporcionalna derivaciji napona na kondenzatoru te da je napon na za-
vojnici proporcionalan derivaciji struje kroz zavojnicu. U mehanici, brzina je derivacija
puta, odnosno u slucaju rotacijskog sustava, kutna brzina je derivacija kutnog pomaka.

Ak(r} *!‘(f}

B
f I’

Slika 5.16: Prijelazna funkcija i odziv na rampu D ¢lana

Prijelazna funkcija D ¢lana h(t) prikazana je relacijom (5.33), (slika 5.16):

1
H(s) =G(s)U(s) = Kd_sg =Ky
' (5.33)
h(t) = Kad(t).
Odziv na jedini¢nu rampu D ¢lana r(t) prikazana je relacijom (5.35) (slika 5.16):

R(s) = G(s)U(s) = Kas 5 = =4

? (5.34)
r(t) = Kqu(t).

5.6.1 Realni derivacijski ¢lan (DT1 ¢lan)

Ako je red brojnika prijenosne funkcije sustava G(s) veéi od reda nazivnika, tada je
sustav nekauzalan. Svisu tehnicki sustavi kauzalni. Ako Zelimo da D ¢lan bude kauzalan,
potrebno mu je dodati parazitnu vremensku konstantu (mala vremenska konstanta). To
je ekvivalentno kaskadi (umnosku) prijenosne funkcije D ¢lana i PT1 ¢lana s jedini¢nim
pojacanjem. Na taj nacin dobili smo realni derivacijski ¢lan (u daljnjem tekstu DT1
¢lan) Prijenosna funkcija DT1 ¢lana je stoga:

Y (s) K. . &
G(s) = 06) = Tdsiﬁ' (5.3¢

g
et
53]
—
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Inverznom Laplaceovom transformacijom moguce je dobiti diferencijalnu jednadzbu DT1
¢lana:

Tay'(t) + y(t) = Kau/(2). (5.36)
CR filtar Realni derivator u lzvedbi R
operacijskih pojatiala 2

Cl
| —A | L_.B
| | | I—

I -
u,(6) ——
1, (1) T = [ 1, (1) f o % u;,(t)

RCot (1) + (1) = Ry (1) RO, (1) +14, (1) =—R.Ctl ()
6)=Uzl) . RCSs o _pe 1 _ge G- Uz® _ RCS o poo 7 _ge
U,(s) RCs+1 : Up(s) RCs+1 272 1

Slika 5.17: Prakti¢ni primjeri realnih derivatora (DT1 ¢lanovi)

Na slici 5.17 prikazani su prakti¢ni primjeri DT1 ¢lana. Prvi je primjer CR filtar.
S obzirom da napon na kondenzatoru eksponencijalno raste, napon na otporniku eks-
ponencijalno pada $to se poklapa sa prijelaznom funkcijom h(t) na slici 5.18. Drugi je
primjer realizacija realnog derivatora s operacijskim poja¢alom. Kod CR filtra nije mo-
gude nezavisno mijenjati pojacanje Ky. Kod izvedbe realnog derivatora s operacijskim
pojacalom to je izvedivo.

A 2(D) —w Kﬂm' n?:' f ] //
4 e i
[ o ; ’
e
~
~
~
#
~
-

k -

| - K -

T t t

Slika 5.18: Tezinska funkcija, prijelazna funkeija i odziv na rampu DT1 élana

Tezinska funkcija DT1 ¢lana prikazana je relacijom 5.37 (slika 5.18):

ds d T2
Gs)=0F7——=—— dl
Tus+1 Ta .5’4-—3.1i
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Prijelazna funkcija DT1 ¢lana prikazana je relacijom 5.38 (slika 5.18):

1 Kgs 1 Ky
H — — = — =
(s) G(S)s Tygs+1s Tys+1
] (5.38)
Ky
h(t) = —e ¢
® =7

Odziv DT1 ¢lana na jedini¢nu rampu prikazan je relacijom 5.39, (slika 5.18):

Kgs 1 Ky 1_&_ KqTy

1
R(S)_G(SJS_Q_Tds—}—ls_?_Tds—kl;_ s Tus+1
I) (5.39)

r(t) = K4(1 — e_TLd).

5.7 Integralni ¢lan

Clanovi kod kojih je izlazna veli¢ina proporcionalna integralu ulazne veli¢ine nazivaju
se integralnim ¢lanovima (u daljnjem tekstu I ¢lanovi). Diferencijalna jednadzba I ¢lana
je:

gl =R, / utyit (5.40)
0

Primjenom Laplaceove transformacije na izraz (5.41) dobit ¢emo prijenosnu funkciju I
¢lana:
Y(s) Ki

G(s) = T

(5.41)

Na slici 5.19 prikazani su praktiéni primjeri [ ¢lanova. Struja zavojnice proporci-
onalna je integralu napona na zavojnici. Napon na kondenzatoru proporcionalan je
integralu struje kroz kondenzator. U mehanici, put je integral brzine, a u slu¢aju rota-
cijskog sustava, kutni pomak integral je brzine vrtnje. Kod istosmjernog motora brzina
vrtnje proporcionalna je integralu dinamickog momenta®. Volumen tekuéine u sprem-
niku integral je razlike svih ulaznih volumnih protoka i svih izlaznih volumnih protoka.

¥ Bna SEAE . : .
Dinami¢ki moment razlika je momenta motora m,,(t) i momenta tereta my,(t)
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RLC krug Rotacijski krug

Ji R

R i(t) L @0

uL (r) I‘(I)

uad ({) T C —|— T u" (t) my

Ty 1 =L [0k, ==
f(f)_z'l.ﬂﬂ_{_(r)‘K!_E Ifc(f)—c'.[nf(r)-.K;_ C ) (S) 1
160 1 o U@ L qO)=[e0dK =1 G6)=gia=

G(S): - =
U(s) Ls I(s) Cs _ .
Spremnik tekucine

Istosmjerni (DC) motor —

L, R i

o " )
A wm(r)’mm(l)

+ + 7 3

o 1 [ 3 T-l m: ("‘)aJu IE} —= dids
@, (== (m, @) —m©)dt, K, =— ,
Ji = Ji vy =[(&0+0,10-0,0))dt.K, =1
Cim B0 2 o
M (=M, (s) Js G- Vis) _1
Q[(S)‘FQi(S)—Qj(S) &)
Slika 5.19: Praktiéni primjeri I ¢lanova
A 2() A0 A7®
Ki
1
T
K 1 e
|
|
B | -
= - -
t T t

Slika 5.20: Tezinska funkcija, prijelazna funkcija i odziv na rampu I ¢lana

Tezinska funkcija I ¢lana prikazana je relacijom 5.42 (slika 5.20):

G(s) = %

!

g(t) = K;u(t).

(5.42)
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Prijelazna funkcija I ¢lana prikazana je relacijom 5.43 (slika 5.20):

I (5.43)
h(t) = K;t.

Odziv I ¢lana na jediniénu rampu prikazan je relacijom 5.44 (slika 5.20):

1 K1 K,
R(s)=C(s)5 = —5=—

s 82 g3

? (5.44)
r(t) = Kit’.

5.8 Clan s transportnim kasnjenjem

Do sada su se svi dinamicki ¢lanovi mogli opisati diferencijalnim jednadzbama. Cesto se
u industrijskim postrojenjima pojavljuju tzv. ¢lanovi s transportnim kagnjenjem® koji se
ne mogu opisati diferencijalnom jednadzbom. Owvaj ¢lan naziva se ¢lan s transportnim
kasnjenjem iz razloga jer se najéeScée pojavljuje kod transportnih sustava. KaSnjenje
sustava opisuje se sljedecom jednadzbom:

y(t) =u(t—71) (5.45)

gdje je 7 transportno kasnjenje ili mrtvo vrijeme. Primjenom teorema o pomaku ori-
ginala na izraz (5.45), dobit ¢emo prijenosnu funkciju ¢lana s transportnim kasnjenjem:

Y(s)
U(s)

G(s) = —e T8 (5.46)

Na slici 5.21 prikazan je transportni sustav krutog materijala. Zbog opterecenja,
sustav je raspodijeljen na dvije pokretne trake. Prva traka, duljine Ly, giba se konstant-
nom linearnom brzinom wy. Druga traka, duljine La. giba se konstantnom linearnom
brzinom wg. Zbog duljina pojedinih traka, kruti materijal kasni do prve trake za vrijeme
od 7, = Ly/v;. Vrijeme koje je potrebno da kruti materijal dode od kraja prve do kraja
druge trake je 79 = La/v2. Ukupno kasnjenje krutog materijala od ulaza @i do izlaza
(3 zbroj je pojedinih kagnjenja 71 + 79.

'U nekoj literaturi se naziva ¢élan s mrtvim vremenom
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L 1L
rl e f‘_ = —
Y

v,
Q:(f):QH(I_ )
OQ=0,(t-1)=0,(t (7, +1,))
20w 6= B0) s

Oy(s) T 0,(9)
Gy (5) = Gy(5)Gyy (s) =€ (7P

Gy (s)

0, (1)

0s(7)

< L > L

Slika 5.21: Prakti¢ni primjer ¢lana s transportnim kasnjenjem

A=) A 1o Arin

A(1)

-y

> L
t t

hn

Slika 5.22: Tezinska funkcija, prijelazna funkeija i odziv na rampu ¢lana s transportnim
kasnjenjem

Tezinska funkcija ¢lana s transportnim kasnjenjem prikazana je relacijom 5.47 (slika
5.22):
G(s)=¢e "
I (5.47)
g(t) =d(t—r).

Prijelazna funkcija ¢lana s transportnim kaSnjenjem prikazana je relacijom 5.48 (slika
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5.22):
H(s)= G(s)% = e_m%
: (5.48)
h(t) = p(t — 7).

Odziv ¢lana s transportnim kaSnjenjem na jedini¢nu rampu prikazan je relacijom 5.49,
(slika 5.22):

R(s) = G(s)si2 =& —
I (5.49)

r)=@F—-7)plt—"1).



Poglavlje 6

Frekvencijski odziv osnovnih
dinamickih c¢lanova

Ako na ulaz linearnih vremenski nepromjenjivih sustava dovedemo nepriguSenu oscila-
tornu (harmoni¢ku) komponentu! tada ¢e nakon prijelaznih pojava sustav poprimiti isto
nepriguseno oscilatorno ponaganje s frekvencijom ulaznog signala. ali s pomakom u fazi.
Na ulaz sustava dovedimo pobudu oblika:

u(t) = Asinwt. (6.1)
Primjenom Laplaceove transformacije na pobudu (6.1) dobijemo:

U (s) Aw

s2 +w?
Neka je linearni sustav opisan prijenosnom funkcijom G(s) i neka za sve polove vrijedi
Re{p;} < 0 [1]. Odziv sustava moze se dobiti kao:

(6.2)

Aw
§2 4+ w?

Y(s) =G(s)U(s) = G(s) (6.3)

Ako Zelimo napraviti inverznu Laplaceovu transformaciju izraza (6.3) potrebno je na
Y (s) primijeniti Heavisideov razvoj? :

K K K K K
1 2 e n + sl EN 82

Y(s)= + + ... - " 6.4
(s) S§—p1 S—P2 §—Pp S—Jw S+Jw 64
Pokusajmo sada pronadi koeficijente K i Ko koristeci formulu :
A
Kg = lim (s—jw)Y(s) = lim (s — jw) G(S) il
s—jw s—hjw (s —jw) (s + jw) (6.5)
G(s)Aw h

Ko= i iw)Y(s)= L j :
52 S—:-—mjw (S +Jw) (S) 8—:—mjw (S+.?w) (S _‘?W) (S"i“'_?w)

'Sinusna ili kosinusna pobuda s frekvencijom w

a : A e : : ; ; 5 i

“Pogledati potpoglavlje Matematiéki modeli kontinuiranih sustava - Opis sustave prijenosnom funk-
ctjom u Laplaceowvoj domeni
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Sredivanjem izraza (6.5) dobije se:

_ Gjw)Aw _ G(jw)A

sl

C Gwtiw) 2 -
i G(—jw)Aw _ G(—jw)A_ (6:5)
T (—jw — jw) —2j

S obzirom da se svaki kompleksni broj moze zapisati kao umnozak njegovog modula i
argumenta:

G(jw) = Re{G(jw)} + jIm {G(jw)} = |G(jw)| e arg(G(jw))
_ . S 2 - jmg(lm{c(:{w)}) (6.7)
G(jo) = G ()| 7866 = \[Re{G(jiw) + Im{ G jiw) e **(Rei6E53)

slijedi:
B |G(jw)|ejarg(6(jw)) A
= %

|G(—jw)| ed arg(G(—jw)) A
2 = - .

—2j

Brojevi G(jw) i G(—jw) su konjugirano kompleksni brojevi za koje vrijedi da je |G(—jw)| =
|G(jw)| i arg(G(—jw)) = —arg(G(jw)) |11]. Sada se izraz (6.8) moze napisati na sljedeci
nacin:

Ksl

(6.8)

K

|G (jw)| eF 2r&(Glw)) 4

K
sl 2‘? (6 g)
|G (jw)| e ar8(G(iw)) 4 B
Keo = 2 .
Primjenom inverzne Laplaceove transformacije na izraz (6.3) dobije se:
y(t) = K1e”! + Koe”' + ... 4+ KpeP! + K&/ + K e 7" (6.10)
hmuogm:g rjeSenje pal‘Likllla;IrlO rjedenje

Ako za polove vrijedi da je Re {p;} < 0, tada homogeni dio rjeSenja iS¢ezava s vremenom,
a ostaje samo partikularno rjesenje od y(t). Nakon $to homogeno rjeSenje iS¢ezne ostaje
samo partikularno rjesenje:

Y(t) = K& + Kppe ™t (6.11)

W
partikularno rjeSenje

Uvrstimo sada izracunate konstante Ky i Kgp u izraz (6.11):

B |G(jw)|ejmg(GU“’))Aejm - |G (jw)| e~7 28(Gw)) A

== jwt —jwt —jwt
y(t) = Kae?* 4+ Kge 2j 2 e
j arg(G(jw)) giwt _ o—Jarg(G(jw)) g—jwt
y(t) = G (jw)| A e :
elf(wttarg(G(jw))) _ o—i(wt+arg(G(jw)))

y(®) =1G(w)| A >
(6.12)
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Primjenom Eulerove formule® za sinus funkeiju:

6.13

singp =

na izraz (6.12) dobit ¢emo kona¢no rjeSenje sustava nakon prijelaznih pojava (nakon sto
homogeno rjeSenje i8¢ezne) [12]:

y(t) = |G(jw)| Asin (wt + arg(G(jw)) - (6.14)

Amplituda izlaznog signala je |G(jw)| A, a fazni pomak izlaznog signala naspram
ulaznog signala je arg(G(jw)). Moze se zakljuéiti da je ulazni signal, doveden na sustav
G(s), na frekvenciji w pojacan za |G(jw)| i fazno pomaknut za arg(G(jw)) (slika 6.1).

A Zi(f),y(f)

G(jw)| 4 -
p - = =y0) /o
;/A : \ /
\
|| \
| /
A .

R . \
;| ag(G(jo) /

/ /
\ /

\ /

P

Slika 6.1: Izlazni signal sustava G(s) uz neprigusenu oscilatornu pobudu

Dokazali smo tvrdnju s pocetka poglavlja. Ako bismo izracunali pojacanja i fazne
pomake izlaznog signala u ovisnosti o ulaznom signalu za sve frekvencije 0 < w < oo,
dobili bismo amplitudno frekvencijsku i fazno frekvencijsku karakteristiku. Pojedinacno
crtanje amplitudne i fazno frekvencijske karakteristike? sustava nazivamo Bodeovim di-
jagramima. Iz dosadagnjih razmatranja mozemo zakljuciti da se pojacanje i fazni pomak
ulaznog nepriguseno oscilatornog signala na izlazu sustava moze izra¢unati tako da se
uvede supstitucija s = jw.

3e7¥ = cosp + jsing
‘0 amplitudno frekvencijskoj i fazno frekvencijskoj karakteristici nedto vie u nastavku poglavlja.
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Opisimo sada transformaciju koja vremenski signal transformira u frekvencijsku do-
menu. Transformacija koja povezuje vremensku domenu i frekvencijsku domenu naziva
se Fourierova transformacija. Ova transformacija nalazi veliku primjenu u obradi sig-
nala, teoriji vjerojatnosti, analizi sustava automatskog upravljanja i drugim podrudjima
[5]. Primjenom Fourierove transformacije na sustav automatskog upravljanja (prijenosnu
funkciju) dobiju se pojacanja i pomak u fazi sustava na pojedinim frekvencijama. Stoga
¢emo na temelju Fourierove transformacije moc¢i promatrati amplitudno frekvencijsku i
fazno frekvencijsku karakteristiku.

Definicija Fourierove transformacije dana je sljede¢im izrazom [13]:

Y(w) = / ~ y)eitdt. (6.15)

—oa

Za pobudne signale u(t) koji se koriste u automatskom upravljanju vrijedi da je u(t) =0
za t < 0. Uz pretpostavku da su pocetna stanja sustava jednaka nuli (mirni sustav), za
odziv sustava y(t) takoder vrijedi da je y(¢) =0 za t < 0. Primjenom ovog zakljucka na
izraz (6.15) mozemo pisati:

0 fo's)
Y (w) = / y@)eotdt+ [ y(t)eietat
—o0 0

0 foe]
Y(w) = / 0-e79dt + 4 y(t)e I@tdt (6.16)
— o0

Y(w) = /000 y(t)e 7“tdt.

U izrazu (6.16) inegral za negativna vremena jednak je nuli. Ako u izrazu (6.16) napra-
vimo supstituciju s = jw dolazimo do definicije Laplaceove transformacije signala y(t):

Y(z)= \/;0 y(t)e *tdt

=Y(w) = /:O y(t)e 7 dt. (6.17)

s=jw

Ako izraz (6.3) Zelimo promatrati u frekvencijskoj domeni, potrebno je samo napraviti
supstituciju s = jw.

PokuSajmo sada na temelju dosadasnjih saznanja izracunati izlaz y(¢) sustava G(s)
nakon prijelaznih pojava. Zadan je ulazni signal u(f) i prijenosna funkcija sustava G(s):

u(t) = 5sin 3t
B 1 B 1 (6.18)
)= (s+1)(s+2) s2+3s+2
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Uvodenjem supstitucije s = jw u prijenosnu funkciju G(s) dobit ¢emo:

1 _ P(jw) 1
G§)= ———— =G =_——== .
(5) g2 + 8542 omju (Jw) Q(Jw) — 2 M 3}&1 49
|P(jw)| €l arg(P(jw)) B 1

G(jw) = G(jw)| 3866 =

|Q(jw)| e 2r8(@Uw)) \/(2 —w?)? + 0w2e’ arctan(; %)

G(j‘w) - 1 e—j a.rctan(%f)
\/(2 — w?)? 4 9w?
IG(jw)] = = arg(G(jw)) = e 92207,

\/(2 — w?)® 4+ 9uw?
(6.19)
Kod ra¢unanja arctan funkeije vrlo je bitno u kojem se kvadrantu nalazi tocka za koju ra-
¢unamo arcus tanges. Brojnik arctan funkeije predstavlja imaginarnu komponentu tocke
u kompleksnoj ravnini, a nazivnik predstavlja realnu komponentu tocke u kompleksnoj
ravnini.

S obzirom da kalkulatori vrac¢aju vrijednosti arctan funkcije samo za kuteve iz L. i
IV. kvadranta, potrebno je za tocke iz 1I. i I1I. kvadranta dodati jo§ 7 na izracunatu vri-
jednost kuta kalkulatora. Iz izraza (6.18) slijedidajew = 3 rad s~! teje vrijednost
frekvencije potrebno samo uvrstiti u (6.19):

Q8= it _ VI o
g 130
\/(2 —32)°+9-32 (6.20)
] v/130 y

Koristenjem izraza (6.14), dobivenog pojacanja i faznog pomaka u (6.20) dobije se
izlazni signal:

y(t) = |G(jw)| Asin (wt + arg(G(jw)))| g=5 =3 = % sin (3t — 2.2318).  (6.21)

Odziv sustava G(s) na pobudu u(¢) dan izrazom (6.18) prikazan je na slici 6.2
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yit)

ultly ()

wrijerne, 5]

Slika 6.2: Odziv y(t) sustava G(s) na pobudu u(t), (izraz (6.18))

Osnovna je prednost frekvencijske analize sustava, moguénost grafickog prikaza koji
se moZe na jednostavan nadin primijeniti u analizi i sintezi automatskog sustava uprav-
ljanja. Graficki prikaz temelji se na prikazu kompleksne prijenosne funkcije G(jw) u
ovisnosti o frekvenciji w. U praksi se pojavljuju sljedec¢i graficki postupei [2]:

e Nyquistov dijagram
e Bodeov dijagram
e Nicholsov dijagram

U inzenjerskoj praksi danas najcesce se koristi Nyquistov i Bodeov dijagram, stoga ¢emo
detaljno opisati crtanje ovih dijagrama.

6.1 Nyquistov dijagram

Nyquistov dijagram je prikaz kompleksne prijenosne funkcije G(jw) u kompleksnoj
(Gaussovoj ravnini ?). Kompleksnu prijenosnu funkciju G(jw) mozemo rastaviti na
realni i imaginarni dio:

G(jw) = Re {G(jw)} + i Im {G(jw)} = X (jw) + JY (juw) (6.22)

ili u polarnom obliku: . .
G(jw) = |G(juw)| & *& G, (6.23)

"Ravnina u kojoj se prezentiraju kompleksni brojevi: realni dio na osi apscisa, imaginarni dio na osi
ordinati
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Nyquistov dijagram mogude je sada crtati za sve frekvencije 0 < w < oo. UvrStavajudi
frekvencije w u izraze (6.22) i (6.23) crtaju se kompleksne tocke u Gaussovoj ravnini.
Spajajuci pojedine tocke dobijemo Nyquistov dijagram. Cesto Nyquistov dijagram za-
vriava u ishodistu (w — oo) Gaussove ravnine pa se prema (6.23) moze odrediti pod
kojim kutem Nyquistova krivulja ulazi u ishodiste Gaussove ravnine. Takoder se moze
odrediti i pod kojim kutem Nyquistova krivulja izlazi iz pocetne tocke gdje je w = 0.
Primjer Nyquistovog dijagrama prikazan je na slici 6.3.

A JIm{G(jen}

® >0 X(Jjer) w00 Re{G(j@)}

arg(G(j@))

[G(ia)|

Y(joy) el
Slika 6.3: Nyquistov dijagram

Nedostatak Nyquistovog dijagrama je u tome §to je potrebno znati vrijednosti kom-
pleksne prijenosne funkcije G(jw) na svim frekvencijama w. Takoder, kod visokih frek-
vencija krivulja zauzima malo podrucje §to postaje nepregledno. Prednost Nyquistovog
dijagrama je u tome Sto brzo mozemo napraviti osnovnu analizu ponaSanja sustava na
svim frekvencijama. Pokusajmo sada nacrtati Nyquistov dijagram za jednostavni sustav
G(s):

1

G(s) = m

(6.24)
Da bismo izradili frekvencijsku analizu, najprije je u prijenosnu funkeciju G(s) potrebno
uvrstiti supstituciju s = jw, a zatim proracunati pojedine, realne i imaginarne, dijelove
kompleksne prijenosne funkcije G(jw):

) 1 1
Gla)= i e e T e S .
). L)
G(jw) - 1 _ 1 e—jarctan(_—lm).

w-\/w2 + leja‘mt'a‘n(ﬁ) B Wy f.d'2 +1
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Racionalizacijom kompleksne prijenosne funkcije G(jw) dobije se:

G(jw) = Re{G(jw)} +jIm{G(jw)} = X (jw) + jY (jw)

1 i —*—F —1 —4
G i — — — y
() —w? +jw—w? —jw  wt+w? w2+1+‘1w3+w
_1 (6.26)
X(jw) = ———
Uw) =53
-5
Y (jw) = ;
(jw) = — e

Realni dio X (jw) kompleksne prijenosne funkeije G(jw) uvijek je negativan bez obzira
na predznak frekvencije w, dok je imaginarni dio Y (jw) kompleksne prijenosne funkcije
G(jw) pozitivan za negativne frekvencije w, a negativan za pozitivne frekvencije w. S
obzirom da analiziramo tehnicke sustave, ne¢emo crtati Nyquistov dijagram za negativne
frekvencije. Nyquistov dijagram crtat ¢emo samo za pozitivne frekvencije 0 < w < oo,
§to smo veé i naveli. Ako je tako, tada ¢e imaginarni dio Y (jw) kompleksne prijenosne
funkcije G(jw) biti uvijek negativan. Za sada smo zakljucili da ¢e Nyquistov dijagram
sustava (6.24) egzistirati u I1I kvadrantu kompleksne ravnine. Pogledajmo §to se dogada
u tockama kada w — 01 kada w — oo.

: : -1 . ’ —1
:}:I—I:ll:lX(jw) W+l —l,i%YQw) T WBtw
5 §’ (6.27)
Ji XG) = by =0, i Y(Ge) = i =0

Uzmimo jos jednu frekvenciju za koju ¢emo odrediti tocku u kompleksnoj ravnini (npr.
w=1):
-1 1 -1 i
X(l)= ——|=—,Y(l) = 4¥——=—=. 6.28
W)= 5 YUl) =45 5 =5 (6.28)
Prije crtanja Nyquistovog dijagrama pozeljno je da se izra¢una vrijednost kuta pod kojim
se izlazi iz pocetne tocke (w — 0) 1 kuta pod kojim se ulazi u krajnju tocku (w — 00).
U slucaju sustava definiranog izrazom (6.24) to je lako odrediti i bez matematickog
aparata, ali postoje sustavi kod kojih je Nyquistova krivulja vrlo specifiécna. Potrebno
je odrediti arg(G(jw)) za navedene dvije frekvencije:

T ™

s -y (s (1)<~ ()~

Jim axg((5u) = Jim (—aretan (L)) =~ () = - (6.29)

Nakon svih proracuna, sada mozemo nacrtati Nyquistov dijagram sustava (6.24) (slika
6.4).
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A JIm{G(jo)}

O—>®n
(-1,0j),  |aeGUe)=-7 Re{G(jo)}

f -
! '-'\(0;01)
Nl

3

@

9

@ —0

arg(Gljo) =~

Slika 6.4: Nyquistov dijagram sustava (6.24)
6.2 Bodeov dijagram

Bodeovi dijagrami su dijagrami koji posebno prikazuju ovisnost amplitude o frekven-
ciji, a posebno ovisnost faznog pomaka o frekvenciji sustava. Pojedine ¢emo dijagrame
zvati amplitudno frekvencijska karakteristika i fazno frekvencijska karakteristika. Owe
karakteristike crtaju se u lin - log® skali. S obzirom da ¢emo amplitudu crtati u decibe-
lima, a modul (apsolutna vrijednost) kompleksne prijenosne funkeije |G(jw)| predstavlja
pojadanje sustava, koristit ¢emo poznati izraz iz elektronike za omjer izlazne i ulazne
snage signala, odnosno omjer izlaznog i ulaznog napona:

U;® U;

AldB] = 1010g§ =10log - = 20log -
u w

o u (6.30)

Ako to primijenimo na modul kompleksne prijenosne funkcije |G(jw)| dobit ¢emo izraz:

|G(jw)| [dB] = 201log |G(jw)] - (6.31)

Prijenosna funkeija sustava opcéenito se mozZe napisati kao umnozak pojacanja sustava
K, nula u brojniku i polova u nazivniku:

(s—n1)(s—ng)- - (s —np)
(s—pm)(s—p2)---(5—pa)

G(s)=K (6.32)

¥ Amplituda se crta linearno u decibelima (dB), a frekvencija logaritamski u rad /s
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Supstitucijom s = jw u izrazu (6.32) dobit ¢emo:

) — g =M =) - oo — ) 3
G(jw) = K Go—p)Ga—pa) G —pa) (6.33)

Ako je sustav kauzalan, broj nula je opéenito manji ili jednak broju polova (m < n).
Neka je broj nula jednak broju polova (m = n, najopéenitiji slucaj). lzraz (6.33) tada
mozemo napisati na sljedeci nacin:

(jw—m) (jw —n2)  (jw —nm)
(jw—m) w—p2)  (jw—pa)

G(jw) = K (6.34)

Izraz (6.34) moZze se poopciti i na slucajeve kada je broj nula manji od broja polova
(m < n). Tada bi kompleksna prijenosna funkcija imala oblik:

gl (o —m) | (o—nm) 1
U = K o= o) Go—p) " Go—pm) ~ Go—pa)’ e

Pojedine faktore izraza (6.34) i (6.35) mozemo zapisati kao zasebne kompleksne prije-
nosne funkeije:

K -Gni(jw) - - - Gpm(jw)
Gpl(j“-’)GPQ(jw) = ‘Gpn(j“-’)
Gn1(jw) = (jw — 1), ..., Gpm(Jw) = (Jw — 1)
Gp(jw) = (Jw —p1); .., Gpn(jw) = (Jw — pa).

G(jw) =

(6.36)

U izrazu (6.36) Gpi(jw) su nule sustava (1 < i < m), a Gp;j(jw) su polovi sustava
(1 <j < n). Ako primijenimo izraz (6.23) na izraz (6.36) dobije se:

Gjw) = |K| el arg(K) |Gn1(jw)| € arg(Gn1(jw)) . . . |G (jw)| € arg(Gnm (jw))
|Gp1 (jw)| €7 arg(Gp1(w)) |G o (jw)| €7 2r8(Cp2(iw)) . . . |Gpn(jw)| €7 2r8(Gpn(iw) ’
(6.37)
odnosno:

LG ()] [Gra(i)] |G ()] ,
GG = GG 1G] - -~ [Cm )] 50

arg(G(jw)) = arg(K) + arg(Gn1 (jw)) + arg(Gn2(jw)) + ... + arg(Gnm (jw))

— arg(Gp1(jw)) — arg(Gp2(jw)) — ... — arg(Gpn(jw)). (6.39)

U izrazu (6.39) vidimo da je potrebno traziti argument konstante pojacanja K. Naime,
ako sustav ima negativno pojacanje tada je arg(K) = —180°. Na izraz (6.38) potrebno
je djelovati logaritamskom funkcijom:

|K|Gn1 (jw)] |Gna(Gw)] - - - IGnm(:iw)l)
Gp1 (G |Gp2(jw)| - - - [Gpn(Gw)| ]

20log |G(jw)| = 201log ( (6.40)
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Koristenjem izraza (6.31) i pravila logaritmiranja dobit ¢emo:

|G(jw)| [dB] = 20log |K| 4 20 log |Gpy (jw)| + 20log |Gna(jw)| + ... + 2010g |Grm (jw)| +
—2010g |Gy (ju)| — 2010 | Gpa(ju)| — . — 20108 [Gpm )]

(6.41)
Izraz (6.41) predstavlja amplitudno frekvencijsku karakteristiku, a izraz (6.39) predstav-
lja fazno frekvencijsku karakteristiku. Izraze (6.39) i (6.41) prezentirat ¢emo na grafu u
lin - log skali. Tako prezentiran graf predstavlja Bodeov dijagram. Radi jednostavnosti
izraz (6.32) zapisat cemo kao:

GszK(W;nl )(“’“ 1) (“""" 1). 6.42
O ) G ) (o) o

gdje su wrp; lomne frekvencije nula sustava (1 <@ < m), a wpp; lomne frekvencije polova
sustava (1 < j < n). Pogledajmo zaSto je prijenosnu funkciju sustava pogodno napisati
u obliku (6.42). Ako pokusamo napraviti amplitudno frekvencijsku karakteristiku samo

od Gni1(jw):

Gni(jw) = ( Jw +1) (6.43)

Winl

u logaritamskom obliku dobit éemo:

20 log |Gip1 (jw)| = 201og

(6.44)
Winl

Za frekvencije w <€ wyy,y vrijedi sljedece:

[ 2
201log |Gp1(jw)| = 201og (w:r 1) +1~20logVv1=0. (6.45)
T

Za frekvencije w > wyyy vrijedi sljedece:

201og |Gn1(jw)| = 201og 1/ +1~20log (6.46)
U-’Lnl

Za frekvencije w = wpn1 vrijedi sljedece:

20log |Gn1(jw)| = 20 1og1/ +1=20log V2 = 3dB. (6.47)

Pri frekvenciji jednakoj lomnoj frekvenciji dolazi do pojacanja od 3 dB. Za frekvencije
manje od lomne frekvencije pojacanje je 0 dB, a za frekvencije vece od lomne frekvencije
pojacanje raste 20 dB po dekadi”. Iz ove analize zakljutujemo da éemo amplitudno

"Kada se frekvencija poveéa 10 puta, pojacanje se poveéa za 20 dB
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frekvencijsku karakteristiku aproksimirati praveima do lomne frekvencije i nakon lomne
frekvencije. Razlika izmedu stvarne i aproksimirane amplitudno frekvencijske karakte-
ristike prikazana je na slici 6.5 .

40

= = =stamma smptutina kevaktansicn
— k3 RpAvi mirana peanvcima

A0 i i iil

Slika 6.5: Amplitudno frekvencijska karakteristika (stvarna i aproksimirana pravcima)

Pokugajmo napraviti aproksimaciju pravcima fazno frekvencijske karakteristike na
primjeru Gp1(jw):

ponn Im {Grn1(jw)}
arg(Gni(jw)) = arctan (Re 1Galul}) (6.48)
Sredivanjem izraza (6.48) dobit ¢emo:
arg(Gn1(jw)) = arctan (i) . (6.49)
Win

Za frekvencije w < 0.1wrn vrijedi sljedece:

a.rg(Gnl(_}m)) = arctan (L:J ) ~ 0°. (65“)

Za frekvencije w > 10w,y vrijedi sljedece:

arg(Gn1(jw)) = arctan (i) ~ 90°. (6.51)
WL

Za frekvencije w = wry,; vrijedi sljedece:

arg(Gni1(jw)) = arctan (i) =45°, (6.52)
Win

Za fazu vrijedi da je na lomnoj frekvenciji jednaka 45°, za nize frekvencije jednaka
je 0°, a za vige frekvencije jednaka je 90°. Prilikom aproksimacije fazno frekvencijske
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karakteristike pravcima, faza ¢e dekadu prije lomne frekvencije® poceti rasti za 45° po
dekadi, a zavr&it ée rasti dekadu nakon lomne frekvencije’. Razlika izmedu stvarne i
aproksimirane fazno frekvencijske karakteristike prikazana je na slici 6.6 .

. - 5
|- = mmstvana fazng Karaktensina
ks

30 - - T

o} | vesssgrvnloege yofvyije

0.1(0‘[” wLnl 10&)‘[”
Slika 6.6: Fazno frekvencijska karakteristika (stvarna i aproksimirana pravcima)

Pokusajmo sada nacrtati Bodeov dijagram za jednostavan sustav G(s):

s+ 100
s+10°

G(s) = (6.53)

Izraz (6.53) najprije ¢emo zapisati u obliku u kojemu se prepoznaju lomne frekvencije i
pojacanje sustava:

100 (755 + 1 = +1
a0 (1;’0+ ) 210(120+ B (6.54)
s+10  10(&+1) (5+1)
Uvodenjem supstitucije s = jw u prijenosnu funkeiju (6.54) dobit ¢emo:
(f& +1)
G(jw) = 101_(:;. (6.55)
(55+1)
Ako izraz (6.55) zapiSemo u obliku:
; Gnl(jw)
Gijw)=K5—F—, 6.56
() G (5) (6.56)
tada je apsolutna vrijednost od G(jw) jednaka:
- |Gn1(jw)| =
G(jw)| = | K| ——=, (6.57)
|G(jw)| = |K] 1Gor ()]

*Na frekvenciji 10 puta manjoj od lomne frekvencije
"Na frekvenciji 10 puta veéoj od lomne frekvencije
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a faza od G(jw) jednaka:

arg(G(jw)) = arg(K) + arg(Gni1(jw)) — arg(Gp1(jw))- (6.58)
Iz izraza (6.55) mozemo ocitati pojedine komponente izraza (6.56):

K=10
Gn1(jw) = 100 Fi1 (6.59)

. Jw
Gp1(jw) = ot L

Proracunajmo sada amplitudno frekvencijsku i fazno frekvencijsku karakteristiku:

N2
[Gua(Gw)] _ |m+1\ _ oV ) +1

|Gip1 (jw)| ‘ +1| V(&) +1 (6.:60)
arg(G(jw)) = arg(K) + arg(Gn1 (jw)) — arg(Gp1(jw)) =
= 0 + arctan (m) — arctan (1—0) .

IG(w)| = |K]

Primjenom logaritmiranja dobit ¢emo:

2
(%) +1 w2
201og |G(jw)| = 201og [ 1022 = 20log 10 + 20 log +1
Az (w)
w2

~20log (E) +1 (6.61)

As(w)

. w w
arg(G(jw)) = _0 +15|.rcta:|1 (100) — arctan (10)

e1(w) ™
2(w) p3(w)

Nacrtajmo najprije pojedina¢no segmente izraza (6.61) Aj(w), A2(w) i Az(w) za ampli-
tudno frekvencijsku i ¢1(w), @2(w) i @3(w) za fazno frekvencijsku karakteristiku, a zatim
ih graficki zbrojimo. Segment A;(w) je konstanta (Aj(w) = 20log 10 = 20) u amplitudno
frekvencijskoj karakteristici dok je ¢ (w) = 0 u fazno frekvencijskoj karakteristici (slika
6.7).
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i

10’
@, | rad s'I:I

Slika 6.7: Amplitudna i fazna frekvencijska karakteristika (A1(w),p1(w))

@, I:rad s'I:I

Slika 6.8: Amplitudna i fazna frekvencijska karakteristika (A; (w) 1 Aa(w),p1(w) 1 pa(w))
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Segment amplitudno frekvencijske karakteristike Ag(w) konstanta je do lomne frek-
vencije wry,1 = 100rad/s, a nakon lomne frekvencije raste s 20 dB po dekadi. Faza @q(w)
konstantna je i jednaka 0° do 0.1wry,1. Nakon toga faza raste s 45° po dekadi do 10w .
Na frekvencijama jednakim i vi§im od 10wgy,1 faza ima vrijednost 90° (slika 6.8).

Segment amplitudno frekvencijske karakteristike Az(w) konstanta je do lomne frek-
vencije wrp = 10, a nakon lomne frekvencije pada s 20 dB po dekadi. Faza @3(w)
konstantna je i jednaka 0° do 0.1wgp1. Nakon toga faza pada s 45° po dekadi do 10wgp:.
Na frekvencijama jednakim i visim od 10wp,y; faza ima vrijednost —90° (slika 6.9).

[a]

Ed _nag

G(Jlr'a})

i i HE— HERT i i
10" 10 10°

@, I:rad s~ :I

Slika 6.9: Amplitudna i fazna frekvencijska karakteristika (A4 (w), Ag(w) i Az(w),e1(w),
p2(w) i pa(w))

Nakon 8to smo nacrtali pojedini segment potrebno je samo graficki zbrojiti pojedine
segmente amplitudne i fazne frekvencijske karakteristike i dobit ¢emo Bodeov dijagram
sustava (6.53) (slika 6.10).
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i il il i i il i e i Litil H i
10" 10’ 10° 10° 10*
&, rads'I:I

Slika 6.10: Amplitudna i fazna frekvencijska karakteristika (A;(w)+Ag(w)+Asz(w),
pr(w)+p2(w)+p2(w))

6.3 Frekvencijski odziv proporcionalnog ¢lana nultog reda
(PO ¢lan)

Prijenosna funkcija PO ¢lana je:

G(s) = K. (6.62)
U izraz (6.62) uvrstimo supstituciju s = jw:

G(jw) = K. (6.63)

6.3.1 Nyquistov dijagram PO ¢lana

Ovaj je slu¢aj jednostavan jer egzistira samo realna vrijednost pojadanja sustava K
uz imaginarnu vrijednost 0. Nyquistov dijagram P0 ¢lana prikazan je na slici 6.11.
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A jm{G(jo))

O S

0 K Re{G(jo)}

Slika 6.11: Nyquistov dijagram PO ¢lana

6.3.2 Bodeov dijagram PO ¢lana

Amplitudno frekvencijska karakteristika P( ¢lana je:
20log |G(jw)| = 201og | K| . (6.64)

Fazno frekvencijska karakteristika PO ¢lana je:

0 za K>0

arg(G(j“))z{ _180° za K <0 ° (6.65)

20

20log K

Amplituda, [dB]
o

-20
10

Frekvencija - m rad-sec™! 1

Frekvencija - w, rad-sec™
Slika 6.12: Bodeov dijagram P0 ¢lana (aproksimacija praveima)

Na slici 6.12 prikazan je Bodeov dijagram PO ¢lana.
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6.4 Frekvencijski odziv proporcionalnog ¢lana prvog reda
(PT1 ¢lan)

Prijenosna funkcija PT1 élana je:

= ; 6.66
To+1 (6.66)

U izraz (6.66) uvrsti se supstitucija s = jw:

K

GUw) = 7,51

(6.67)

6.4.1 Nyquistov dijagram PT1 ¢lana

Prijenosnu funkciju PT1 ¢lana G(jw) potrebno je najprije zapisati u obliku

Re{G(jw)} +jIm {G(jw)}:

K —jTw+1
G
(jw) JTw +1—Tw+1 (6.68)
) K . KTw Gl
G(jw) =

T2w2 4+ 1 _JT2w2—+—1.

Realni dio Nyquistove krivulje uvijek ¢e biti pozitivan, a imaginarni dio uvijek ne-
gativan (s obzirom da promatramo samo pozitivne frekvencije). Nyquistova krivulja
egzistirat ¢e u IV. kvadrantu. Pogledajmo Sto se dogada u tockama kada w — 01 kada
w — 00:

Tw
lim Re{G(jw)} = 11 e I B = K, lim Im{G(ﬁ'“)} = lim 0 T2ul +1 =
Tw
Jim Re {G(jw)} = w—-}oom =0, lim Tm {G(jw)} = 11,00_1-'2“)2 +1 =g
(6.69)

Nyquistov dijagram P1 ¢élana prikazan je na slici 6.13.
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A jIm{G(j(o)}

0 K

\(Z)—)‘CD

-
@=0] Re(G(jw))

Slika 6.13: Nyquistov dijagram PT1 ¢lana

6.4.2 Bodeov dijagram PT1 ¢lana

Amplituda, |dE]

Amplitudno frekvencijska karakteristika PT1 ¢lana je:

201log |G(jw)| = 201og

JLw

. i (6.70)
[w
20log |G(jw)| = 20log K — 20log 4 | — + 1, wipy = T

T

gdje je wyp lomna frekvencija. Fazno frekvencijska karakteristika PT1 ¢lana je:

arg (G(jw)) = — arctan (%) = —arctan (Tw) = — arctan (%) 1

T

1 Wipl = T

(6.71)

Faza [

e).’pl a)!;’. 1

Frekvancija - o rackgee™! Frekvencija - o rad-sec™!

Slika 6.14: Bodeov dijagram PT1 ¢lana (aproksimacija pravcima)
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Na slici 6.14 prikazan je Bodeov dijagram PT1 ¢lana aproksimiran pravcima. Nalom-
noj frekvenciji wyp; amplitudno fazna karakteristika pocinje opadati s 20 dB po dekadi.
Dekadu prije lomne frekvencije wyp1 fazno frekvencijska karakteristika pocinje padati s

45° po dekadi. a dekadu nakon lomne frekvencije wyp; poprima konstantnu vrijednost od
-90° .

Bodeov dijagram PT1 ¢lana bez aproksimacija prikazan je na slici 6.15.

Amplituda, [dB]

a)!pl a)!;:l

Frekvancija - o rad-gee™! Frekvencija - o, rad-sec™!

Slika 6.15: Bodeov dijagram PT1 ¢lana

6.5 Frekvencijski odziv proporcionalnog ¢lana drugog reda
(PT2 ¢lan)

Prijenosna funkcija PT2 ¢lana je:

K
G(s) = g 6.72
( ) T1T282 + (T] + TQ)S +1 ( )
U izraz (6.72) uvrsti se supstitucija s = jw:
K
G(jw) = (6.73)

1-— T1T2w2 + j(T] + TQ)M

6.5.1 Nyquistov dijagram PT2 ¢lana

Prijenosnu funkciju PT2 ¢lana G(jw) potrebno je najprije zapisati u obliku
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Re{G(jw)} + jIm{G(jw)}:
. K 1-— Tngw:’ =5 j(Tl -4 Tz)w
Gjw) = 5n T
1-T1Hw?+j(T +DB)wl —T1Thw? —j(T1 + Ta)w (6.74)
G(jw) _ K(l — Tngwz) ) K(Tl + Tz)w .

T 0-T? + (4 Tw) (- Tw?) + (TL + To)w)?

Imaginarni dio Nyquistove krivulje uvijek ¢e biti negativan (s obzirom da proma-
tramo samo pozitivne frekvencije). Realni dio moze poprimiti i pozitivne i negativne
vrijednosti 5to znac¢i da ée Nyquistova krivalja egzistirati u II1. i IV. kvadrantu. Pogle-
dajmo §to se dogada u to¢kama kada w — 01 kada w — oc:

I 2

lim Re {G(jw)} = lim EQ 5 T Tw”) s =K
w—0 w=0 (1 — T1 Tow?)” + (T + To)w)
]jnf]lm {G(jw)} = lim G ) =

w—){]_ (1 — T1T2w2)2 + ((Tl + Tg)w)2

| ' _ K(1- T1T2f-*-’2)

lim Re {G = 1 =
Jim Re{G(jw)} = lim (1 - T1 Tow?)? + ((T1 + Tr)w)?

lim Im {G(jw)} = lim — K(Té e z =0
w00 W—r00 (1 - T1T2w2) T ((Ti + TQ)M)

Frekvencija na kojoj Nyquistova krivulja sijece imaginarnu os je ona frekvencija za
koju vrijedi da je Re {G(jw)} = 0:

o 2
Re{GUiw)} =02 — S _TTw)
(1 — T1T2w2) + ((T} + Tg)w)
1
K - T\Thw?) = = 6.76
( 1Thw’) =0=>w T (6.76)

G(

1 .
\/Tng) =Ty

Nyquistov dijagram PT2 ¢lana prikazan je na slici 6.16.
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A jim (G(jo))

W— 0

KJTT,
T+T,

Slika 6.16: Nyquistov dijagram PT2 ¢lana

6.5.2 Bodeov dijagram PT2 c¢lana

Amplitudno frekvencijska karakteristika PT2 ¢lana je:

K K
1-TTw?+ i+ D)w  (jTiw+1)(§Tew + 1)
K K
(Tw+1)(Tw +1) |(Thw + 1) |(GT2w + 1)

201og |G(jw)| = 20log K — 201log 1/ (Tiw)* + 1 — 20log \/ (Tow)* + 1
2 2

Gjw) =

20log |G(jw)| = 201og

‘ = 20log

20log |G(jw)| = 20log K — 201log (%) +1—20log (il) +1
T Ty
1 1
Wip1 = iawi;ﬂ = ?2
(6.77)
Fazno frekvencijska karakteristika PT2 ¢lana je:
G(jw) = K — K
: 1-T1Tw?+ (M +T)w  (Tiw+1)(§Tow +1) (6.78)

1 1
arg(G(jw)) = —arctan (Tiw) — arctan (Thw) ,wip; = Ty W2 = 7
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45
20log & 0
= A5 |-
= 0 =
© =
E g e
_E' L
k= 135 ---
180 f---
il L 225 L i i i
@y @,y D1 Dp2
Frekvencija - o, rad-sec™’ Frekvancija - o, rad-sac™’

Slika 6.17: Bodeov dijagram PT2 ¢lana (aproksimacija pravcima)

Na slici 6.17 prikazan je Bodeov dijagram PT2 ¢lana. S obzirom da je PT2 ¢lan
zapravo kaskada (serija) dvaju PT1 ¢lanova, Bodeovi dijagrami dvaju PT1 ¢lanova samo
se zbroje (slika 6.17). Prvi PT1 ¢lan ima lomnu frekvenciju wipi, a drugi PT1 ¢lan ima
lomnu frekvenciju wyye. Zbroj Bodeovih dijagrama PT1 ¢lanova dat ¢e Bodeov dijagram
PT2 ¢lana. Na lomnoj frekvenciji wyy; amplitudno fazna karakteristika pocinje opadati s
20 dB po dekadi. Nakon lomne frekvencije wypy amplituda opada za jos 20 dB po dekadi,
odnosno ukupno s 40 dB po dekadi. Ako promatramo fazno frekvencijsku karakteristiku,
tada vrijedi da dekadu prije lomne frekvencije wyy fazno frekvencijska karakteristika
pocinje padati s 45° po dekadi, a dekadu nakon lomne frekvencije wyp ponovno postaje
konstantna. Isto vrijedi i za lomnu frekvenciju wypp. Fazno frekvencijska karakteristika
poprima konstantnu vrijednost od -180° dekadu nakon lomne frekvencije wips.

Bodeov dijagram PT2 ¢lana bez aproksimacija prikazan je na slici 6.18.

0l K™ e

Amnplituda, [dB]
Faza, |7

Oy Dy Dy /8

p2
Frekvancijz - o, rad-sec™ Frekvencijs - o rad-sec™!

Slika 6.18: Bodeov dijagram PT2 ¢lana
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6.6 Frekvencijski odziv proporcionalnog ¢lana drugog reda
s priguSenim oscilatornim ponaSanjem (PT2S ¢lan)

Prijenosna funkcija PT2S ¢lana je:

2
G(s) = - i s = . K (6.79)
5% + 2Cwns + wp (i) +2—C3+1

Wn Wi

za Q< ¢ <.

U izraz (6.79) uvrsti se supstitucija s = jw:

G(jw) = . (6.80)

6.6.1 Nyquistov dijagram PT2S ¢lana

Prijenosnu funkciju PT2S ¢lana G(jw) potrebno je najprije zapisati u obliku

Re{G(jw)} +jIm{G(jw)}:

- (1 - (5)2) | .y (6.81)

Imaginarni dio Nyquistove krivulje uvijek ¢e biti negativan (s obzirom da proma-
tramo samo pozitivne frekvencije). Realni dio moze poprimiti i pozitivne i negativne
vrijednosti 5to znac¢i da ée Nyquistova krivalja egzistirati u I11. i IV. kvadrantu. Pogle-
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dajmo §to se dogada u toc¢kama kada w — 01 kada w — o

L}E}}RE{G(JM)}:L‘]}—% ] o2\ L f2¢ \2 =K
( - w—n)) + (&)
) . . Ki—iw
Jim Tm {G(jw)} = lim — Y R
( —(w—n)) + (&)
, (6.82)
K(1-(2)")
lim Re{G(jw)} = lim 5 =0
W00 W00 2 QC 2
(1— ;—n) ) + (w w)
KX,
S, Im{GUw)} = Jlim, — =0

Frekvencija na kojoj Nyquistova krivulja sijece imaginarnu os je ona frekvencija za
koju vrijedi da je Re {G(jw)} = 0:

—nl'.i.?
2 (6.83)
K(l— (—) ) =0=w=wn
Wn

Nyquistov dijagram PT2S ¢lana prikazan je na slici 6.19.
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A JIm{G(jw)}

w—w |0 K

tdls

Slika 6.19: Nyquistov dijagram PT2S ¢lana

6.6.2 Bodeov dijagram PT2S c¢lana

Amplitudno-frekvencijska karakteristika PT2S ¢lana je:

20log |G(jw)| = 201og

2
1-— (;"—n) +j%w

. 5 3 2 2% \?
201log |G(jw)| = 201log K — 201log 1— | — A b | »

(6.84)

Wn Wn

Kod PT2S ¢lanova pristup crtanja Bodeovih dijagrama nesto je drugadiji od pristupa
gdje smo prijenosnu funkciju opisali kaskadom (serijom) PT1 ¢lanova. Imat ¢emo po-
novno dva slucaja, jedan kada su frekvencije puno manje od lomne frekvencije (w < wy),
i jedan kada su frekvencije puno vece od lomne frekvencije (w > wy).

Za frekvencije w < wy vrijedi:

2
&\ 2 2¢ .
20log K — 201og L fl == 4+ —w]|] =20logK. (6.85)

Wn Wn

Za frekvencije w > wy vrijedi:

w 2 4 2¢ 2 &\
201log K — 201og 1— (—) + (—m) ~ 20log K — 201log (—) =
Wn wn, Wn (6.86)

= 2010gK—4010g§.

n
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Iz izraza (6.86) vidimo da amplituda pada za 40 dB po dekadi nakon lomne frekvencije wy.
Ako izjednacimo izraze (6.85) i (6.86), dobit ¢emo izraz za lomnu frekvenciju, odnosno
frekvenciju gdje se sijeku dva pravea:

20log K = 20log K — 40log — = 40log — = 0 =

N w “n “n (6.87)
Slog—=0=> —=1=w=w,.

Wn Wn

Iz izraza (6.87) lomna frekvencija jednaka je prirodnoj frekvenciji w,. U okolisu
lomne frekvencije w, pojavljuje se tzv. rezonantno izdizanje M, koje ovisi o stupnju
priguSenja (. Frekvencija na kojoj se javlja rezonantno izdizanje nazivamo rezonant-
nom frekvencijom. lzraz za rezonantnu frekvenciju dobit éemo trazenjem maksimuma
amplitudno frekvencijske karakteristike. Deriviranjem izraza (6.84) dobit ¢emo:

(6.88)

F|€
S
b
Sa o
:EM‘E
b S

(-
wr = wn/1— 22,

Ako od izraza (6.84) oduzmemo komponentu pojacanja 20log K, dobit ¢emo rezo-
nantno izdizanje M, koje se pojavljuje na rezonantnoj frekvenciji w,.:

w=wy

Wn

2\ 2 2
M, [dB] = —20log (1 _ (i) ) + (%w) = —201og(2¢ /1 — C2). (6.89)

W=y

Iz izraza (6.89) mozemo zakljuciti da rezonantno izdizanje ovisi samo o faktoru pri-
gusenja (. Sada mozemo odrediti i za koje ¢ ée postojati rezonantno izdizanje, odnosno
kad je ono veée od 0:

i 2 . 2 < 2 V2

—20log(2¢v/1—¢%) 2 0=1log(2¢v/1 —-¢?) < 0= (2¢(v/1—-¢ )$1=>C$7.

(6.90)

S obzirom da za stabilne sustave (o stabilnosti sustava u sljedec¢em poglavlju) vrijedi
da je ¢ > 0, vrijedi da ¢e se rezonantno izdizanje pojavljivati za 0 < ¢ < 0.707. Kod
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crtanja Bodeovih dijagrama PT2S ¢lanova potrebno je odrediti rezonantnu frekvenciju
i rezonantno izdizanje te ih nacrtati u obliku okomitog pravca s kruziéem na vrhu, a
visina tog pravca na rezonantnoj frekvenciji bit ée jednaka iznosu rezonantnog izdizanja
(detaljnije kod crtanja Bodeovog dijagrama PT2S ¢lana).

Fazno-frekvencijska karakteristika PT2S ¢lana je:

%,
arg(G(jw)) = —arctan | —2—— | . (6.91)

A

Za frekvencije w < wy vrijedi:

2¢
2w
arg(G(jw)) = — arctan “n | = 0°. (6.92)
- j—n)
Za frekvencije w > wy vrijedi:
X
arg(G(jw)) = —arctan | —*2—— | ~ —180°. (6.93)
- (&)
Na prijelomnoj frekvenciji w = wy, vrijedi:
, 2¢ 0
arg(G(jwy,)) = — arctan .= —90°, (6.94)

Nacin na koji se crta fazno frekvencijska karakteristika oko lomne frekvencije wy, nije
jednostavan kao kod PT1 ¢€lanova. Kao pomoé¢ pri ertanju fazno frekvencijske karak-
teristike Cesto se koristi literatura u kojoj su veé nacrtani grafovi za razlicite faktore
priguSenja ¢. Nagib fazno frekvencijske karakteristike na lomnoj frekvenciji w, ovisi
samo o faktoru priguSenja. Drugi nadin za crtanje fazno frekvencijske karakteristike
[14] oko lomne frekvencije wy je taj da se napravi pravac koji sijece niskofrekvencijsku
asimptotu od 0° na frekvenciji:

log (%)
Wi =Wn——p (6.95
prolazi kroz lomnu frekvenciju wy, i sijece visokofrevencijsku asimptotu od —180° na

frekvenciji:
2

w2 = wniz’-
log (f)
Za faktore prigusenja ¢ < 0.02 kroz lomnu frekvenciju provude se vertikalna linija koja

spaja niskofrekvencijsku i visokofrekvencijsku asimptotu. Bodeov dijagram PT2S ¢lana
prikazan je na slici 6.20.

(6.96)
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Ampitus, (8] 5

5, T T
Frakwencifa - & i Frakencila - 1 s

Slika 6.20: Bodeov dijagram PT2S ¢lana (aproksimacija pravcima)

Amplituda (dB)

Faza (deg)

Frekvencija (rad/sec)

Slika 6.21: Bodeov dijagram PT2S élana

Bodeovi dijagrami PT2S ¢lanova bez aproksimacija za razlicite faktore prigusenja ¢
prikazani su na slici 6.21. Sto je faktor priguSenja ¢ manji. to je rezonantno uzdizanje
M, vece.

6.7 Frekvencijski odziv derivacijskog ¢lana (D ¢lan)
Prijenosna funkcija D ¢lana je:
G(s) = Kys. (6.97)

U izraz (6.97) uvrsti se supstitucija s = jw:

G(jw) = Kyjw. (6.98)
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Unutar ovog poglavlja obradit ¢emo i realni derivacijski ¢lan (DT1) ¢ija je prijenosna

funkecija dana sljedeéim izrazom:

B Kys
G(s) = Tt 1" (6.99)

U izraz (6.99) uvrsti se supstitucija s = jw:

: Kyjw .

6.7.1 Nyquistov dijagram D c¢lana

Prijenosna funkcija D ¢lana G(jw) ima samo imaginarnu komonentu jIm {G(jw)}.
Nyquistova krivulja D ¢lana pozitivni je dio imaginarne osi.

Nyquistov dijagram D ¢lana prikazan je na slici 6.22.

A A.f Im{G(jo)|

o —0 O
-

Re{G(jo)}

Slika 6.22: Nyquistov dijagram D ¢lana

6.7.2 Nyquistov dijagram DT1 ¢lana

Prijenosnu funkciju DT1 ¢lana G(jw) potrebno je najprije zapisati u obliku
Re{G(jw)} +jIm {G(jw)}:

Kyjw —Tyjw+1
dew +1 —dew +1

K Tyuw? . Kaw
Taw)?+1 (TP +1

G(jw) =
(6.101)

G(jw) =

I realni i imaginarni dio Nyquistove krivulje uvijek ¢e biti pozitivan. Nyquistova
krivulja egzistirat ¢e u 1. kvadrantu. Pogledajmo Sto se dogada u to¢kama kada w — 0
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i kada w — o0

B Kdew .

K
hm Im{G(jw)} = lim 07(,11 ;w—i- a
L= dw

K dew

de
lim Im {G(jw)} = lim —5—
m{G(jw)} o T T

(6.102)

Nyquistov dijagram DT1 c¢lana prikazan je na slici 6.23.

A JIm{G(jm)}

a—0 —Son

-

0 K Re{G(jm)}

Slika 6.23: Nyquistov dijagram DT1 ¢lana

6.7.3 Bodeov dijagram D ¢lana

Amplitudno frekvencijska karakteristika D ¢lana je:
20log |G(jw)| = 20log | K jw| = 20log K4 + 20 logw. (6.103)

Fazno frekvencijska karakteristika D ¢lana je:
arg(G(jw)) = arctan (%) = 90°. (6.104)

Bodeov dijagram D élana prikazan je na slici 6.24.
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135

90

45}

Amplituda, [dE]
Faza, [7]

485
10

Frekvencija - o rac-sec™! Frekvencija - o, rad-ssc”'

Slika 6.24: Bodeov dijagram D ¢lana (aproksimacija pravcima)

Pravac s nagibom +20 dB po dekadi podignut je za iznos pojacanja 20 log Ky (slika
6.24).
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6.7.4 Bodeov dijagram DT1 c¢lana

Amplitudno frekvencijska karakteristika DT1 ¢lana je:

Kqjw 2
m‘ = 20log K43+ 20logw — 201log \/ (Tyw)” + 1

1
201og |G(jw)| = 20log K4+ 20logw — 201og \/ (Tyw)? + 1,wyp = 7
d

20log |G(jw)| = 201og

(6.105)

Fazno frekvencijska karakteristika DT1 ¢lana je:

arg(G(jw)) = 90° — arctan (Tyw) . (6.106)

Bodeov dijagram DT1 ¢lana prikazan je na slici 6.25.

136

S0

i EE . : 45_----.--.--.-......
201 o b

Amplituda, [dB]
Faza, [*|

.62}?; P

Frekvencija - o rad-sec! Frekvencija - o rad-sec™

Slika 6.25: Bodeov dijagram DT1 ¢lana (aproksimacija pravcima)

S obzirom da je DT1 ¢lan zapravo kaskada (serija) D ¢lana i PT1 ¢lana s poja¢anjem
1, Bodeov dijagram DT1 ¢lana je zbroj Bodeovih dijagrama D élana i PT1 ¢lana.

6.8 Frekvencijski odziv integralnog ¢lana (I ¢lan)
Prijenosna funkcija I ¢lana je:
G(s) = % (6.107)
U izraz (6.97) uvrsti se supstitucija s = jw:

. K;
Gjw) = o (6.108)
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6.8.1 Nyquistov dijagram I ¢lana

Prijenosna funkeiju I ¢lana G(jw) ima samo imaginarnu komonentu jIm{G(jw)}.
Nyquistova krivulja I ¢lana negativni je dio imaginarne osi.

Nyquistov dijagram I ¢lana prikazan je na slici 6.26.

AjIm {G(jo)}

0

>

il Re{G(jw)}

@ —> ®©

Slika 6.26: Nyquistov dijagram I ¢lana

6.8.2 Bodeov dijagram I ¢lana

Amplitudno frekvencijska karakteristika I ¢lana je:

20log |G(jw)| = 201log

K; .

—‘ = 20log K; — 20log w. (6.109)
Jjw

Fazno frekvencijska karakteristika [ ¢lana je:

arg(G(jw)) = — arctan (%) = —90°. (6.110)

Bodeov dijagram I ¢lana prikazan je na slici 6.27.
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Ampltuda, [dE]

Frelvencia - o, rad-sec”! Frekvencija - @, rad-gec”!
Slika 6.27: Bodeov dijagram I ¢lana (aproksimacija pravcima)

Pravac s nagibom -20 dB po dekadi podignut je za iznos pojacanja 20log K; (slika
6.27).

6.9 Frekvencijski odziv ¢lana s transportnim kasnjenjem

Prijenosna funkcija élana s transportnim kasnjenjem je:
Gls) =& (6.111)

U izraz (6.97) uvrsti se supstitucija s = jw:

G(jw) = e 7™, (6.112)

6.9.1 Nyquistov dijagram c¢lana s transportnim kaSnjenjem
Prijenosnu funkciju ¢lana s transportnim kasnjenjem G(jw) potrebno je najprije zapisati

u obliku Re {G(jw)} + jIm {G(jw)}:

G(jw) = 7™ = cos(Tw) — j sin(Tw). (6.113)

Iz izraza 6.113 vidimo da ¢e Nyquistova krivulja biti jedini¢na kruznica. Faza se
mijenja u smjern kazaljke na satu, a ovisi o argumentu 7w (slika 6.28). Nyquistov
dijagram ¢lana s transportnim kaSnjenjem prikazan je na slici 6.28.
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A JIm{G(jo)}
tw=0.7,..,2m(k+1)
kel

0 Re{G(jm)}

-

-1 1

reo=0,2mr,.... 27k
kel

=1

Slika 6.28: Nyquistov dijagram ¢lana s transportnim kaSnjenjem

6.9.2 Bodeov dijagram ¢lana s transportnim ka$njenjem

Amplitudno frekvencijska karakteristika ¢lana s transportnim kagnjenjem je:
20log |G(jw)| = 20log |e ™| = 201og 1 = 0. (6.114)
Fazno frekvencijska karakteristika ¢lana s transportnim kasnjenjem je:

arg(G(jw)) = —Tw. (6.115)

Bodeov dijagram c¢lana s transportnim kasnjenjem prikazan je na slici 6.29.

Amplituda, [dB|

Frekvenciz - o, rad-sec” Frelencija - o rad-sec”

Slika 6.29: Bodeov dijagram ¢lana s transportnim kasnjenjem

Pri crtanju fazno frekvencijske karakteristike potrebno je uzeti u obzir da je frek-
vencijska os u logaritamskom mjerilu te u skladu s tim nacrtati karakteristiku. Ovim
¢lanom zavrsili smo frekvencijski odziv osnovnih dinamickih ¢lanova.



120 Frekvencijski odziv osnovnih dinamickih ¢lanova




Poglavlje 7

Analiza stabilnosti sustava
automatskog upravljanja

Stabilnost sustava vrlo je bitna u atomatiziranim postrojenjima, mehatronickim susta-
vima, elektronickim sustavima, ekonomskim sustavima i sl. Koliko je stabilnost vazna,
mozemo vidjeti na primjeru nuklearne elektrane. U slucaju da procesi izgaranja nuk-
learnog goriva nisu stabilni, rezultat proizvodnje elektricne energije bio bi ekoloska ka-
tastrofa. U poglavlju Vremenski odziv osnovnih dinamickih c¢lanova opisani su odzivi
sustava s obzirom na polozaj polova u s-ravnini. Tamo je veé¢ prikazano da su odzivi
sustava stabilni (ne raspiruju se) ako se svi polovi prijenosne funkcije G(s) nalaze u lije-
vo] s-poluravnini. Pokazimo to i matematicki. Linearni sustav automatskog upravljanja
stabilan je ako je na proizvoljno ograni¢enu pobudu njegov odziv takoder ogranicen [2]:

lu(t)|] < M za 0<M < oo

7.1
ly@)| <N za 0<N<ox. (7.1)

Ako stabilnost sustava Zelimo izraziti preko tezinske funkcije g(t) = £ 1(G(s)), onda
za asimtotsku stabilnost mora biti zadovoljeno:
lim g(t) = 0. (7.2)
t—o0
Tezinska se funkcija moze dobiti inverznom Laplaceovom transformacijom prijenosne
funkcije G(s) (g(t) = £ 1(G(s))). Kada se G(s) rastavi na proste razlomke prema
Heavisideovom razvoju postoje ¢etiri razli¢ita slu¢aja s obzirom na nultocke nazivnika
(polova):

Polovi su realni i jednostruki

Polovi su konjugirano kompleksni i jednostruki

e Polovi su realni i vigestruki

Polovi su konjugirano kompleksni i viSestruki.
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Prosti razlomei prijenosne funkcije G(s) kombinacija su prethodno navedenih sluc¢ajeva.
Opéi oblik pola je:
Spi = —0; :I:jwi (7.3)

gdje je:

e 0; - realni dio pola sp;

® w; - imaginarni dio pola sp;.

Prijenosnu funkciju mozemo raspisati u obliku prostih razlomaka:

Cy 4. Co & Cs 4 Cy @ Cn
s+p1 S+py s+ps s+ps S+pa (7.4)
G(s) = Gi(s) + Ga(s) + G3(s) + G4(s) + ... + Gn(s).

G(s) =

Inverznom Laplaceovom transformacijom izraza (7.4) dobit ¢emo tezinsku funkciju:

a(t) = g1(t) + ga(t) + g3(t) + g4(t) + .. + gn(?)- (7.5)

S obzirom na vrstu i viSestrukost polova tezinske funkcije g;(f) mogu imati oblik:

e Cie %! ako su polovi realni i jednostruki
e e % (A; coswt + B;sinwt) ako su polovi konjugirano kompleksni

e Citle% ako su polovi realni i vigestruki (broj vigestrukosti ponavljanja je r, a
= [1,2.0r—1])

e tle 7t (A; coswt + Bisinwt) ako su polovi konjugirano kompleksni i vigestruki
(broj viSestrukosti ponavljanja je r, a j = [1,2,..r — 1]).

Opéenitu tezinsku funkciju mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju prethodna
¢etiri slucaja. Da bi sustav bio aperiodski stabilan, zadovoljen mora biti izraz (7.2),
odnosno tezinska funkeija mora i8¢ezavati s vremenom. Tezinska funkcija ée iS¢ezavati
ako i8¢ezavaju eksponencijalni ¢lanovi tezinske funkcije:

im Cie™?* =0 ako 0i>0 = Re{sy <0}

t—oo

lim e7% (A; coswt + B;sinwt) =0 ako 0; >0 = Re{s,; < 0}

o e mb . £ (7.6)
tﬂgocite =0 ako 0:>0 = Re{sy <0}

=i (AL o _ , ,
t&lglote (Ajcoswt + Bisinwt) =0 ako o0; >0 = Re {spi < 0}.

U svim slu¢ajevima eksponencijalni ¢lanovi i¢ezavaju ako i samo ako su realni di-
jelovi polova strogo negativni (Re {sp; < 0}). Stoga e sustav biti stabilan samo ako su
svi polovi u lijevoj s poluravnini (slika 7.1 sivo podrudje).
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jo S - ravnina
X Polov stabiinog sustava

XK Polovi sustava na rubu stabilnosti
¥ Polovi nestabilnog sustava

x

Slika 7.1: S - ravnina (stabilnost sustava)

Sustav se s obzirom na razmjestaj polova u s ravnini dijeli na (slika 7.1):
e Stabilne sustave (polovi u sivom podrudju slike 7.1, lijeva s-poluravnina)

e Granifno stabilne sustave, odnosno sustave na rubu stabilnosti (polovi na imagi-
narnoj osi)

e Nestabilne sustave (polovi u bijelom podrudju slike 7.1, desna s-poluravnina)
Dva pola u lijevoj poluravnini Aperiodski odziv

(realni polowi) (stabilan sustav)
jw  S-ravnina I 0]

B |

Aperiodski odziv

Jedan pol u lijevoj, jedan u desnoj poluravnini
pol u ljevol, § o ol (nestabilan sustav)

{realni polovi)
jo  s-ravnina 3

Slika 7.2: Stabilnost aperiodskih sustava
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Polovi na imaginarmoj osi

Je@ s - ravnina

Poal u ishodistu s ravnine

je s - ravnina

i

Oscilatoran odziv
(Sustav na rubu stabilnosti)

£(n

3

Skokoviti odziv
(Sustav na rubu stabilnosti)

a(n

Slika 7.3: Sustavi na rubu stabilnosti

Polovi u lijevoj poluravnini
(konjugirano kompleksni polovi)

Jm

s - ravnina

3

Priguseni oscilatorni odziv
(stabilni sustav)
2i1)

— -

Raspirujuéi oscilatorni odziv
(nestabilni sustav)

Polovi u desnoj poluravnini
{konjugirano kompleksni polovi)
s - ravnina hen)

Jo

A\ -
vv\;

Slika 7.4: Stabilnost prigu8enih i raspirujuéih oscilatornih sustava

Na slikama (7.2), (7.3) 1 (7.4) prikazane su tezinske funkcije s obzirom na polozaj
polova. Jos jednom smo pokazali da realni dio polova mora egzistirati strogo u lijevoj
s-poluravnini da bi sustav bio stabilan. Swve metode stabilnosti koje ¢emo obraditi u
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nastavku, algebarske ili frekvencijske, zapravo se temelje na tome da su svi polovi u
lijevoj s-poluravnini. Za sustave koji su na rubu stabilnosti (slika (7.3)) dovoljan je i
najmanji poremecaj da sustav postane nestabilan (naravno, moze postati i stabilan).
Ako se u sustavu automatskog upravljanja koristi povratna veza, tada se polovi sustava
izracunavaju iz relacije (4.15) tako da se nazivnik izjednaci s nulom:

14 Gpy(s)Go(s) =0. (7.7)

Jednadzba (7.7) naziva se karakteristicna jednadzba sustava. Metoda odredivanja sta-
bilnosti sustava izratunavanjem polova iz izraza (7.7) jednostavan je i lak zadatak za
sustave prvog, drugog i eventualno treéeg reda jer postoje egzaktne metode za odre-
divanje nultocaka polinoma. Za sustave viseg reda potrebno je koristiti algebarske i
frekvencijske metode za odredivanje stabilnosti sustava jer ne postoje egzaktne metode
za odredivanje nultoc¢aka polinoma.

7.1 Algebarski kriteriji stabilnosti

Algebarski kriteriji stabilnosti su kriteriji stabilnosti za koje nije potrebno rjeSavati di-
ferencijalnu jednadzbu kako bismo ocijenili da li je sustav stabilan ili nije, odnosno nije
potrebno rac¢unati polove prijenosne funkcije sustava. Ove se metode temelje na koriste-
nju koeficijenata diferencijalne jednadzbe (prijenosne funkcije) za odredivanje nalaze li
se polovi u lijevoj ili desnoj poluravnini. U ovom poglavlju obradit ¢emo dva algebarska
kriterija stabilnosti:

e Hurwitzov kriterij stabilnosti

e Routhov kriterij stabilnosti

7.1.1 Hurwitzov kriterij stabilnosti

Hurwitzov kriterij stabilnosti [9] temelji se na diferencijalnoj jednadzbi zatvorenog regu-
lacijskog kruga, odnosno na prijenosnoj funkeiji zatvorenog regulacijskog kruga. Kriterij
se primjenjuje na karakteristi¢nu jednadzbu (7.7):

14 Go(s) = ans™ + n-18""t4+an_28"24+---+a1s+ag=0. (7.8)

Na temelju karakteristi¢ne jednadzbe (7.8) potrebno je sastaviti determinantu (7.9):

Griot On=g Ga=5 ; ; .0
Qnp  Qp—2 0Op—4 Qp—6 - - 0
0 an1 ap3 ans
Ap = ; i o9 B4 s ; P (7.9)
0 . ; . .0
as Qg 0

0 0 . . ay ag Qap
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Iz izraza (7.9) jasno se vidi pravilo kako se popunjava Hurwitzova determinanta A,.
Dimenzija determinante je n x n, gdje je nred sustava. Na glavnu se dijagonalu , pocevsi
odozgo, pisu redom svi koeficijenti pocevsi s ap—1 do ap. lznad svih koeficijenata glavne
dijagonale upisuju se koeficjenti s padaju¢im indeksima, a ispod koeficijenti s rastuéim
indeksima. Na mjesta gdje indeksi postanu veéi od n ili manji od 0 pisu se nule.

Da bi sustav automatskog upravljanja s karakteristicnom jednadzbom (7.8) bio sta-
bilan prema Hurwitzovom kriteriju stabilnosti. nuzno je i dovoljno da sve glavne sub-
determinante [15] Hurwitzove determinante A, budu pozitivne uz uvijet da su i svi
koeficijenti karakteristi¢ne jednadzbe veéi od nule (a; > 0).

H | 9n-1 ‘ an-3 | An-5 . . . 0
B B Bhes @i |Gg|s | 0
, ) 0 n—1 ﬂ-‘n—:j_ p—5
O = B . an  Qp—2 Qnd .
: 0 0
H,, ; ; i . agz a1 0
, 0 0 s . gy ag dg (7. 1“)

Gt s p—1 0On—-3 Qap-—5
n— n—
Hy =ap1,H2 = yH3=| an Gn-2 an-a |,..
Qn aAn—2
0 Qp—1 0Gp-—3
p—1 an_3 an_5 . . . 0
apn—1 0anpn—3 . . . 0
n pn—2 Apn—4 Ap—6 . . 0
(15 an—2 . . . 0
0 Qn—1 Qp-3 Qp—5
H, = yHy = . anp  Qp—2 Qp—4q - . -
. 0 i ; ; S ]
. 2
a a3 ai 0
0 0 . . az ai
0 0 ; : as az ag
(7.11)

Hurwitzove subdeterminante oznacene su u izrazu (7.10), a njih nekoliko izdvojeno
je u izrazu (7.11). PokuSajmo sada odrediti uvjete stabilnosti za sustave prvog, drugog
i tre¢eg Clana s opc¢im koeficijentima. Karakteristiéna jednadzba prvog reda glasi:

14+ Gy(s) =a1s+ag=0. (7.12)

Svi koeficijenti moraju biti veéi od nule i sve subdeterminante Hurwitzove determi-
nante moraju biti vec¢e od nule:

ap > 0,a1 > 0,A1 =ap= Hy = |ap| =ap >0 (7.13)
Karakteristi¢na jednadzba drugog reda glasi:

14 Go(s) = ags® + a;s+ag = 0. (7.14)
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Svi koeficijenti moraju biti veéi od nule i sve subdeterminante Hurwitzove determi-

nante moraju biti vec¢e od nule:

ag > 0,a1 > 0,as > 0,A5 = 4 @
as Qap
0 (7.15)
H1=|a1|=a1>0,H2= % = ajag > 0.
az ap
Karakteristi¢na jednadzba treéeg reda glasi:
(7.16)

14 Go(s) = azs® + azs® + a1s +ag = 0.

Svi koeficijenti moraju biti veéi od nule i sve subdeterminante Hurwitzove determi-

nante moraju biti vece od nule:

as Qp 0
ag > 0,a1 > 0,a2 >0,a3 >0,A3=| az a1 0
U az ap
a a,
H1=|62|=G2>D,H2= a2 aD = asa; — agag > 0 (7.17)
3 1

az ag 0
Hy=|a3 a1 0 |=aga1a9— azag? = agHy > 0.
0 as Qp

Neka je prijenosna funkcija otvorenog kruga:

3s+1
GG(S) = m (718)

Potrebno je odrediti stabilnost zatvorenog kruga automatskog upravljanja (jedini¢éna

povratna veza). Karakteristi¢na jednadzba sustava glasi:

3541 5
1+Go(s) =14 ——"— =0 3542
ol =Lt g g g — Y+ (7.19)

82+35+2+3s+1=0=>5°+65+3=0.

Primjenom Hurwitzovog kriterija stabilnosti:

apg>0,a1 >0,a2>0=3>0,6>0,1>0

— [15] 0 . 6 0 s e
8a=| & g _‘1 3‘:>H1_|6|_6>D (7.20)
6 0
Hs = 1 8 =18>0

zakljutujemo da je zatvoreni krug automatskog upravljanja stabilan jer su svi ko-
eficijenti karakteristicne jednadzbe (7.20) pozitivni i sve subdeterminante Hurwitzove
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determinante pozitivne. Cesto se u sustavu automatskog upravljanja koriste najjednos-
tavniji proporcionalni regulatori (o regulatorima nesto kasnije). Hurwitzowim kriterijem
stabilnosti mogucée je odrediti vrijednost proporcionalnog pojacanja Kp za koju ¢e sus-
tav biti stabilan. Primjer jednog zatvorenog regulacijskog kruga prikazan je na slici
7.8,

Gp(s) G,(s)
u(r) 4 ()
- &, o e >
G (5)
L =
0.01s+1

Slika 7.5: Sustav automatskog upravljanja - stabilnost u ovisnosti o pojacanju Kg

Koristeéi relaciju za zatvoreni krug automatskog upravljanja povratnom vezom (4.15)

mozemo doé¢i do karakteristi¢ne jednadzbe sustava sa slike 7.5.

—4KpR 1
Gols) = CGrls)Gyle) = 1 7 Crvle) = gp1s 21
1 —4Kj (7.21)

1+ Gpy(s)Go(s) =1+ T aal = 0/(0.01s+1)(s+1)

0.01s> +1.01s + 1 —4Kg = 0.

Iskoristimo sada Hurwitzov kriterij stabilnosti za odredivanje parametra proporcionalnog
regulatora:

ag >0,a0 >0,a0 >0=0.01>0,101>1—-4Kp >0= K <0.25

101 0
Az—‘om 1_M(R‘=>Hl_|1.01|_1.01>0, (7.2
M| O LB AR s L=l e B
2= Gl 1tk |~ PO AER s Ldiae- = Re<iion.

Iz oba uvjeta proizlazi da poja¢anje proporcionalnog regulatora mora biti Kg < 0.25.
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wrijerme, [s]

Slika 7.6: Odziv sustava automatskog upravljanja u ovisnosti o pojacanju Kg

Na slici 7.6 prikazan je odziv sustava na jedini¢nu skokovitu pobudu za nekoliko
vrijednosti pojacanja Kgr. Ako je Kr > 0.25, odziv sustava je nestabilan (slika 7.6
za Kp = 0.3). Hurwitzov kriterij stabilnosti primjenjiv je za sustave do treceg reda,
a za sustave Cetvrtog i viSeg reda komplicira se izratun subdeterminanti Hurwitzove
determinante. Za odredivanje stabilnosti sustava potrebno je znati prijenosnu funkeiju
koja opisuje sustav, Sto ¢esto nije moguce.

7.1.2 Routhov kriterij stabilnosti

Nedostatak proracuna subdeterminanti u Hurwitzovom kriteriju stabilnosti rijesio je
engleski matematic¢ar Edward John Routh. On je predloZio metodu za ispitivanje stabil-
nosti sustava koja je vrlo slicna Hurwitzovoj metodi, ali s pojednostavljenim prora¢unom.
Routhov kriterij stabilnosti primjenjiv je za sustave viseg reda (n > 3) i provodi se u
dva koraka [16]:

1. Potrebno je provjeriti da li su koeficijenti karakteristicne jednadzbe svi istog pred-
znaka i da li neki od koeficijenata nedostaje. U sluc¢aju da su koeficijenti razlic¢itog
predznaka ili nedostaje neki koeficijent a;, sustav je nestabilan i nije potrebno
provjeravati 2. korak. Ako su svi koeficijenti istog predznaka i ako postoje svi
koeficijenti a;, tada je karakteristi¢na jednadzba kandidat za 2. korak Routhovog
kriterija stabilnosti.

2. U ovom koraku kreira se Routhova tablica. Koeficijenti karakteristiéne jednadzbe
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najprije se razvrstaju u dva retka. Routhova tablica ima n + 1 redaka:

s" an Qp—2 Gp—4 Gp-6 Qn—8§
- gyt Ghd 4B % G
gh—2 b1 bo bs by bs
g3 C1 Ca C3 C4
(7.23)
s2 wy wa
st T
s? n

Iz Routhove tablice (7.23) vidimo nacin kreiranja tablice. Prvi je stupac zapravo
pomocni stupac koji nam pomaze u kreiranju tablice, a sastoji se od svih n+1 po-
tencija od s, gdje n predstavlja red sustava. Dakle, u prvi stupac odozgo prema do-

n—1 gn=2 s2 s, 5% U prviredak upisuje

lje popunjavaju se redom potencije s", s
se, s lijeva na desno, svaki drugi koeficijent karakteristi¢ne jednadzbe poéevsi od ko-
eficijenta uz najvisu potenciju od s u karakteristi¢noj jednadzbi (an, an—2, @n—4, ...).
U drugi redak upisuju se, s lijeva na desno, svaki drugi koeficijent karakteristi¢ne
jednadzbe pocevsi od koeficijenta a,—1. Ispod prva dva retka upisuju se koeficijenti

b1, b2, ba, ... koji se izracunavaju prema sljedecem pravilu:

. Qn ap—2
b p—1 0On—3 (p—10n—2 — Qpln_3
1= = ;
Ap—1 ap—1 (7 24)
. an an—4
p—1 0Gn-—5 An—10n—4 — Apnln—5
by = = e
an—1 an—1

Koeficijenti ¢y, ¢, €3, ... izratunavaju se prema sljedeéem pravilu:

_ | @n—1 Qn-3
bl b?) an_gbl == ﬂ,n_lbz
= b - b
% % (7.25)
p—1 Qan—5
b b3 an—5b1 — an—1b3
c2 = 5 = o -

Koeficijenti se dalje izrac¢unavaju prema istoj shemi pa tako se zadnji koeficijent u
tablici ¢y izracunava kao:

wy wa
z; O Wo Ty

- = - " 7.26
U1 . g (7.26)
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Sustav ¢e dakle biti stabilan (imat ¢e negativne realne dijelove polova) ako su
svi koeficijenti u prvom stupcu Routhove tablice istog predznaka. Broj nestabilnih
polova jednak je broju promjena predznaka koeficijenata u prvom stupcu Routhove
tablice.

Dana je prijenosna funkcija zatvorenog kruga automatskog upravljanja:

25+ 5

G(s) = : T27
(s) st 433 +22 +s5+1 (%:27)
Karakteristiéna jednadzba sustava je:

s +33+252+s+1=0. (7.28)

Napravimo najprije 1. korak Routhovog kriterija, odnosno provjerimo da li su svi predz-
naci karakteristi¢ne jednadzbe (7.28) istog predznaka i postoje li svi koeficijenti. Karak-
teristi¢na jednadzba zadovoljava 1. korak Routhovog kriterija pa stoga mozemo zapoceti
kreirati Routhovu tablicu. Najprije postavimo pomo¢ni stupac sa svim potencijama od
s:

(7.29)

W W & W
=R -

n

Sada je potrebno popuniti prva dva retka Routhove tablice koeficijentima karakte-
risticne jednadzbe (7.28):

Coolll (N |
#1383 T @
s2 | b b2 O (7.30)
st |eg 00
s |di 0 0
Koristeéi pravila (7.24) izracunajmo koeficijente by, by:
ER ‘ 3 ‘
3 1 ) 30 i
3 3 3 3 3
Routhova tablica zasad izgleda ovako:
1L 24
# |3 14
#l2 18. (7.32)
s' e 00
s {di 00
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-

Koristedi pravila (7.25) izracunajmo koeficijent ¢;:

1‘
1 =(3—2) 4
=; 5 3 ! (7.33)

=

eolenwlon @

U tablici se pojavljuje koeficijent ¢; s razli¢itim predznakom od svih koeficijenata u
prvom stupcu §to upudéuje na nestabilnost sustava:

|l 1 21
= I & 4.0
#| 2 L8 (7.34)
g | 200
80 dl 00

S obzirom da broj promjena predznaka odreduje broj polova u desnoj s - poluravnini
izratunajmo zadnji koeficijent dy da vidimo koliko imamo nestabilnih polova:

1|
0 =
dlziz

Lalen
=

=
o
|
—

(7.35)

S,
ol

Routhova tablica za sustav s karakteristi¢cnom jednadzbom (7.28) ima sljedeci oblik:

2] 1 21
s3 3 1 0
# |2 LU, (7.36)
ss|-3 00
s9 1 0 0

Zadnji je ¢lan u Routhovoj tablici (7.36) pozitivan &to znadi da su se dogodile dvije
promjene predznaka koeficijenata u prvom stupcu Routhove tablice. Broj promjena
predznaka u prvom stupcu Routhove tablice odgovara broju nestabilnih polova (polova
u desnoj s poluravnini). Koristenjem racunskih alata dobiveni su sljedeéi polovi za
sustav (7.27):

Sp1 = —1

Spg = —2.2056

sp3 = 0.1028 + 50.6655

sps = 0.1028 — j0.6655

(7.37)

§to upucuje na dva konjugirano kompleksna pola koji se nalaze u desnoj s poluravnini.
Prema tome, sustav je nestabilan.

Dana je karakteristi¢na jednadzba sustava s promjenjivim parametrom Kpg:

0.01s® +1.01s> + s+ 1 —4Kr = 0. (7.38)
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Napravimo najprije 1. korak Routhovog kriterija, odnosno provjerimo da li su svi pred-
znaci karakteristicne jednadzbe (7.38) istog predznaka i postoje li svi koeficijenti. Na-
vedeni uvjeti vrijedit ée samo ako je:

1—-4Kp>0= Kgr <0.25. (7.39)

Ako vrijedi (7.39), zadovoljen je 1. korak Routhovog kriterija te mozemo zapoceti kreirati
Routhovu tablicu. Najprije postavimo pomoéni stupac sa svim potencijama od s:

v

(7.40)

w

3
2
1
0

tn

a zatim popunimo prva dva retka Routhove tablice koeficijentima karakteristi¢ne jed-

nadzbe: ,
s3 | 0.01 1
s | 1.01 1—-4Kp
a by 0 . (7.41)
80 c1 0
[zractunajmo sada koeficijent by:
| 0.01 1
B 1.01 1-4Kp | 1.01-0.01+0.04Kr 1+40.04Kp Y 49
= 1.01 B 1.01 L0l (7.42)

Kako se predznak koeficijenta by ne bi promijenio, koeficijent by mora biti strogo pozi-

tivan:
14+ 0.04Kpg

1.01
Iz izraza (7.43) dobiven je jo§ jedan uvjet za koeficijent K. Routhova tablica sada ima
oblik (7.44):

>0= Kp > —25. (7.43)

s3 0.01 1
2
S 1.01 1-4Kp
sl | 1+0.04Kp 0 . (7.44)
1.01
SO (5] 0
Izractunajmo jo§ koeficijent ¢;:
1.01 1—4Kp
1+0.04Kp 0 14+0.04Kn (1 _ 4
1= Ll _ 1o R) _1_ 4k, (7.45)
+0.04Kp 140.04Kg
1.01 1.01

Routhova tablica za sustav opisan karakteristicnom jednadzbom (7.38) ima oblik (7.46):

83 0.01 1

2| 101 1-4Kp i}

ol | 1+0.04Kp 0 . (7.46)
1.01

& | 1--dKs 0
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Kako ni zadnji ¢lan prvog stupca Routhove tablice ne bi promijenio predznak, mora
vrijediti:
1-4Kp > 0= Kg <0.25. (7.47)

Ako napravimo presjek sva tri uvjeta koja smo dobili ((7.39), (7.43) i (7.47)) dobije
se da koeficijent Kg mora biti:

Kr<025NKg>-25NKgr <0.25 = Kg € (—25,0.25) . (7.48)

Ako pretpostavimo da je karakteristicna jednadzba (7.38) nazivnik prijenosne funk-
cije:

1—-4Kpgp

G(s) = ,
() = 001+ 1012 + s +1_4KR

(7.49)

mozemo dobiti odziv sustava na jedinié¢nu skokovitu pobudu za razlicite vrijednosti
koeficijenta Kp (slika 7.6). Sa slike 7.6 oc¢igledno je da je sustav nestabilan za vrijednosti
koeficijenta Kg koje nisu unutar intervala (—25,0.25).

vrijeme, [s]

Slika 7.7: Odziv prijenosne funkcije (7.49) u ovisnosti o pojacanju Kg

Routhov kriterij prihvatljiv je za sustave viSeg reda §to mu je i prednost nad Hurwit-
zovim kriterijem stabilnosti. Takoder, omogucuje pregled broja nestabilnih polova sus-
tava. Nedostatak mu je taj §to moramo znati prijenosnu funkciju sustava ili diferenci-
jalnu jednadzbu sustava.
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7.2 Frekvencijski kriteriji stabilnosti

Algebarski kriteriji stabilnosti mogu se primijeniti na sustave ¢ija je diferencijalna jed-
nadzba poznata, odnosno ako poznajemo prijenosnu funkeiju sustava. Cesto to nije
moguée pa su algebarske metode stabilnosti neupotrebljive u svrhu odredivanja stabil-
nosti sustava. Za sustave kod kojih ne poznajemo diferencijalnu jednadzbu (prijenosnu
funkeiju) koja opisuje dinamiku sustava koristit éemo frekvencijske kriterije stabilnosti.
Kod frekvencijske analize nekog sustava snima se pojacanje sustava i fazni pomak sustava
za razne frekvencije. Od frekvencijskih kriterija, obradit ¢emo dva kriterija:

1. Nyquistov kriterij stabilnosti

2. Odredivanje stabilnosti pomoéu Bodeovog dijagrama
Odredivanje stabilnosti pomoéu Bodeovog dijagrama zapravo je prezentacija Nyquisto-
vog kriterija stabilnosti u Bodeovom dijagramu.
7.2.1 Nyquistov kriterij stabilnosti

Nyquistov kriterij [2], [10], [8] stabilnosti polazi od otvorenogo kruga sustava automat-
skog upravljanja. Nyquistov dijagram u polarnom obliku definiran je izrazom:

G(jw) = |G(jw)| e *&(CGD), (7.50)

Za raspon svih frekvencija, Nyquistov dijagram poprima vrijednosti koje su definirane
tockom koja je od ishodista udaljena za |G(jw)| pod kutom od arg(G(jw)).

A

e(r) GO (S) » )_;

u(1)= Asin ot

B

A1

Slika 7.8: Nadomjesna shema za odredivanje stabilnosti sustava Nyquistovim kriterijem

Na slici 7.8 prikazana je nadomjesna shema [10] za odredivanje stabilnosti sustava
Nyquistovim kriterijem. U pocetku, neka je ukljucena sklopka A na slici 7.8, a iskljucena
sklopka B, §to znaci da nema povratne veze. Na sustav dovedemo harmonicku pobudu
oblika:

e(t) = u(t) = Asinwt. (7.51)
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U poglavlju o frekvencijskom odzivu osnovnih dinamickih ¢lanova spomenuli smo da
nakon prijelaznih pojava u sustavu, izlaz sustava Go(s), ako na njega djeluje harmonicka
pobuda, poprima oblik:

y(t) = |Go(jw)| Asin(wt + arg(Go(jw))), (7.52)

gdje je |Go(jw)| pojacanje sustava na frekvenciji w, a arg(G,(jw)) fazni pomak na frek-
venciji w. Frekvenciju na kojoj argument ima vrijednost —m (arg(Go(jwr)) = —m),
nazovimo wy frekvencijom. Ako u izraz (7.52) uvrstimo arg(Go(jwr)) = —m, dobit
¢emo:

Y(t) = |Go(jwr)| Asin(wgt — ) = — |Gy (jwr)| A sin(wyt). (7.53)

Pretpostavimo da je na frekvenciji wy iznos pojacanja sustava jedan ( |Go(jwr)| — 1).
Izlazni signal sada poprima oblik:

y(t) = —Asin(wqt). (7.54)

Kada bismo u istom trenutku isklju¢ili sklopku A, a ukljucili sklopku B, sustav bi se
jednako ponagao i titrao bi vlastitim oscilacijama. Prethodni zaklju¢ak vrijedi, jer kad
iskljucimo sklopku A, a uklju¢imo sklopku B, ulaz u sustav je:

e(t) = 0 — y(t) = Asin(wst). (7.55)

Ako usporedimo izraz (7.51) i (7.55) uocavamo jednakost signala. U ovom slu¢aju sustav
je na rubu stabilnosti. U slucaju da je pojacanje sustava na frekvenciji wy; manje od
jedan ( |G,(jwr)| < 1), odziv sustava bi priguSenim oscilacijama tezio nuli, odnosno
sustav je stabilan. Ako je pojaanje sustava na frekvenciji wy vece od jedan ( |Go(jwnr)]
= 1), odziv sustava bi se raspirivao, amplituda signala tezi u beskonaéno i sustav je tada
nestabilan. Ako u relaciju (7.50) uvrstimo sve poznate parametre na frekvenciji wy i
pretpostavimo da je sustav na rubu stabilnosti u Nyquistovom dijagramu, dobit é¢emo:

G(jwr) = |G(jwn)| € 28 C0«) = 1.¢79™ = 1. (cos(—m)+j sin(—m)) = —1+j-0. (7.56)

Kompleksna tocka (-1, 70) u Gaussovoj ravnini (Nyquistov dijagram) zapisana izrazom
(7.56) naziva se kriti¢énom tockom (slika 7.9).

‘ JIm |G, (je)]

(=1,7-0)
g >

" _ Re{G (jo)}
(0;.’

Slika 7.9: Nyquistov dijagram - kriti¢na tocka
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Navedimo Nyquistov kriterij stabilnosti. Zatvoreni sustav automatskog upravljanja
(slika 7.8) (zatvoren povratnom vezom) biti ¢e stabilan ako potpuni Nyquistov dijagram
otvorenog kruga Go(s) zaobilazi kriticnu tocku (-1, 70) s desne strane, odnosno ako ne
okruzuje kriti¢nu tocku s lijeve strane.

Potpuni Nyquistov dijagram prikazuje frekvencijsku karakteristiku za raspon frek-
vencija —oo < w < 00. Do sada smo crtali frekvencijsku karakteristiku samo za pozitivne
frekvencije. Ako zelimo dobiti Nyquistov dijagram za raspon frekvencija —oo < w < 00
potrebno je napraviti zrcalnu sliku frekvencijske karakteristike za pozitivne frekvencije
s obzirom na realnu os. Potpuni Nyquistov dijagram prikazan je na slici 7.10

AimiG (jeo)}

o=y El'l

@0 jRe{G,(jo)}

Slika 7.10: Potpuni Nyquistov dijagram stabilnog sustava

A G e A o) A jmicue)
|Gljm ) <1 |Gl )|=1 |Gliw,)|>1
=0T =f 7 -1,7:0
CLaD 0 Re{G, )} Gl s Re{, () (__’_i )[J Re {5, o}
i s J o |

{ = |

\'\_\ o \_\ /_f'

\%T_M__F__,._-:_.J___/ 9 E

e ~—
a) stabilan sustav b) sustav na rubu stabilnosti c) nestabilan sustav

Slika 7.11: Nyquistov dijagram: a) stabilan sustav, b) sustav na rubu stabilnosti, ¢)
nestabilan sustav

Prema Nyquistovom kriteriju stabilnosti na slici 7.11 a) prikazan je stabilan sustav
jer krivulja Nyquistovog dijagrama zaobilazi kriti¢nu tocku (-1, 50) s desne toc¢ke.U ovom
slucaju vrijedi |Go(jwr)| < 1. Ako Nyquistova krivulja prolazi kroz kritiénu tocku (-1,
j0) tada je sustav na rubu stabilnosti (slika 7.11b)). U ovom sluc¢aju vrijedi |Go(jwr)| =
1. U zadnjem slucaju (slika 7.11c)) sustav je nestabilan jer Nyquistova krivulja zaobilazi
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kriti¢nu tocku (-1, jO) s lijeve strane. U ovom slucaju vrijedi |Go(jwr)| > 1. Za ovako
jednostavne slucajeve nije potrebno crtati potpuni Nyquistov dijagram jer je jasno da
zrcalna slika ne zaobilazi kriticnu tocku (-1, j0) s lijeve strane. Da bismo u sustavu
odredili gdje Nyquistova krivulja sijece realnu os Gaussove ravnine, potrebno je najprije
odrediti frekvenciju wy. Prijenosnu funkeiju u frekvencijskoj domeni G(jw) mozemo
zapisati kao:

G(jw) = Re{G(jw)} + j Im {G(jw)} . (7.57)
Kandidate za frekvenciju wy; dobit éemo tako da imaginarni dio prijenosne funkcije u
frekvencijskoj domeni G(jw) izjednacimo s nulom:

Im {G(jwr)} = 0= wy. (7.58)

Ovo je intuitivno jasno jer krivulja da bi sjekla realnu os mora imati imaginarni dio
jednak nuli. Od izracunatih kandidata za wy, za Nyquistov kriterij stabilnosti koristimo
samo one za koje vrijedi da je arg(G(jwy)) = —m, odnosno one ¢iji je realni dio negativan
(Re{G(jwr)} <0). lzracunata frekvencija wy uvrsti se u realni dio (Re {G(jwr)}) te se
dobije tocka u kojoj Nyquistova krivulja sijece realnu os. Ako je broj Re {G(jwx)} > —1
sustav je stabilan. U slucaju da je Re{G(jwx)} = —1 sustav je na rubu stabilnosti.
Konacno, ako je Re {G(jwr)} < —1 sustav je nestabilan. Navedeni su slucajevi ekviva-
lentni onima koji su opisani slikom 7.11. Bitno je naglasiti da Nyquistov kriterij vrijedi
za sustave s jedini¢nom povratnom vezom. Ako u povratnoj vezi postoji blok (prijenosna
funkcija), tada je sustav potrebno svesti na jedini¢nu povratnu vezu. PokuSajmo sada
za sustav koji ima prijenosnu funkciju otvorenog kruga Go(s):
B 1
T 8435242541
odrediti stabilnost Nyquistovim kriterijem stabilnosti. Najprije u prijenosnu funkeiju
otvorenog kruga (7.59) uvrstimo supstituciju s = jw:

1
jwd — 3w? + 2w+ 1"

Go(3) (7.59)

Go(jw) = — (7.60)

Nakon toga, izraz (7.60) zapiSemo u obliku Go(jw) = Re {Go(jw)} + 7 Im {Go(jw)}:

G 1 1—3w2—j(2w—w3)
O(Jw)_1_3w2+3(2w_w3)1—3{_,_;2—3(2&.}—{:.13) 7 61

: 1— 3w? . 2w — w3 s
Go(jw) =

(1-322+ (2w —w?)? “(1—3022 + (2w —wd)

Da bismo dobili kandidate za frekvenciju wy, potrebno je imaginarni dio izraza (7.61)
izjednaditi s nulom:

. 2w — w? 2 2
T e e -
w—w=0=w?—2w=0=ww?-2)=0 (7.62)
w1 =0s!

w2‘32 = 2=0= Wwa 3 = :t\/is_l.
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Razmatrat ¢emo samo pozitivne frekvencije tako da imamo dva kandidata za frekvenciju
Wi, wp = 0571 i wy = /2571, Ako u realni dio izraza (7.61) uvrstimo w; = 0s™!
dobijemo:

— 3w?
Re{G,(jw)} = - 3w21)2 +3(2w — ) =1. (7.63)

w=0s"1

S obzirom da smo dobili pozitivan broj kao rezultat uvritavanja wy = 0s~! u realni
dio izraza (7.61), w1 = 0s™! se ne koristi u Nyquistovom kriteriju jer ne vrijedi da je
arg(G(jw;)) = 7. Preostaje nam drugi kandidat wy = v/2s~1. Uvrstimo i njega u realni
dio izraza (7.61):

1—3w? 1-3-2 1
Re {G,(jw)} = =———°° = __=_02
#1Go(j)} (1-3u2) + 2w—w?)l g (1-3-2°+0 5

(7.64)
Za ovu frekvenciju vrijedi da je arg(G(jws)) = — te je tako frekvencija wy = v/2s7L.
Realni dio Re {G,(jwr)} jednak je -0.2 8to znadi da vrijedi Re {G,(jwr)} > —1. Slijedi
zakljucak da je sustav stabilan. Nyquistov dijagram sustava (7.64) prikazan je na slici
72

| i 15, ey

(-1,7-0) . ]
. T -
4 ‘}_) - ~ f},} Re G, (jm))
( @=v2 =y
HH"“.._._._‘

Slika 7.12: Nyquistov dijagram sustava (7.59)

Odziv zatvorenog sustava s jedini¢nom povratnom vezom koji ima prijenosnu funkeiju
zatvorenog kruga (7.59) prikazan je na slici 7.13.
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Slika 7.13: Odziv sustava s jediniénom povratnom vezom i prijenosnom funkcijom otvo-
renog kruga (7.59)

Prijenosna funkcija zatvorenog sustava automatskog upravljanja je:

K
s34+22 425+ K

G(s) = (7.65)
Potrebno je odrediti raspon koeficijenta K > 0 za koji ¢e sustav biti stabilan. Ono §to
moramo uociti je to da se Nyquistov kriterij primjenjuje na prijenosnu funkeiju otvorenog
kruga Go(s). Nama je u izrazu (7.65) dana prijenosna funkeija zatvorenog regulacijskog
kruga. Sustav za koji se primjenjuje Nyquistov dijagram mora biti sveden na jediniénu
povratnu vezu prema izrazu (4.17). Koristedi izraz (4.17) za zatvoreni regulacijski krug
mozemo izvesti izraz za prijenosnu funkeiju otvorenog kruga Go(s). To zna¢i da mozemo
odrediti funkciju otvorenog kruga ako znamo funkciju zatvorenog kruga automatskog
upravljanja. Prema izrazu (4.17) slijedi:

G(s) = %/ (14 Go(s)) = G(3) (1L + Go(s)) = Go(s) =

G(s) = Go(s) — Go(s)G(s) = G(s) = Go(s)(1 — G(s)) = (7.66)
__G(s)

Go(s) = -G

Primijenimo sada izraz (7.66) na prijenosnu funkciju zatvorenog kruga (7.65):

K K
Go(s) = G(s) _  F55243s7K  _  Si349siK
' R G(s) T K T 894252425+ K- K
54252425+ K 534252425+ K (7.67)
K
Go(s)

:s3+232+25'
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U prijenosnu funkeiju otvorenog kruga (7.67) uvrstimo supstituciju s = jw:

; K
Go(jw) = P o T o (7.68)
Napisimo sada izraz (7.68) u obliku Go(jw) = Re{Go(jw)} + 7 Im {Go(jw)}:
_ K —2w? —j (2w —w?
Goljw) = —5—5——o——3y = 2_-( e 3)
2w? + j (2w — w3) —2w? — j (2w — w?)
_ —2Kuw? - K (2w—uw?
GO(JL‘J) - 4 2 = 4 ( ) 7
dwt + (2w — w?) dwt + (2w — w?)
. —2Kw? ) K (2w — w?® (7.69)
Go(jw) = i ( ) 2
w? (42 +(@2-w?)?) w? (4 +(2-w?)?)
: —2K . K(2-u?
Go(jw) = - ( )

4w+ (2-w?)’ jw (4w2 +(2— w2)2)

Da bismo dobili kandidate za frekvenciju wy potrebno je imaginarni dio izraza (7.69)
izjednaditi s nulom:

K (2 - w?)
w (4w2 +(2— w2)2)

2_w2=0=>w1,22—2=0=>w1,2=:|:\/58_1.

Im{G,(jw)} = — =0/ -—w (4w2 + (2 - w2)2)

(7.70)

Razmatrat éemo samo pozitivne frekvencije tako da imamo jednog kandidata za frek-
venciju wy, w1 = wy = V25~ 1. Uvrstimo w; = v/2s! u realni dio izraza (7.69):

2K 2K K

Re{G,(jw)} = =——=——=—0.25K. Vel
{ O(J )} 4I’-¢J’2 + (2 —W2)2 wﬁzﬁs_l 4.2 4 ( J
Na frekvenciji wy mora vrijediti da je Re {G(jwr)} > —1:
—-K
—>-1=>-K>-4=>K<A4. (7.72)

4

U uvjetu zadatka naveli smo da je K > 0. Na temelju svega navedenog, sustav ¢e biti
stabilan ako vrijedi:

K €(0,4). (7.73)
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A /=600

0 Re{G,(j0)}

@ —» 0

w=0

“_»

Slika 7.14: Nyquistov dijagram sustava (7.67)

Odziv zatvorenog sustava s jedini¢nom povratnom vezom koji ima prijenosnu funkeiju
zatvorenog kruga (7.65) prikazan je na slici 7.14.

vhijeme, [3]

Slika 7.15: Odziv sustava s jediniénom povratnom vezom i prijenosnom funkeijom otvo-
renog kruga (7.65)

Na slikama 7.14 1 7.15 prikazani su Nyquistovi dijagrami i prijelazne funkeije sustava
(7.65) za pojedine vrijednosti pojacanja K. Kada Nyquistova krivulja prolazi desno od
kriti¢ne tocke (-1, j0) sustav je stabilan §to se vidi i na odzivu sa slike7.15 za K = 2. Ako
Nyquistova krivulja prolazi kroz kriti¢nu tocku (-1, j0), sustav je na rubu stabilnosti §to
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se vidi i na odzivu sa slike7.15 za K = 4. Konaéno, ako Nyquistova krivulja prolazi lijevo
od kriticne tocke (-1, j0), sustav je nestabilan, a odziv sustava raspirujuéi prema slici
7.15 za K = 6. Nyquistov kriterij stabilnosti ne govori nam samo o tome da li je sustav
stabilan ili nestabilan ili je mozda na rubu stabilnosti, veé¢ daje informaciju i o rezervi
stabilnosti. Rezerva stabilnosti zapravo govori koliko smo daleko od kriticne tocke na
frekvenciji wy ili koliko smo daleko od faznog pomaka m za vrijednost G,(jw) = —1.
Kada govorimo o rezervi stabilnosti, onda postoje dvije rezerve/ dva osiguranja [17]:

e Amplitudno osiguranje
e [azno osiguranje .

Amplitudno osiguranje je pojacanje koje je potrebno dodati u sustav da bi Nyquistova
krivulja na frekvenciji wy = —x prolazila kroz kriti¢nu tocku (-1, j0). Matematicki
gledano, amplitudno osiguranje definiramo kao:

. d
|Go(Gwn)|”

Amplitudno osiguranje prikazano je na slici 7.16.

Ay (7.74)

A jin{G,(jo)}

Go (j(‘o.-'r}| i I

Slika 7.16: Amplitudno osiguranje

Fazno osiguranje definira se kao fazni kut izmedu negativnog dijela realne osi i tocke
Nyquistove krivulje koja po apsolutnom iznosu ima jedini¢no pojacanje. To je kut koji
je potreban da Nyquistova krivulja dosegne kriti¢nu to¢ku (-1, j0). Matematicki, fazno
osiguranje definiramo kao:

|Go(jwe)| =1
v =7+ arg(Go(jwe)) (7.75)
7 [°] = 180 + arg(Go(jwe)) [°] -

U izrazu (7.75) pojavljuje se tzv. presjecna frekvencija w, koja se definira kao frekvencija
na kojoj frekvencijska prijenosna funkcija G,(jw) ima jedini¢no pojacanje (po apsolutnoj
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vrijednosti). Nalazi se na mjestu gdje Nyquistova krivulja sijede jediniénu kruznicu.
Presjecna frekvencija slijedi iz uvjeta:

Fazno osiguranje i presjecna frekvencija prikazani su na slici 7.17.

5l J Im{G,(jo)}
il W™
il Hy
7 \
/I e w 1
. \
L0 o Al 'y
o 7 f -
'1\ 3 | Re{G,(jo)}
/
\
g 4 (G, (jo.))
X ;
\\\ ,/
T T r=rrasGGe)
@ =0

Slika 7.17: Fazno osiguranje

okusajmo sada za prijenosnu funkeiju otvorenog kruga s):
Pok ; d funl t ! G,

1

Gia)= s34+ 352435

(7.77)

odrediti amplitudno i fazno osiguranje. Potrebno je odrediti frekvencije wy 1 we. U
prijenosnu funkciju otvorenog kruga (7.77) uvrstimo supstituciju s = jw:

1

o(Jw) = — 4 7.78
Golj) —jw? — 3w? + 3jw (%9
Napisimo sada izraz (7.78) u obliku G,(jw) = Re{G,(jw)} + 7 Im {G,(jw)}:
_ 1 —3w? — j (8w — w?
Go('}w) = 2 > 3 2 j'( 3)
—3w? + j (Bw — w3) —3w? — j (Bw — w3)
: —3w? 5 3w —w?
Go(jw) = 7 —J 2
9wt + (3w — w3) 9w + (3w — w?)
_ —3w? ) w(3—w? (7.79)
Go(Jw) = 9 —J ( ) 9
w? (9w2 + (3 —w?) ) w? (9w2 + (3 —w?) )
; —3 : 3—w?
Go(jw) =

T By (a4 3-w2))
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Da bismo dobili kandidate za frekvenciju wy potrebno je imaginarni dio izraza (7.79)
izjednaditi s nulom:

3 —w? i 5 e
w(9w2+(3—w2)2)_0/ (%2+(3 2)) (7.80)

3—-w?=0=2w?-3=0=w==+v3s1

Im{Go(jw)} = —j

Razmatrat ¢emo samo pozitivne frekvencije tako da imamo samo jednog kandidata za
frekvenciju wy, wy = Vv3s~ L. Uvrstimo wi = v/3s~! u realni dio izraza (7.79):

-3 1
Re{G,(jw)} = =——. 7.81)
(o) 902 + (3 —w?)?|_ /51 :
Za frekvenciju wy = v/3s~1 vrijedi da je arg(G(jw1)) = —7 te je tako frekvencija wr =

v/3s7L. Realni dio Re {G,(jwr)} jednak je -1/9 sto znaci da vrijedi Re {Go(jwr)} > —1.
Slijedi zakljucak da je sustav stabilan. Postavlja se pitanje s kojom je rezervom sustav
stabilan. Na frekvenciji wy vrijedi:

Go(jwﬂ) = Re {Go(jwﬂ)} (782)

jer je imaginarni dio od Go(jw) jednak nuli. Primjenimo li izraz (7.74) na rezultat izraza

(7.81), dobit ¢emo amplitudno osiguranje:

B 1 B 1 8
|Go(Gwn)l — [Re{Go(jwn)} — |3

Dobili smo da je amplitudno osiguranje jednako 9 8to znaci da se u proces otvorenog

Ar

=9. (7.83)

kruga Go(s) moze unijeti dodatno pojacanje, a da sustav i dalje ostane stabilan. To
dodatno pojacanje mora biti manje od 9. Ako je jednako 9, sustav je na rubu stabilnosti.
Da bismo odredili presjeénu frekvenciju, potrebno je odrediti gdje Nyquistova krivulja
sijece jedini¢nu kruznicu (izraz (7.76)):

1 1

|Go(jwe)| = : N
T B g Bue =) a4 (B — )’

=1. (7.84)

Matematicki gledano, ovaj je problem slozen jer je potrebno rijesiti jednadzbu (7.84):
1 1 2

=1/ — 7 =1/ (Owe’ + (3we —we®)") =
\/9%4 + (Bwe — we3)? Iwet + (Bwe — we?)

glr-:l-;'{-,4 + (3(&’6 === wc3)2 = .

(7.85)
Koristeéi numericke metode rjeSavanja jednadzbi ili napredne alate za izra¢unavanje
nultocaka funkeije, dobit éemo da je presjecna frekvencija w, jednaka:

9wt + (Bwe —w2)? = 1= w, = 032757 L. (7.86)
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Na presjec¢noj frekvenciji potrebno je odrediti fazno osiguranje prema izrazu (7.75):

v = + arg(Go(jwe)) =  + arctan (M)

Re {Go (ch)}
&Uc_wca

_Q‘UC4+(3“)¢_U£3) w?: —3 —2.893
¥ = m + arctan 302 = m + arctan = m + arctan
—fgwc4+(3w:—wc3) —3we —0.981

v=m— 1.898 = 1.244 = 71.27°.

(7.87)

Amplitudno i fazno osiguranje sustava (7.77) prikazano je na slici 7.18.

ol e .
5. | Jm{G, ()
/// T _-h“"w\
g —b—:—d—- N\
/ \
/ | \
/ | @ —> 0 \
1.5/ | \
L j0) @, { F1 >
\ | Re{G,(jo)}
\ /
% are(G, (j,)) £ -108.73°
N ’
y=T71.27° Yo, -
a):O_J

Slika 7.18: Amplitudno i fazno osiguranje sustava (7.77)

Fazno osiguranje ¢esto je bolja mjera za rezervu stabilnosti i usko je vezano za na-
dvisenje prijelazne funkcije te tako utjete na kvalitetu odziva. Vezu izmedu faznog
osiguranja i nadviSenja prijelazne funkcije opisat ¢emo u poglavlju Sinteza regulacijskog
kruga sustava automatskog upravljanja.

7.2.2 Odredivanje stabilnosti pomoéu Bodeovog dijagrama

Amplitudno i fazno osiguranje lakse je reprezentirati pomocéu amplitudno frekvencijskih
i fazno frekvencijskih karakteristika, odnosno Bodeovim dijagramom. Bodeov dijagram
¢escée se koristi u praksi od Nyquistovog dijagrama zbog jednostavnije konstrukeije sa-
mog dijagrama. Amplitudno i fazno osiguranje takoder ¢emo prenijeti iz Nyquistovog
dijagrama u Bodeov dijagram na vrlo jednostavan nacin. Amlitudno fazna karakteristika
definira se kao 20log |G,(jw)|. Ako tu definiciju primijenimo i na amplitudno osiguranje
A, (izraz (7.74)), dobit ¢emo amplitudno osiguranje s prikazom u Bodeovom dijagramu:
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A, [dB] =20log A, = 20log = —20log |G, (jwy)| - (7.88)

1
|Go(jwr)|
Za frekvenciju wy vrijedi da je fazni pomak sustava -180° sto u fazno frekvencijskom dija-
gramu predstavlja takoder -180°. Na presjecnoj frekvenciji w,. vrijedi da je |G, (jwe)| = 1.
Ako to zelimo preslikati u amplitudno frekvencijsku karakteristiku, onda vrijedi:

201og |G, (jwe)| = 20logl = 0. (7.89)

Iz izraza (7.89) slijedi da se frekvencija w, definira presjecistem amplitudno frekvencijske
karakteristike s frekvencijskom osi. Kada odredimo frekvenciju we u fazno frekvencijskom
dijagramu, odredimo fazni pomak sustava na frekvenciji we. Fazno osiguranje definirano
je razlikom od faznog pomaka sustava na frekvenciji w, do -180°:

v =+ arg(Go(jwe))

v [°] = 180 + arg(G,(jwe)) [°] - (7.90)

arg(G, (jo,))|°]

p e N S
= ¥l
g
R s e N R S R s S R
o] I I
o | |
. | '
2 " I
| I
I |
I I
0 i) 1 | " " =
@, o, 10'
(o[mdf 5]

Slika 7.19: Amplitudno i fazno osiguranje sustava (Bodeov dijagram)

Amplitudno i fazno osiguranje u prikazu Bodeovog dijagrama prikazani su na slici
7.19. Da bi sustav bio stabilan, amplitudno osiguranje mora biti pozitivno te fazno
osiguranje mora biti pozitivno:

A, [dB] >0

VF1> 0. (7.91)
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Relacija kojom su zadovoljena oba uvjeta u izrazu (7.91) je:
We < Wy (7.92)

Ako je presjecna frekvencija w, < wy na kojoj je fazni pomak sustava -180°, sustav ¢e biti
stabilan. Ako su frekvencija w, = wy jednake, sustav je na rubu stabilnosti, a ako je w, >
wy, sustav je nestabilan. Pokusajmo sada Bodeovim dijagramom odrediti stabilnost
sustava (fazno i amplitudno osiguranje) zatvorenog regulacijskog kruga s prijenosnom
funkcijom otvorenog kruga:

10 10

Culd) = 3+ 11s2+10s s(s+1)(s+10) (e}

U prijenosnu funkeiju otvorenog kruga (7.93) uvrstimo supstituciju s = jw:

. 10 1

jo(w+ )(Gw+10)  jwGw+1)(GS +1) (%39

Amplitudno frekvencijska karakteristika sustava (7.94) je:

1
Jw(w+1)(15 +1)

1

W/ + 1/ (8)2 +1
2
201og |G, (jw)] = —20logw — 20log Vw? + 1 — 20log |/ (1%) 1,
(7.95)

Presjecnu frekvenciju moguée je odrediti na temelju izraza (7.95) na dva nacina.
Jedan je graficki, a drugi analiticki. Grafickim putem dobije se priblizno rjesenje sto
je ponekad sasvim dovoljno. Napredni alati poput Matlaba SIMULINK omoguduju
na jednostavan nacin odredivanje presjecne frekvencije, amplitudnog i faznog osiguranja
(nesto vise o tome u poglavlju 9 PRILOZI). Ako zelimo analitickim putem izra¢unati

201log |Go(jw)| = 201og

‘ = 20log

presjecnu frekvenciju, koristimo izraz (7.89):

L
wc\/wc2+1\!(%)2+l
1 1
- =1/2= 3

weVwZ + 14/ ()" +1 wci’(wc2+1)( %) +1)

2¢, .2 we'\ 2

X 1 (—) 1) =71,
we (we” + )( 10 + )

Matematicki proracun presjecne frekvencije ponovno je slozen, stoga je potrebno koristiti

15 (7.96)

numericke metode ili napredne matematicke metode. Primjenom numeri¢kih metoda
dobit ¢emo presjeénu frekvenciju we:

2
we (w2 +1) ((%) 4 1) =1=> w,=0.784s"". (7.97)
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Fazno osiguranje mozemo dobiti pomoéu izrazu (7.90), ali najprije treba odrediti fazno
frekvencijsku karakteristiku sustava (7.94):

&, (e 1 1
JW) = : = ;
° jwiw+1)0H5+1) w24 jw-—
s o (7.98)
arg(Go(jw)) = —arctan | — 13 = —arctan =2 .
1% —10%

Uvrstimo sada u izraz (7.90) presjec¢nu frekvenciju w,:

2

v = 1 + arg(Go(jwe)) = 7 — arctan ( 10 ) — ( 0.9385

—Ly m) (7.99)
v =7 —2.3139 = 0.8276 = 47.42°.

Nakon §to smo odredili fazno osiguranje, potrebno je jo§ odrediti i amplitudno osiguranje.
Za amplitudno osiguranje potrebna nam je frekvencija wy. Nju éemo lako odrediti iz
uvjeta da je na toj frekvenciji fazno osiguranje jednako nuli:

g s
7=w+arg(Go(jw7r))=?r—arctan( 0 ) =0=

1 — wr? 1— wr? 2 7.100
arctan( Hm)=?r=>( 1110)=0=>1—wi=0=> ( )
—IpHr e T

Wr12 = T 105_1.

Ako zanemarimo negativne frekvencije, onda je frekvencija wy = v/10s7!. Sada je tu

frekvenciju potrebno uvrstiti u izraz (7.88) te se dobije amplitudno osiguranje:

1
A, [dB] = —20log |Go(jwr)| = 201log = 20.8[dB].
wivor? + 14/ (%) +1
(7.101)
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Slika 7.20: Amplitudno i fazno osiguranje sustava (7.93)(Bodeov dijagram)

Amplitudno i fazno osiguranje sustava (7.93) u Bodeovom dijagramu prikazan je na
slici (7.20). Ovime ¢emo zavrSiti poglavlje o stabilnosti sustava automatskog upravljanja.
U sljede¢em poglavlju posvetit ¢emo se sintezi regulacijskog kruga.



Poglavlje 8

Sinteza regulacijskog kruga sustava
automatskog upravljanja

Najvazniji je zadatak regulacije stabilno ponaSanje sustava automatskog upravljanja.
Osim stabilnosti bitno je zadovoljiti i neke druge zahtjeve na sustav upravljanja kao sto
su:

e Osiguranje toc¢nosti slijedenja vodece (referentne) velicine
e Osiguranje eliminacije utjecaja poremecajne veli¢ine u sustavu

U mnogim sustavima potrebno je zadovoljiti oba uvjeta Sto je tesko izvedivo uobi¢ajenim
metodama upravljanja. Regulacijski sustav potrebno je projektirati tako da je njegov
odziv na referentnu velic¢inu §to brzi, uz minimalne oscilacije i bez odstupanja regulirane
velicine. Svi su ovi uvjeti spregnuti jer brzina odziva povlaci za sobom velike oscila-
cije i malo regulacijsko odstupanje. Mala brzina odziva ¢esto unosi trajna regulacijska
odstupanja (slika 8.1).

Kod slijednih sustava (sustavi pracenja, slijedenja pozicije) oscilatorno ponaSanje
nije uvijek pozeljno. Na slici 8.2 prikazan je robotski manipulator u radnom prostoru.
Zadatak je robotskog manipulatora da se iz toc¢ke A pozicionira u to¢ku B promjenom
samo kutne brzine wq(t). Tocka B nalazi se na rubu radnog prostora (uza zid). Ako
je regulacijski sustav parametriran tako da slijedenje pozicije ima prigueno oscilatorno
ponaSanje, robotski manipulator udarit ¢e u zid zbog nadviSenja u odzivu. Ako je odziv
slijednog sustava aperiodski, izbjeéi éemo udar u zid. Spre¢avanjem udaranja robotskog
manipulatora u zid, smanjili smo brzinu sustavu. Ovo je samo jedan od primjera gdje
priguSeno oscilatorno ponasanje nije pozeljno.
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() A

= = = =Spor, aperiodski odziv
Brz, oscilstoran odziv

u(r)

Slika 8.1: Vremenski odziv slijednoog sustava

Zid

«® Jotka B

Vrh alata
Tocka A

Radni prostor robotskog
manipulatora

Slika 8.2: Robotski manipulator u radnom prostoru

8.1 Zahtjevi sinteze sustava automatskog upravljanja

Kada govorimo o zahtjevima sinteze na sustav automatskog upravljanja, tada postoje
tri osnovna zahtjeva [9], [10], [18]:

e Zahtjevi u vremenskom podrudju
e Zahtjevi u frekvencijskom podrucju
e Zahtjevi na pogresku slijedenja (kriteriji optimalnosti)

Bilo koji od ovih kriterija mora osigurati:
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e Stabilno ponaSanje sustava
e Zadovoljavajucéu brzinu odziva
e Dopustenu pogresku u stacionatnom stanju

Za potrebe sinteze sustava automatskog upravljanja, sustave viseg reda opisivat ¢emo
sustavom 2. reda s dominantnom dinamikom §to znadi da ¢emo uzeti u obzir dinamiku
samo dvaju najblizih polova imaginarnoj osi. Vedina dinamickih sustava moze se vjerno
opisati upravo sustavom 2. reda.

8.1.1 Zahtjevi u vremenskom podrucju

Zahtjevi na regulacijski krug u vremenskom podruéju oéituju se pokazateljima kvalitete
koji su veé¢ definirani u poglavlju Vremenski odziv osnovnih dinamickih clanova. Sus-
tave viseg reda predstavljat éemo kao sustave 2. reda s dva dominantna konjugirano
kompleksna pola (ili realna pola) i prijenosnom funkeijom:

wi

T 52+ 20wns + w?

G(s) (8.1)
gdje su:

e ( - faktor priguSenja;

® wy, - vlastita (prirodna) frekvencija sustava [rad/s]|.
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h b — <)—
I‘ J.’JF
K e e et :____:____]_L-——-______:{ZE =0.02h(==)
0.9h() f . I .
{ [\ AN |
I | |
11 | |
'r: l I |
({1 h(=)
(] | |
[ A | |
(A1 |
1f{ [ | |
0.1h(x0) - i..'_ p I | |
— : . L\ _
fonzy  Vosiis >
!4-—-.'1 'rm rs t

Slika 8.3: Zahtjevi u vremenskom podrudju
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Ako je faktor prigusenja ¢ > 1, tada prijenosna funkcija (8.1) ima realne polove
te prema tome aperiodski odziv. Za faktor prigusenja 0 < ¢ < 1 prijenosna funkcija
(8.1) ima konjugirano kompleksne polove te prema tome priguSeno oscilatorni odziv.
Pokazatelji kvalitete, u idealnom bi se slu¢aju trebali nalaziti u okvirima sa slike 8.3.
lako smo u poglavlju Vremenski odziv osnovnih dinamickih élanova veé naveli pokazatelje
kvalitete prijelazne funkcije, ovdje éemo ponovo navesti iste. Vrijeme porasta t, (slika
8.3) definirano je kao vrijeme potrebno da prijelazna funkcija h(t) poraste od 10% do
90% svoje konacne vrijednosti h(co). Ovo vrijeme mjera je brzine sustava. Vrijeme
prvog maksimuma t,, je vrijeme u kojem prijelazna funkcija ima globalni maksimum
(slika 8.3) i mjera je za brzinu odziva:

== (8.2)

t :

B wny/1 — (2
NadviSenje prijelazne funkcije oy, (slika 8.3) definira se u postotcima kao prebacaj iznad
stacionarne vrijednosti prijelazne funkcije. NadviSenje je mjera za rezervu stabilnost
sustava i pokazatelj je priguSenja oscilacija. Ovisi samo o faktoru prigusenja ¢:

__ T
Om [%] = & V- 100%. (8.3)

Vrijeme ustaljivanja vrijeme je potrebno da prijelazna funkeija ude u podrudje +e
(slika 8.3). Podrudje je najcescée + 5%, £ 2% i & 1%. S obzirom na prijelaznu funk-
ciju sustava (8.3), vrijeme ustaljivanja moze se priblizno izracunati pomocu ovojnice
prijelazne funkcije (e ™% = ¢/100%):

3 3.9 4.6
t5% ~ Con ytay & aatl% Sl (8.4)
T T n

Vrijeme ustaljivanja mjera je brzine odziva sustava. Da bi se sustavom automatskog
upravljanja ostvarila to¢nost, regulacijska pogreska sustava e(t) mora biti jednaka nuli
ili mora biti §to manja. Na slici 8.4 prikazan je sustav zatvorenog kruga upravljanja.

Vrer (1) e(t) —_— y(@)
3 B B

Slika 8.4: Zatvoreni krug upravljanja (regulacijska pogreska)

Regulacijsku pogresku e(t) u Laplaceovoj domeni mozemo prikazati sljedeé¢im izra-
zom:

E(s) = Yres(s) — Y (s) (8.5)
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gdje je izlaz iz sustava:

Y (s) = Go(3)E(s). (8.6)

Uvrstenjem (8.6) u (8.5) i sredivanjem, dobit ¢emo:

E(s) =U(s) — Go(s)E(s) = E(s) (1 + Go(8)) = Yres(s) =
1 (8.7)

B(s) = Ty Fer @)

Ako zatvorni krug upravljanja ima oblik prijenosne funkcije (8.1), potrebno je odrediti
prijenosnu funkeiju otvorenog kruga Go(s):

__Go(s) .. _Gla)
G(s) = T+ Go(9) = G4(8) = 1-G()
o 2 (8.8)
Go (S) _ s2+2Cwns+w2 — n )
wi 52 + 2wns

1 - n
52+2cwn8+wn2

Ako izraz za prijenosnu funkciju (8.8) uvrstimo u (8.7) dobit ¢emo:

P 1 v 52 + 2Cwns
(S) 2 T‘Bf(s) }ref(s)- (89)
wh 2 w 2
14 s2+2Cwns 8%+ 2qwns +wy,

Pomodcu teorema konaéne vrijednosti moze se odrediti stacionarna pogreska:

2
lim e(t) = lim sE(s) = lim s o+ i
t—roo s—0

Y. . 10
50 82+2cwn3+w31 T‘Ef(s) (8 J

Pogreska u stacionarnom stanju ovisit ¢e o pobudi Y.f(s). Za podrudje antomatskog
upravljanja zanimljive su pobude tipa jedinitne skokovite pobude i pobude tipa rampe.
Za skokovitu pobudu vrijedi:

. ) ) s+ 2wps 1., s% + 2wns
lim e(t) = lim sE(s) = lim s -
t—ro0 50 50 82 + 2Cwns + w2 s 50 52 + 2w, s + w?

=0 (8.11)

iz ¢ega zakljutujemo da za skokovitu pobudu nema greske u stacionarnom stanju. Za
pobudu tipa rampa vrijedi:
824+ 2wns 1 .. 8§+ 2Cwn X

i t) =1l FE(s)=1 ) = 8.12
t—lgaloe( ) sl—%s (s) s—I}%SsQ—l—ZCwns + w2 52 s]f(l) 82+ 2wns+ w2 wp ( )

§to znadi da za zadanu vrijednost faktora prigusenja ¢ postoji trajno regulacijsko od-
stupanje. Svi navedeni zahtjevi u vremenskoj domeni usko su povezani s frekvencijskim
pokazateljima kvalitete, odnosno sa zahtjevima u frekvencijskom podrucéju. Parame-
triranje regulatora prema zahtjevima u vremenskom podrudju bazira se na namjestanju
parametara regulatora kako bi se ostvarila zeljena prijelazna funkcija sustava ili ostvarilo
zeljeno ponaSanje sustava na pobudu tipa rampe i sl.



156 Sinteza regulacijskog kruga sustava automatskog upravljanja

8.1.2 Zahtjevi u frekvencijskom podrudju

Frekvencijska analiza sustava ¢esto se koristi u upravljanju sustavima zbog jednostavnog
snimanja frekvencijske karakteristike sustava. Pokugajmo sada opisati osnovne zahtjeve
u frekvencijskom podruéju [2]. I u slucaju frekvencijske analize sustava, sustave viseg
reda predstavit ¢emo sustavom 2. reda s dva dominantna konjugirano kompleksna pola
(ili realna pola).
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Slika 8.5: Zahtjevi u frekvencijskom podru¢ju (zatvoreni krug upravljanja)

Na slici 8.5 prikazana je amplitudno frekvencijska karakteristika zatvorenog kruga
upravljanja. Sustavi koji nemaju pogresku u stacionarnom stanju imaju pojacanje na
niskim frekvencijama jednako 0 dB.

Sirinu frekvencijskog pojasa wy definirat ¢emo kao frekvenciju na kojoj pojacanje
sustava padne za 3 dB, odnosno frekvenciju na kojoj sustav ima za v/2 puta manje
pojadanje od pojac¢anja sustava na frekvenciji nula. Sirina pojasa wp povezana je s
vremenom porasta tp, i to pribliznom relacijom za sustave s nadvisenjem od oko 20 %:

0.45

. (8.13)

wy 2w

U poglavlju o frekvencijskom odzivu osnovnih dinamickih ¢lanova spomenuli smo rezu-
nantnu frekvenciju i rezonantno izdizanje. Rezonantna frekvencija je ona frekvencija
na kojoj amplitudno frekvencijska karakteristika ima najvec¢e pojacanje, a definirana je

wy = wpy/1—2¢2. (8.14)

Na toj frekvenciji javlja se rezonantno izdizanje:

relacijom:

M, [dB] = —201og (2@/1 = zgi*) . (8.15)
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Rezonantna frekvencija w, i rezonantno izdizanje M, izravni su pokazatelji kvalitete
zatvorenog kruga drugog reda. Sustavi viSeg reda nadomjeStaju se sustavima drugog
reda s dominantnim konjugirano kompleksnim polovima (ili realnim polovima).

Amplitudno osiguranje A, i fazno osiguranje ~ pokazatelji su kvalitete odziva

zatvorenog kruga koji su dobiveni analizom otvorenog kruga automatskog upravljanja
(relacija (8.16)).

1
 |Go(jwn)] (8.16)
v = + arg(Go(jwe))-

Ay

Parametriranje regulator prema zahtjevima u frekvencijskom podruéju bazira se na
namjestanju parametara regulatora tako da se ostvari zeljena frekvencijska karakteristika
sustava.

8.1.3 Zahtjevi na pogresku slijedenja - kriteriji optimalnosti

Zahtjevi na pogresku slijedenja (u daljnjem tekstu kriterij optimalnosti) zasniva se
na minimiziranju regulacijske pogreske definirane izrazom:

e(t) = Yres(t) — y(t). (8.17)

Kriteriji optimalnosti integralni su kriteriji, Sto znaci da promatramo integral regulacij-
ske pogreske. Opéenito, kriterij optimalnosti definira se kao:

I =/ﬂ £ (eld)) d ~ min (8.18)

gdje funkcija f(e(f)) moze poprimiti razne oblike prema kojima kriteriji optimalnosti
dobivaju ime. Prvi kriterij koji éemo spomenuti je 1E kriterij (Integral of Error), odnosno
kriterij zasnovan na integralu pogreske slijedenja:

Irp = ] B(t)dt — min . (8.19)
0

Integral funkcije je povrSina ispod te funkeije. Na slici 8.6 prikazan je odziv sustava
drugog reda s priguSenim oscilatornim ponaSanjem. Pogreska slijedenja tog sustava
dobivena je na temelju relacije (8.17) i takoder je prikazana na slici 7.7. Osjencana
povriina na istoj slici predstavlja integral funkcije pogreske slijedenja e(t).
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AV().e(t)

100%

Slika 8.6: IE kriterij

Problem koji se javlja kod 1E kriterija je poniStavanje povrsina iznad i ispod vremen-
ske osi pa tako sustav koji ima trajno oscilatorno regulacijsko odstupanje, kao sustav ¢iji
je odziv prikazan na slici 8.7, ima svojstvo da mu se povrsine ispod i iznad vremenske
osi konstantno ponistavaju.

AV(),el)
y(t)

100%

ek

e(r)

Slika 8.7: IE kriterij - nedostaci

Nedostatak IE kriterija mozemo otkloniti ako je podintegralna funkcija f(e(t)) ap-
solutna vrijednost pogreske e(?):

)
Itap = / |e(t)| dt — min. (8.20)
0
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Kriterij definiran relacijom (8.20) naziva se IAE kriterij (Integrated Absolute Error).

AY(©)|e()
V(1)

100% e == = = == ST =

i §

Slika 8.8: TAE kriterij

Kod TAE kriterija ne moze se dogoditi situacija da se kod oscilatornih odziva kao
na slici 8.7 povrsine ispod i iznad vremenske osi poniStavaju, jer se uzima apsolutna
vrijednost pogreske. Ovaj je kriterij prikladan, ali ne daje povoljne rezultate za sporo-
promjenjive procese. U slu¢aju procesa koji imaju jednaki faktor prigusenja ¢, a razli¢itu
prirodnu frekvenciju wy, manju vrijednost kriterija imat ¢e onaj proces koji je brzi, od-
nosno s vetom prirodnom frekvencijom. Kako bi se uklonio ovaj nedostatak uvodi se
vremensko otezavanje apsolutne pogreske:

o0
Imag = / le(t)| tdt — min. (8.21)
0

Kriterij definiran relacijom (8.21) naziva se ITAE kriterij (Integral of Time Multiplied
by Absolute Error) i prikazan je na slici 8.9.

AV, |e(n)]t
V(1)
100% — —/— — —\— — — — = —— =
le(n)|
-
t

Slika 8.9: ITAE kriterij
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Jo§ jedan kriterij koji je primjenjiv je kriterij koji se bazira na integralu kvadrata
regulacijske pogreske:

o0
Itsg = / e(t)%dt — min. (8.22)
0

Kriterij definiran relacijom (8.22) naziva se ISE kriterij (Integral of Squared Error) i
prikazan je na slici 8.10.

AV(D).et)’

100%

Slika 8.10: ISE kriterij

Svi navedeni kriteriji vrlo su matematicki slozeni jer zahtijevaju koristenje funkcija
optimiranja sustava. Parametriranje regulatora prema kriterijima optimalnosti bazira
se na pronalazenju parametara regulatora za koji ée integralni kriterij biti minimalan.
Danasnji softveri poput Matlaba & SIMULINKA, omogucuju vrlo brzo optimiranje
sustava. lako je racunalna tehnika jako napredovala, danas se jo§ uvijek ¢esto koriste
iskustvene metode parametriranja regulatora koje ¢emo objasniti u nastavku.

8.2 Osnovna struktura sustava automatskog upravljanja

Od mnogih struktura upravljanja sustavom, ovdje éemo navesti dvije:
e Otvoreni krug automatskog upravljanja
e Zatvoreni krug antomatskog upravljanja.

Otvoreni sustav automatskog upravljanja prikazan je na slici 8.11. Njegova je karak-
teristika jednostavnost strukture upravljanja. Primjer jednog otvorenog sustava auto-
matskog upravljanja je upravljanje brzinom vrtnje istosmjernog motora promjenom na-
pona armature. Ono na §to ne moZemo utjecati u otvorenom sustavu automatskog
upravljanja je pogreska slijedenja uslijed promjene opterecenja na osovini motora jer
regulator “ne vidi” da je doslo do promjene brzine uslijed povec¢anja opterecenja. Dakle,
regulator ne moze ispraviti pogresku, ako ne mjerimo izlaz iz sustava.
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Paremecajna velicina

Z
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Slika 8.11: Otvoreni krug automatskog upravljanja

Ovaj problem rjesava se uvodenjem povratne veze u sustav. Sustav zatvoren nega-
tivnom povratnom vezom (u daljnjem tekstu povratnom vezom) predstavlja zatvoreni
sustav automatskog upravljanja (slika 8.12). Uz kvalitetno parametriranje regulatora
moze se postiéi zeljeno ponaSanje sustava bez obzira na djelovanje poremeéajne velicine.

Poremetajna veligina

v e U i y
Href S ! Aktuator Sustav
egulator = 1 urgni¢lan) [ ™| upraviianja =
Vo Senzor B
(Mjerni ¢lan)

Slika 8.12: Zatvoreni krug automatskog upravljanja

Na slikama 8.11 i 8.12 mozemo vidjeti sljedece signale:

Yref - referentna vrijednost signala (postavna, vodeca vrijednost signala)

e u, - upravljacki signal (izlaz iz regulatora)

e u - ulazna veli¢ina sustava (izlaz iz aktuatora)

e y - izlazna veli¢ina sustava

® y,, - mjereni signal izlazne veli¢ine sustava

e ¢ - regulacijska pogreska (odstupanje izlazne veli¢ine od referentne velicine)
e z - poremecajna velicina.

Blokovi koji se koriste na slikama 8.11 i 8.12 su redom:

e Sustav upravljanja
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e Regulator (korekeijski ¢lan)

e Aktuator (izvrsni ¢lan)

e Senzor (mjerni ¢lan).

Regulacijski sustavi sa slika 8.11 i 8.12 prikaz su osnovnih struktura automatskog
upravljanja. Naprednije regulacijske strukture mogu se pronaéi u literaturama [1], [8].

Poremetajna veligina

;

Gx(s)

G.(s)

(£

>

G.(5)

Slika 8.13: Zatvoreni krug automatskog upravljanja (prijenosne funkcije)

Na slici 8.13 nalazi se zatvoreni krug automatskog upravljanja s prijenosnim funkei-

jama, gdje su:

G,()

Gs(s) - prijenosna funkcija sustava upravljanja

o G,u(s) - prijenosna funkcija senzora (mjernog ¢lana)

Cesto se u sintezi regulacijskog kruga aktuator (izvrsni ¢lan) i senzor (mjerni ¢lan)
ukljuéuju u sustav upravljanja te stoga zatvoreni sustav upravljanja ima novu formu
prikazanu na slici 8.14. Zatvoreni krug automatskog upravljanja, u formi navedenoj na
slici 8.14, predstavlja zatvoreni krug automatskog upravljanja jediniénom povratnom

VezoIn.

GR(s) - prijenosna funkcija regulatora.

G A(s) - prijenosna funkcija aktuatora (izvrSnog ¢lana)
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Poremecajna velicina
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Slika 8.14: Zatvoreni krug automatskog upravljanja (aktuator i mjerni ¢lan ukljuceni u
regulator i sustav upravljanja)

U nastavku éemo pojedina¢no opisati blokove sa slika 8.11 i 8.12.

8.3 Sustav upravljanja

Pocetak ove knjige uveliko se bavi sustavima. U poglavlju Osnowni pojmovi obra-
dujemo dinamicke sustave te se u nastavku opredjeljujemo za tehnicke sustave. Nakon
toga smo klasificirali sustave prema karakteristikama sustava. Sustavi kojima se mi ba-
vimo su tzv. LTI sustavi (Linear Time Invariant Systems), odnosno linearni vremenski
nepromjenjivi sustav. Ovi sustavi opisuju se prijenosnom funkeijom ili linearnom dife-
rencijalnom jednadzbom. LTI sustavi opisuju se matemati¢kim modelima opisanim u
trecem poglavlju. Opceniti sustav kao objekt upravljanja (sustav kojim Zelimo uprav-
ljati) mozemo opisati op¢enitom prijenosnom funkeijom:

Guls) = 1 bps™+ bn—18™"1 4+ ...+ bis+ by
J s* ans"F + an_18"*F 1+ . +app1s+ak

(8.23)

Sustav prikazan prijenosnom funkcijom (8.23) za:
e k=0, ima astatizam nultog reda (staticki sustav)
e k=1, ima astatizam prvog reda (astaticki sustav)
e k =2, ima astatizam drugog reda (astaticki sustav).
Broj k zapravo predstavlja broj intergralnih djelovanja (broj integratora) u sustavu.

Prilikom odabira regulatora bitno je imati na umu da li je sustav staticki ili je sustav
astaticki jer to direktno utjecée na staticku pogresku sustava. Staticko pojacanje sustava
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ra¢una se prema relaciji:

bs™ + by 18™ ..+ bis+ by

K, —l G,(s) =1 : 8.24
1m (s) sl—]i% .sJG ans" K +ap_1sv L4 L+ k418 + ag ( )
Prema relaciji (8.24) staticki sustavi imaju pojacanje:
bns™ + b m=1l 4 .. +b b
K, = lim Gy(s) = i e i T (8.25)
s—m ans" K+ a, sk 14+ L +as+ag  a
a astaticki sustavi imaju pojacanje:
1 bys™ 8™ 4 h b |
K—hmG(s)—hm — mi + b 1Sk e e =]im—kﬁ=
50 sF ans" K +ap_1s" R+ L tapstap 50 sFay
(8.26)

Dakle, staticki sustavi imaju konacno pojacanje, a astaticki beskonacno pojacanje. Pret-
postavimo da je sustav upravljan proporcionalnim regulatorom (o proporcionalnom re-
gulatoru nesto kasnije), §to znaci da je blok regulatora konstanta Kg. Otvoreni krug
Go(s) tada je, prema slici 8.14:
Ako na zatvoreni krug automatskog upravljanja dovedemo jedini¢nu skokovitu pobudu,
tada pogresku slijedenja u stacionarnom stanju mozemo izra¢unati prema:
1 1
e(oo) = lim e(t) = limsE(s) = lim s———U(s) = lims—————U(s). (8.28
( ) t—00 () s—0 ( ) s—0 1+Go(8) ( ) s—+0 1+KRGS(S) ( ) ( tJ

Za primjer statickog sustava Gs(s):

K,
Cole) = e aar i (8-29)
prema relaciji (8.28) vrijedi:
e(o0) = Jim e(t) = lim s————U(s) =lims 1 L :
t—00 =0 14 Gy(s) s—0 1+KR—WS 1~|~KRKs
(8.30)

1z relacije (8.30) vidimo da postoji trajno regulacijsko odstupanje koje se smanjuje pove-
¢anjem parametra regulatora Kg. Povecanjem parametra Kp sustav postaje nestabilniji
te stoga u regulator moramo ukljuditi integralno djelovanje. Ako sustav posjeduje inte-
gralno djelovanje (integrator), kao na primjer G(s):

K, 1 K

- =_ 31
Gs(s) 3+s24+s ss2+s+1’ LE

tada za sustav (8.31) prema relaciji (8.28) vrijedi:
: . 1 1 1
e(o0) = lim e(t) = lim s————U(s) = lim s =0. (8.32)
t—o0 =0 14+ Go(s) s—0 14 Kﬁsm
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Na temelju relacije (8.32) vidimo da astaticki sustav u zatvorenom krugu upravljanja,
nema pogreske u stacionarnom stanju. U industriji nalazimo mnostvo sustava upravlja-
nja koje je potrebno upravljati na nacin da se ostvari Zeljeno ponasanje sustava. Kod
raznih pokretnih traka koje pokreéu elektriéni motori bitno je da startanje trake bude
“meko” , odnosno da ne dolazi do naglog pokretanja trake. U sluc¢aju da takve trake
transportiraju flasiranu vodu ili mlijeko, pri naglim pokretima dolazilo bi do prevrtanja
boca.

Sustav skladidtenja tekuéine takoder je sustav kojim je potrebno upravljati kako kod
otvorenog spremnika ne bi dolazilo do prelijevanja tekucine, a kod zatvorenog spremnika
do stvaranja visokog tlaka zbog nestlacivosti tekucine.

Cesto se u prostorima, mediju i sl. regulira temperatura, koja je sporopromjenjiva
velicina. Zbog velike tromosti temperature potrebno je na vrijeme procijeniti moguéi
prebacaj temperature iznad stacionarnog stanja.

Robotski manipulatori karakteristiéni su po regulaciji pozicije. Na podetku poglav-
lja vidjeli smo da nije dobro da u regulacijskom krugu pozicije imamo nadviSenje u
odzivu prijelazne funkeije. Robotski manipulatori ¢esto sadrze vise od jednog regula-
tora. Cesto krecemo od same regulacije struje motora kako bi se uklonili poremecaji
uslijed promjene tereta. Zatim se na sljedeto] razini upravlja brzinom vrtnje tog mo-
tora i na kraju pozicijom tog motora. Ovakve sustave upravljanja nazivamo kaskadnim
sustavima upravljanja.

Avion kao sustav upravljanja jedan je od najslozenijih sustava danasnjice. Stotine
regulacijskih ¢lanova brinu o fizikalnim varijablama kako bi se nalazile u Zzeljenim gra-
nicama. Autopilot navodi avion sustavom upravljanja iz jedne tocke u drugu tocku po
optimalnoj putanji i uz najmanju moguéu potrosnju goriva.

Svi navedeni sustavi upravljani su regulacijskim ¢lanovima, odnosno regulatorima.

8.4 Regulator

Regulator je dio automatskog sustava upravljanja koji sustav odrzava u Zeljenom
stanju. Struktura i parametri sustava upravljanja u idealnim su uvjetima nepromjenjivi.
U praksi, zbog troSenja i zamora materijala, parametri sustava su ipak promjenjivi. Kod
regulatora i struktura i parametri su promjenjivi. Na temelju analize sustava upravljanja,
odabiremo strukturu i parametre regulatora na nacin da se ostvari zeljeno ponaSanje
sustava upravljanja. Za linearne sustave postoji mnogo nacina na koji se moze izvrsiti
parametriranje regulatora.

Regulator na temelju pogreske slijedenja mjerene izlazne veli¢ine e(t) = yres(t) —
Ym(t) stvara upravljacki signal u,(t) koji sluzi kao nalog izvrsnom ¢lanu za dovodenjem
energije u sustav. Razne su inacice regulatora poznate u svijetu automatskog upravlja-
nja, ali naj¢esce inacice temelje se na tri osnovna ponaSanja:

e Proporcionalno (P) ponasanje
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e Integralno (I) ponaSanje

e Derivacijsko (D) ponaSanje.

Na temelju navedena tri ponasanja formiraju se razne strukture regulatora poput P,
PI. PD i PID regulatora, ovisno o zahtjevu na sustav upravljanja. Prema slici 8.14 regu-
lator je serijski povezan sa sustavom upravljanja preko aktuatora. Prema frekvencijskim
kriterijima stabilnosti, za analizu stabilnosti sustava automatskog upravljanja koristit
¢emo funkciju otvorenog kruga Go(s) za koju vrijedi:

Go(s) = Gr(s)Ga(s)Gs(s). (8.33)

Relacija (8.33) 1 znanja koja smo stekli u poglavlju o stabilnosti automatskog sustava
upravljanja mogu nam pomoéi u odabiru strukture regulatora. U nastavku ¢emo obraditi
osnovne strukture regulatora.

8.4.1 P regulator

Proporcionalni ili P regulator opisan je sljede¢om diferencijalnom jednadzbom:

ugr(t) = Kpe(t). (8.34)

gdje je Kg koeficijent pojacanja P regulatora. Prijenosna funkcija P regulatora je:

ym (r)

Slika 8.15: P regulator - blokovska shema
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U, (t) A

i

Slika 8.16: Prijelazna funkcija P regulatora

Blok shema P regulatora prikazana je naslici 8.15, a prijelazna funkeija P regulatora
prikazana je na slici 8.16. Kao Sto se vidi, prijelazna funkcija identi¢na je prijelaznoj
funkeiji P ¢lana koji smo obradili u poglavlju Viemenski odziv osnovnih dinamickih
clanova. Svojstva P regulatora mogu se odrediti uz pomoé¢ Bodeovog dijagrama sa slike
8.17.

Faza (deg)
o

S g i R ....... g

Frekvencia (radizec)
Slika 8.17: Bodeov dijagram P regulatora

Poveéanjem koeficijenta pojacanja Kp povecava se brzina odziva sustava jer se po-
vecava 1 presjecna frkvencija we. Za sustave treceg i viseg reda, poveéanjem koeficijenta
KR mozemo sustav uéiniti nestabilnim jer ¢e fazna karakteristika otvorenog kruga na
presjecnoj we frekvenciji biti manja od -180°. Kod sustava s astatizmom 1. reda, oda-
birom prikladnog koeficijenta K mozemo osigurati da je regulacijska pogreska jednaka
nuli. Kod statickih sustava to nije tako. Poveéanjem koeficijenta Kpg postize se sma-



168 Sinteza regulacijskog kruga sustava automatskog upravljanja

njenje regulacijske pogreske, ali istovremeno se i naruSava stabilnost sustava. Nekada
nam ta pogreska u stacionarnom stanju i nije toliko bitna jer je esto upitno da li je
mjerena velidina mjernim senzorima ispravna ili i ona unosi gresku u sustav. Primjer
sustava gdje staticka greska nije od presudne vaznosti je sustav skladistenja tekudine.
Kod pozicioniranja robotskog manipulatora, staticka pogreska mora se svesti na nulu. P
regulator je najjednostavnija struktura regulatora.

8.4.2 PI regulator

Siru primjenu od P regulatora ima proporcionalno integralni ili PI regulator koji je
opisan sljede¢om diferencijalnom jednadzbom:

g t
ug(t) = Kre(t) + —R/ e(r)dr (8.36)
T] 0
gdje su:
e Kp - koeficijent proporcionalnog pojacanja
e T - integralna vremenska konstanta, [s].

Prijenosna funkcija P1 regulatora je:

Ur(s) Kpg 1+Tys
Gr(s) 7 i i o (8.37)
-
Yoo (1) e(t) KR ()
- 1
Yt > E

Slika 8.18: PI regulator - blokovska shema

U (DA

Slika 8.19: Prijelazna funkcija PI regulatora
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Blok shema PI regulatora prikazana je na slici 8.18, a prijelazna funkcija PI regulatora
prikazana je na slici 8.19. Svojstva PI regulatora mogu se odrediti uz pomoé Bodeovog
dijagrama sa slike 8.20.

Radi jednostavnosti, nacrtan je Bodeov dijagram za Pl regulator s jedini¢nim po-
jac¢anjem 1 integralnom vremenskom konstantom od jedne sekunde. Ako upravljamo
statickim procesom, tada kod P regulatora samo beskonacno pojacanje osigurava regu-
lacijsku pogresku jednaku nuli. Stacionarno stanje je ono stanje kada u sustavu produ
sve prijelazne pojave, a to ¢e se dogoditi kada frekvencija sustava tezi nuli. Pl regulator
na niskim frekvencijama ima beskonaéno poja¢anje Sto se i vidi na Bodeovom dijagramu
8.20. Ovo svojstvo Pl regulatora omogucuje uklanjanje regulacijskog odstupanje kod
statickih sustava. Kod astatickih sustava moguée uvodenjem Pl regulatora u otvoreni
krug upravljanja uciniti sustav nestabilnim. Stoga moramo pazljivo odabrati parametare
PI regulatora. Kao i kod P regulatora, koeficijentom Kpg u Pl regulatoru poveéava se
brzina odziva sustava. Krivim odabirom integralne vremenske konstante (njezinim sma-
njenjem) astaticki sustav postaje nestabilan zbog fazne karakteristike otvorenog kruga
koja se smanjuje na vrijednost manju od -180° na presjecnoj frekvenciji we. Pl regula-
tor Cesto se koristi u industriji jer je istovremeno mogudée posti¢i veliku brzinu odziva i
osigurati da sustav nema regulacijsko odstupanje.

Amplituda (d8)

Faza (deq)

Frekvenciia (radisec)

Slika 8.20: Bodeov dijagram PI regulatora
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8.4.3 PID regulator

Regulator koji objedinjuje sva tri navedena ponaSanja je proporcionalno integralno de-
rivacijski ili PID regulator koji je opisan sljedec¢om diferencijalnom jednadzbom:

Kg [ de(t
ug(t) = Kge(t) + —R/ e(r)dr + KrTy &) (8.38)
gdje su:
e Kp - koeficijent proporcionalnog pojacanja
e Ty - integralna vremenska konstanta, [s]
e T, - derivacijska vremenska konstanta, [s]
Prijenosna funkcija PID regulatora je:
UR(S) Kp TdTI.Sz +Trs+1
= =Kp+——+KgrTys=K : 8.39
Gr(s) E(s) R+ + Krlus = Kr Tis (8.39)
P
L 1
|
yref(t) Q(f) 1 Uy (t)
K > —
L I;s
Ym(®) D
- T,s
Slika 8.21: PID regulator - blokovska shema
(1) 4
A K +KT,64)
)1 g EEEEEEEE
71 = e e
il el X
i T, ]

Slika 8.22: Prijelazna funkeija PID regulatora
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Blok shema PID regulatora prikazana je na slici 8.21, a prijelazna funkcija PID
regulatora prikazana je na slici 8.22. Svojstva PID regulatora mogu se odrediti uz
pomo¢ Bodeovog dijagrama sa slike 8.23.

PID regulator danas je najteste koristeni regulator u industriji jer sadrzi sva tri
osnovna djelovanja (P, I, D). Prijelazna funkcija PID regulatora prikazana je na slici
8.22 Komponenta D u PID regulatoru utje¢e na sustav pri promjeni regulacijske pogre-
Ske. PID regulator posjeduje sve karakteristike PI regulatora, ubrzava odziv sustava,
osigurava da je regulacijsko odstupanje statickog sustava jednako nula. Derivacijska
komponenta povecava stabilnost zatvorenog kruga jer na visim frekvencijama dize faznu
karakteristiku sustava te se tako moze osigurati potrebno fazno osiguranje sustava. Osim
dizanja fazne karakteristike sustava na visim se frekvencijama podize i amplitudna karak-
teristika sustava. To medutim, nije poZeljno zbog pojatanja mjernog Suma koji se unosi
u regulacijski krug putem mjernih senzora. Mjerni Sum je uvijek problem u sustavima
upravljanja pa se ¢esto koriste mjerni filtri za prigusenje visoko frekventnih signala.

Ampilituda (dB)

Faza (deg)

Frekvenciia (radizec)

Slika 8.23: Bodeov dijagram PID regulatora

PID regulator mozemo promatrati kao osnovni regulator, a sve ostale regulatore kao
njegove posebne slu¢ajeve. Ako je derivacijska konstanta Ty = 0, tada PID regulator
postaje Pl regulator. Ako je Ty =01 T1 — oo, tada PID regulator postaje P regulator.
U slucaju da T; — oo, tada PID regulator postaje PD regulator koji ¢emo opisati u
nastavku.

Ako promatramo prijenosnu funkciju PID regulatora (8.42), tada se moze vidjeti da
je PID regulator nekauzalan sustav jer je red brojnika veéi od reda nazivnika. Neka-
uzalni regulator nije tehnicki izvediv te se stoga najéeSée koristi realni PID regulator s
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prijenosnom funkeijom:

Ug(s) Kg Tas TyTrs* + (Trs+1) (Tps + 1)
= =K 2+ K =K 8.40
Gr(s) E(s) R+ Tra * RTps +1 i Trs(Tps+1) G4

gdje je Tp parazitna vremenska konstanta derivatora.

u (1) 4

Fé o |
-K_,_| 1+ 1
A\ rﬂ /

\
~y

Ampltuda (dB)

D=

Faza (deg)

an o wr vt PO S0 PN SOl o AP I MO e
10° 10” 107 1o° 10 1a°
Frekvencija (radisec)

Slika 8.25: Bodeov dijagram realnog PID regulatora

Prijelazna funkcija realnog PID regulatora prikazana je na slici 8.24. Bodeov di-
jagram realnog PID regulatora prikazan je na slici 8.25. Ono §to se moZe primijetiti
je uklanjanje pojacanja visokofrekvencijskih signala. lzdizanje fazne karakteristike osi-
gurava stabilnost sustava. Realni PID regulator najpovoljniji je odabir pri regulaciji
sustava s time da se ponekad jedno od djelovanja moze iskljuéiti, To naravno, ovisi o
vrsti sustava i zahtjevima na sustav upravljanja.
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8.4.4 PD regulator

Proporcionalno derivacijski ili PD regulator opisan je sljedec¢om diferencijalnom jed-
nadzbom:

wnl) = Rnelt + KRTddfg) (8.41)
gdje su:
e Kp - koeficijent proporcionalnog pojacanja
e T - derivacijska vremenska konstanta, [s]
Prijenosna funkcija PD regulatora je:
Gr(s) = L;S) = Kn+ KgTys = Kr(1 + Tys). (8.42)
P
- 1
Yoy () o) X, o 1)
V) W

Slika 8.26: PD regulator - blokovska shema

uy (1)

K, +K,T,5(t)

L 8

Slika 8.27: Prijelazna funkcija PD regulatora

Blok shema PD regulatora prikazana je na slici 8.26, a prijelazna funkcija PD re-
gulatora prikazana je na slici 8.27. Svojstva PD regulatora mogu se odrediti uz pomoé
Bodeovog dijagrama sa slike 8.28.
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Do sada smo samo obradili inacice PID regulatora kojima se stabilno moze upravljati
sustavima s astatizmom 1. reda (sustavi s jednim integratorom) i statickim sustavima.
Ako upravljamo slijednim sustavom, tada takav sustav ima astatizam 2. reda koji je
samim time nestabilan jer mu je fazna karakteristika uvijek ispod -180°. Da bismo
na presjecnoj frekvenciji podigli fazu iznad -180° koristi se PD regulator s Bodeovim
dijagramom na slici 8.28.

smplituda (48)

Faza (deg)

...... A e b e e R ol SRRl B R R
10 10" 10 10 10
Frekvencia (radizec)

Slika 8.28: Bodeov dijagram PD regulatora

PD regulator na taj nacin ostvaruje stabilnost sustava s astatizmom 2. reda. Naj-
¢esce se koristi u slijednim sustavima. Problem koji se javlja kod slijednih sustava je
pogreska u stacionarnom stanju koja se javlja zbog momenta tereta. Npr. ako uprav-
ljamo pozicijom robotskog manipulatora koji prenosi teret, koriStenjem samo PD re-
gulatora doéi ée do regulacijskog odstupanja. Taj problem moze se rijesiti kaskadnom
regulacijom.

8.5 Aktuator (Izvrsni ¢lan)

Aktuatori su izvrsni ¢lanovi [19] koji primaju upravljacki signal (najcesée u obliku
elektritnog signala) od strane regulatora te uzrokuju promjene u sustavu generirajuéi
silu, pokret, toplinski tok, elektriénu energiju, tok fluida i dr. Aktuator se koristi zajedno
u kombinaciji sa izvorom energije (elektricne, toplinske, energije fluida i dr.).

Aktuatori se klasificiraju prema vrsti energije koju doziraju u sustav. Oni mogu biti
elektri¢ni, elektromehanicki, elektromagnetski, mehanicki, hidraulicki, pneumatski i dr.
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U elektri¢ne aktuatore spadaju diode, bipolarni tranzistori, MOSFET tranzistori,
dijci, trijei, releji i dr. Elektromehanicki aktuatori su istosmjerni motori, sinkroni i asin-
kroni izmjeni¢ni motori, kora¢ni motori i dr. Od elektromagnetskih aktuatora najéesée
se koriste elektromagnetski ventili koji omoguéu protok raznih medija (ulja, vode zraka
i dr.). Hidrauliéni i pneumatski cilindri pripadaju skupini hidrauli¢nih i pneumatskih
aktuatora pri ¢emu se hidrauli¢nim aktuatorima razvijaju velike snage, a pneumatskim
male.

Pri upravljanju sustavom, upravljacki signal regulatora samo je nositelj informacije,
odnosno govori nam koliko ¢e energije aktuator dozirati u sustav. Tako u sluc¢aju uprav-
ljanja brzinom vrtnje istosmjernog motora, generira se signal za pojacalo snage koje je
spojeno na motor. Pojadalo snage moze biti izvedeno na razne nacine od kojih ¢emo
jedan obraditi nesto kasnije.

8.6 Senzor (Mjerni ¢lan)

Senzor je mjerni uredaj [19] koji kada je izlozen nekoj fizikalnoj pojavi (temperaturi,
sili, svjetlu, dodiru, protoku fluida i sl.), generira izlazni signal koji je najcesée elektriéni,
a moze biti i mehanicki, magnetski i dr. Dakle, senzor je uredaj koji reagira na promjenu
fizikalnih pojava, odnosno varijabli u sustavu. Kada je u pitanju upravljanje sustavima,
senzor sluzi kao posrednik koji ostvaruje povratnu vezu u sustavu automatskog upravlja-
nja. Mjerenjem izlaza sustava omoguéujemo njegovu usporedbu sa referentnim signalom.
Razlika referentnog signala i mjerenog signala dovodi se na ulaz regulatora.

Senzori mogu biti analogni i digitalni ovisno o izlaznom signalu. Analogni senzor
proizvodi analogne signale (najéesée naponske od (0 - 10 V ili strujne od 4 - 20 mA) dok
digitalni senzori proizvode digitalne signale. Primjer analognog senzora je NTC otpornik
koji sluzi za mjerenje temperature. Postoje 1 digitalni senzori temperature kao 8to je
DS1820 senzor koji temperaturu predstavlja digitalnom rijecju.

Senzori koji se najesé¢e koriste u sustavima automatskog upravljanja su linearni
senzori pomaka i rotacijski senzori, senzori akceleracije, temperature, sile, momenta,
tlaka, protoka, svjetlosti i dr.

Kod robotskih manipulatora najéesée se koriste enkoderi, odnosno rotacijski senzori
koji generiraju niz impulsa éiji je broj proporcionalan brzini vrtnje motora koji pomice
zglob robotskog manipulatora.

Senzorima zavrSavamo opis pojedinog podsustava zatvorenog sustava automatskog
upravljanja. U nastavku ¢emo se baviti parametriranjem regulatora.

8.7 Parametriranje osnovnih inacica regulatora

U potpoglavlju o regulatorima obradili smo osnovne strukture regulatora koje sa-
drze proporcionalno, integralno i derivacijske ponaSanje. Strukture regulatora koje smo
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obradili odredene su parametrima Kg, T7 1 Tp. Da bi regulator odradio svoju funkeiju
i drzao sustav u Zeljenom stanju stabilno, potrebno je odrediti parametre regulatora
Kpg. Tr i Tp. Ovisno o strukturi regulatora, odredivat éemo parametre koji egzistiraju
u odabranoj strukturi regulatora. U nastavku ¢emo obraditi dvije prakti¢ne metode
parametriranja regulatora:

e Ziegler-Nicoholsova metoda parametriranja regulatora

e Metoda tehnickog optimuma

Osim navedenih metoda, postoje razne druge metode parametriranja regulatora.

8.8 Ziegler-Nicholsova metoda parametriranja regulatora

Ziegler-Nicholsova metoda parametriranja regulatora spada u eksperimentalne
(iskustvene) metode parametriranja regulatora. Ova metoda dobra je za kompenza-
ciju poremecéajne velicine, dok losije rezultate daje kod slijedenja referentne velicine.
U praksi je neki sustav najcesée potrebno drzati u odredenoj radnoj tocki. Djelo-
vanje poremecajne velicine na sustav uzrokovat ¢e promjenu izlazne velidine te stoga
Ziegler-Nicholsova metoda parametriranja regulatora daje parametre regulatora koji ée
brzo kompenzirati poremec¢ajnu veli¢inu. Dvije su metode parametriranja regulatora po
Ziegler-Nicholsu [1], [20]:

e Metoda ruba stabilnosti

e Metoda prijelazne funkcije.

Metoda ruba stabilnosti ne preporuc¢a se na realnim sustavima jer se temelji na
dovodenju sustava na rub stabilnosti, odnosno u trajne oscilacije. Sustav na ovaj naéin
lako moze uéi u nestabilno podruéje rada, ali moze doéi i do ostecenja mehanickih
dijelova sustava. Metoda ruba stabilnosti koristi se kada je poznat matematicki model
sustava u bilo kojem obliku. Metoda prijelazne funkcije ¢esée se koristi u praksi jer se
parametriranje ovom metodom zasniva na poznavanju prijelazne funkcije sustava (odziva
sustava na jediniénu skokovitu pobudu).

8.8.1 Parametriranje regulatora Ziegler-Nicholsovom metodom ruba
stabilnosti

Da bi se dobili parametri odabrane strukture regulatora metodom ruba stabilnosti, po-
trebno je provesti sljedece korake [10]:

1. Odabranom regulatoru u zatvorenom sustavu automatskog upravljanja iskljuce se
sva djelovanja osim proporcionalnog djelovanja (ako postoje, 1 i D djelovanja se
isklju¢uju tako da se postavi T — oo, Tp = 0).
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2. Pojacanje P regulatora Kpg povecava se dok se god na izlazu sustava ne pojave
trajne oscilacije (dok sustav ne dode do ruba stabilnosti). Pojacanje koje izaziva
trajne oscilacije sustava naziva se kritiénim pojacanjem Kpggr.

3. Izmjeri se period trajnih oscilacija Ty, = 3—’”1 tzv. kritiéni period.
ys

4. Na temelju kriti¢nog pojacanja K gy, 1 kriti¢nog perioda Ty, odreduju se vrijednosti
parametara odabranog regulatora prema tablici 8.1.

Tablica 8.1: Parametri regulatora dobiveni Ziegler-Nicholsovom metodom ruba stabil-
nosti

Tip Regulatora Kpg Ty Tp
P 0.5K gy 00 0
PI 0.45K pi, | 0.85T}, 0
PID 0.6 K gy 0.5Ty, | 0.12T},

Parametri odredeni Ziegler-Nicholsovom metodom ruba stabilnosti priblizna su pra-
vila 1 njima mozemo priblizno posti¢i zeljerm kvalitetu upravljanja. Da bismo postigli
vecu kvalitetu upravljanja mozemo koristiti simulaciju na rac¢unalu, a parametre do-
bivene Ziegler-Nicholsovom metodom ruba stabilnosti kao dobre poéetne parametre za
optimiranje sustava metodama optimizacije. Metode optimizacije ne¢emo obradivati.

Pokusajmo odrediti parametre regulatora peéi koja se koristi u pekarskoj industriji.
Sustav peéi s grijacem prikazan je na slici 8.29.

%O | . 03 |20 {20 50
— > GOy TP ST e s

>

Slika 8.29: Sustav peéi s grijadem

Sustav sa slike 8.29 mozemo razloziti na prijenosnu funkciju grijaca (aktuatora):

0.3
G = __——— 8.43
A0 = et (54
i prijenosnu funkciju peci (sustava):
2
Gigls) = 00 (8.44)

T 2470s% +257s+1°
Grija¢ na temelju upravljackog signala Ug(t) zagrijava pecnicu toplinskim tokom
Q(t). Toplinski tok rezultira pove¢anjem temperature peénice ¥(¢). Prijenosna funkcija
kaskade grijaca i pedi je:
== o EED 200
Gas(s) = GA(S)GS(';)) = 47s+1 247082 +257s+1
G45(5) = 11600097 1454057 7304571

(8.45)
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Na temelju prijenosne funkcije (8.45) zakljuéujemo da je sustav staticki jer nema
integratora u otvorenom krugu. Prilikom analize struktura regulatora, spomenuli smo
da P regulator ne moze ispraviti staticku pogresku na statickom procesu. Prema tome,
odabrat ¢emo PI regulator za upravljanje sustavom peci. lako smo odabrali PI regulator
za regulaciju sustava peéi, pokazat ¢emo da odabirom P regulatora dolazi do staticke
pogresgke.

Izra¢unajmo sada, slijedeci navedene Cetiri tocke sinteze metodom ruba stabilnosti,
parametre P i Pl regulatora peci. Uklju¢imo sada u zatvoreni krug automatskog uprav-
ljanja proporcionalni regulator s parametrom Kpg (slika 8.30).

9., e(r) Uy (r)h 03 |20 200 A1)

= = G.(s)= -
Ga(s)= Ky ) Q)= R TP T P

Y

Slika 8.30: Sustav peéi s grijacem u zatvorenom krugu automatskog upravljanja s P
regulatorom

Prijenosna funkcija otvorenog kruga kaskada je P regulatora, grijaca i peci:

60K g
11609052 + 1454952 + 304s + 1°

Go(s) = (8.46)

Koeficijent pojacanja proporcionalnog regulatora potrebno je povecavati do trenutka
kada se pojave trajne oscilacije, odnosno kada sustav dode na rub stabilnosti. Vrijednost
pojaénja Kp mozemo izracunati koristeé¢i Nyquistov dijagram. U prijenosnu funkeiju
otvorenog kruga Go(s) uvedimo supstituciju s = jw:

60K
1 — 14549w? + 7304w — j116090w3’

Goljw) = (8.47)

a zatim prijenosnu funkciju G,(jw) zapisimo kao zbroj realnog i imaginarnog dijela:

&, = 60K g 1—14549w2 —3j(304w—116090w>)
oY%} = 174540077 (304—116000w°) 1—145497—j (304w— 116090 (8.48)
60K p (1—14549w2) F60K 5 (304w—116090w3) :

jw) = — :
Go(jw) (1—14549w2)2+(304w—116090w3)%  (1—14549w2)?+ (304w—116090w?)>

Da bi sustav bio na rubu stabilnosti, na frekvenciji w; mora vrijediti da je
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Re {G,(jwr)} = —1. Frekvenciju w, dobit ¢emo iz uvjeta da je Im{G,(jws)} = 0:

. . 60K i (304w—116090w?) _
Im {Go(jw)} = (1-14549w2)% +(304w—116090w3)? U=
= 304w — 116090w® = 0 = w (304 — 116090w?) = 0 (8.49)
w1 = 0s!

304 — 116090w? = 0 = wo 3 = +£0.05117s7 L.
Do sada smo vec¢ uvidjeli da je kandidat za wy frekvenciju uvijek bila strogo pozitivna
frekvencija te stoga zakljuéujemo da je wr = 0.05117s71. Prijenosna funkcija G,(jw na

frekvenciji wy ima vrijednost:

60K g (1—-14549w+2)

RE{GO(JWTT)} — (1_14549{uw2)2+(3D4w7r—116090w7r3)2 (85“)
Re{Go(jwnr)} = % = —1.6173KR.

Sustav ¢ée biti na rubu stabilnosti ako je:

Re {Go(jwr)} = —1.6173Kp = —1 = Kp, = 0.6183. (8.51)

Dobili smo kritiéno pojacanje Kpgp, koje nam je potrebno za odredivanje parametara
regulatora. Kriti¢ni period mozemo izra¢unati koristeci frekvenciju wy ili mjerenjem na
odzivu sustava s P regulatorom i kriti¢nim poja¢anjem Kpggr na referentnu vrijednost
signala od 100 °C. Kriti¢ni period dobiven pomoéu frekvencije wy je:

2m
Tir = — = 122.7836s. (8.52)
Wrr
Kritiéni period mogao se dobiti i mjerenjem na odzivu sustava na referentnu vrijed-
nost signala (slika 8.31).

T T T T T T T T T

200 - T Pec (rub stabilnosti sustava) !_

501 a

D Il I 1 1 L L 1 L L
0 100 200 300 400 500 800 700 800 s00 1000

vrijeme, [s]

Slika 8.31: Sustav pedi s grijatem u zatvorenom krugu (rub stabilnosti, Kgg, = 0.6183)
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Na slici 8.31 prikazan je odziv sustava peéi s grijadem na rubu stabilnosti. Izra-
c¢unajmo sada parametre P i Pl regulatora koriste¢i Zigler-Nicholsovu metodu prema
tablici 8.1.

Za P regulator vrijedi:

Kg = 0.5K ggr = 0.3092

e
Gr(s) = Kg = 0.3092. B

Za PI regulator vrijedi:
Kp = 0.45Kpgy, = 0.2782,T7 = 0.85T}, = 104.3661s 4.54
Gr(s) = KTt = 0.2782104300141 (8.54)

Na slici 8.32 prikazan je sustav pedi i grijaca s P regulatorom parametriranim prema
Zigler-Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti, dok je na slici 8.33 prikazan sustav peéi i gri-
jaca s PI regulatorom parametriranim prema Zigler-Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti.

;9’_%‘,.(1') 1) Uz (@ o) 200 H(1)

Gx(s)=0.3092 » 8= s > GO e rasTeat w

Slika 8.32: Sustav peéi 1 grijaca s P regulatorom parametriranom prema Zigler-
Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti u zatvorenom krugu automatskog upravljanja

3.5 e(t) U, (r) o b6
raf 10436615 <1 £ 0.3 = 200
_{\_>Gp(s;-=0_2?sz - - G, (5)= | Gi(s)= :
i 104 36615 475 +1 24705° +257s5+1

A

Slika 8.33: Sustav pec¢i i grijaca s Pl regulatorom parametriranom prema Zigler-
Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti u zatvorenom krugu automatskog upravljanja

U nastavku éemo navesti niz odziva sustava peci u zatvorenom krugu automatskog
upravljanja pri ¢emu ¢e referentna veli¢ina ,¢f(f) imati iznos 100 °C. Ako staticki
sustav opisan prijenosnom funkcijom otvorenog kruga (8.45) upravljamo P regulatorom,
u stacionarnom ¢e se stanju pojaviti staticka pogreska koja se moze isc¢itati sa slike 8.34
ili izracunati prema relaciji:

lim e(t) = lim sE(s) = hm SWS—U( s)

t—o0 s—0
lim e(t) = li - L = 5.1146 (B:65)
e N ', T LS s DR

11609055 +14549s2 1 304s+1 Kr=0.3092
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Odziv sustava upravljanog P regulatorom ima nadviSenje od 60.4% s obzirom na
stacionarno stanje (slika 8.34), sto je veliki iznos. U pocetku smo naveli kako regula-
tor parametriran prema Ziegler-Nicholsu nije namijenjen dobrom slijedenju referentne
velicine, ve¢ dobrom vladanju s obzirom na poremecéajnu velicinu. 1z tog razloga odziv
sustava ima veliko nadviSenje.

160 T T
— &{t] - mjerena temperatura peci (P regulator)

140 ———Sref(t)- zadana temperatura peci

120 B

100f—4—=b——F-3 - e —

— BOR b

60 B

|
] 500 1000 1500
wrijeme, [s]

Slika 8.34: Odziv temperature peéi upravljane P regulatorom parametriranom prema
Zigler-Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti (Kg = 0.3092)

S obzirom da ne Zelimo imati staticku pogresku, koristit éemo Pl regulator koji ce
pomocu integratora u otvorenom krugu ukloniti staticku gresku. Odziv sustava peéi
upravljan Pl regulatorom prikazan je na slici 8.35. Sa slike 8.35 mozemo vidjeti da smo
uklonili staticku pogresku, ali sustav i dalje ima veliko nadviSenje od 88.15 %.
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200 T T T T T

1a0k ﬂ — 3{t] - mjerena temperatura peci (Pl requlatar)

= —Sref(t) - zadana temperatura pedi

160

140
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100{+ -}
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20 =

| | | |
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Slika 8.35: Odziv temperature peéi upravljane Pl regulatorom parametriranom prema
Zigler-Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti (Kg = 0.2782, T7 = 104.3661 s )

Pokazimo sada da je regulator parametriran Ziegler Nicholsovom metodom pogodan
za uklanjanje utjecaja poremecajne veli¢ine. U sustavu peéi, jedan od moguéih pore-
mecaja, gubitak je toplinskog toka zbog njezinog otvaranja. Blokovski prikaz sustava s
poremecajnom veli¢inom @Q,(t) prikazan je na slici 8.36.

200 €

G.5)=
<(5) 24705 +2575+1

8@ e(r) U0 0.3
S G, )=k, 25! >| G,(5)=
475 +1

Slika 8.36: Sustav pedi i grijaca s Pl regulatorom i djelovanjem poremecajne veli¢ine

Qp(t)

Poremecajna veli¢ina Qp(f) ulazi u sustav peéi s negativnim predznakom (slika 8.36)
kako bi se naglasio gubitak energije iz peci. Na slici 8.37 prikazan je odziv sustava
na referentnu vrijednost uz djelovanje poremecajne velid¢ine u trenutku ¢ = 5000 s. U
ovom je slu¢aju PI regulator brzo ispravio djelovanje poremecajne velicine §to je i odlika
regulatora parametriranog prema Ziegler-Nicholsovoj metodi.
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QDD T T T T T T T T
1a0l — 3{t) - mierenatemperatura pedi (Pl requlator)
e Sref(t) - zadana termperatura peci
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140 -
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Slika 8.37: Odziv temperature peéi upravljane Pl regulatorom parametriranom prema
Zigler-Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti pri djelovanju poremecaja (Kp = 0.2782,

Ty = 104.3661 s )

Parametre dobivene Ziegler-Nicholsovom metodom mozemo korigirati kako bismo
dobili bolje vladanje sustava s obzirom na referentnu veli¢inu ¥,f(t). Ako sustav ima
veliko nadviSenje, to znadi da ima malo fazno osiguranje. U ovom poglavlju obradili
smo Bodeov dijagram PI regulatora. Fazno osiguranje ¢emo popraviti ako, s obzirom na
Bodeovu karakteristiku PI regulatora, smanjimo vrijednost poja¢anja Kg i povecamo
vrijednost integralne vremenske konstante T7.

T T T T
— 3{t) - mjerena temperatura peci (Pl requlator)

___S‘mm - zadana temperatura peci =

40+ -

20 —
0 1 1 | | L

o 500 1000 1500 2000 2500 3000
vrijeme, [5]

Slika 8.38: Odziv temperature peéi upravljane Pl regulatorom parametriranom prema
Zigler-Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti (Kg = 0.1237, T7 = 306.9591 s )
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140 T T T T T
— 3{t]- mjerena temperatura pedi (Fl regulator)
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Slika 8.39: Odziv temperature peéi upravljane Pl regulatorom parametriranom prema
Zigler-Nicholsovo] metodi ruba stabilnosti pri djelovanju poremecaja (Kg = 0.1237,

Ty = 306.9591 s )

Na slici 8.38 prikazan je odziv temperature peéi upravljane PI regulatorom s pa-
rametrima Kg = 0.1237 i T = 306.9591 s. NadviSenje odziva temperature peci sada
iznosi 32.9 %. Novim parametrima dobili smo bolje vladanje sustava s obzirom na refe-
rentnu vrijenost signala dpes(2). Sto se sada dogodilo s vladanjem sustava s obzirom na
poremecéajnu veli¢inu?

Poboljsanjem vladanja sustava s obzirom na na referentnu vrijenost signala ¥pef(t)
pogorsali smo vladanje sustava s obzirom na poremeéajnu veli¢inu, §to je prikazano na
slici 8.39. Poremecaj je nastao u vremenu ¢ = 1500, a odziv je prvi puta dostigao staci-
onarnu vrijednost tek nakon 1000 s od trenutka djelovanja poremeéaja. Ovim primjerom
pokazali smo jedan od iskustvenih nacina parametriranja P i PI regulatora. U nastavku
¢emo obraditi Ziegler-Nicholsovu metodu prijelazne funkcije.

8.8.2 Parametriranje regulatora Ziegler-Nicholsovom metodom prije-
lazne funkcije

Trajne oscilacije u sustavu mogu trajno ostetiti dijelove sustava te je stoga Ziegler-
Nicholsova metoda ruba stabilnosti ¢esto neupotrebljiva. Pogodnija metoda za para-
metriranje regulatora je Ziegler-Nicholsova metoda prijelazne funkcije gdje je u sustavu
potrebno odrediti samo prijelaznu funkeiju i na temelju nje odrediti parametre regula-
tora [10], [20]. Snimanje prijelazne funkcije sustava h(¢) u veéini slu¢ajeva ne predstavlja
poteskoce. Ziegler-Nicholsova metoda prijelazne funkcije za parametriranje regulatora
moze se primijeniti samo na sustave s aperiodskim odzivom. Na sustave s priguSenim
oscilacijama nije moguée primijeniti Ziegler-Nicholsovu metodu prijelazne funkcije za
parametriranje regulatora. Prijelazna funkcija aperiodskog sustava aproksimira se pri-
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jelaznom funkeijom koju bi imao sustav s prijenosnom funkcijom:

Ky
Ts+1

Gyla) = e 'S (8.56)
gdje je:

e K, - pojacanje sustava

e T - vremenska konstanta

e 7 - transportno kasnjenje ili mrtvo vrijeme.

Na slici 8.40 prikazana je prijelazna funkcija h(t) sustava viseg reda s aperiodskim
odzivom koji zelimo upravljati regulatorom.

A 1)

0.63K,

—

Slika 8.40: Prijelazna funkcija h(t) sustava viSeg reda s aperiodskim odzivom

Na temelju prijelazne funkcije sa slike 8.40 odredujemo tri bitne veli¢ine:

e pojacanje sustava K, koji je jednak stacionarnoj vrijednosti prijelazne funkeije
h(t) sustava

e vrijeme zadrzavanja t,, koje je odredeno presjekom tangente u tocki infleksije s
vremenskom osi

e vrijeme porasta tp, koje je odredeno vremenom od presjeka tangente u tocki inflek-
sije s vremenskom osi do presjeka tangente sa stacionarnom vrijednoséu prijelazne

funkcije h(t).

Tocka infleksije je to¢ka u kojoj je derivacija prijelazne funkcije h(t) maksimalna (tocka u
kojoj je nagib prijelazne funkcije h(t) najveci). Dakle, parametriranje regulatora Ziegler
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-Nicholsovom metodom prijelazne funkcije ovisi o nagibu tangente u tocki infleksije %

i na vremenu zadrzavanja t,. Parametri regulatora, na temelju nagiba tangente u tocki

infleksije % i na vremenu zadrzavanja t,, odreduju se prema tablici 8.2.

Tablica 8.2: Parametri regulatora dobiveni Ziegler-Nicholsovom metodom prijelazne

funkcije

Tip Regulatora | Kpg Tr Thn
P A2] oo 0
Pl e 333, 0
PID 120 9 |05t

Pokusajmo sada Ziegler-Nicholsovom metodom prijelazne funkeije odrediti parame-

tre regulatora koji ée upravljati sustavom peéi i grijac¢a koji smo opisali u poglavlju

Ziegler-Nicholsova metoda ruba stabilnosti. Prijenosna funkcija peéi s grijadem je:

Gas(s) = Ga(s)Gs (:% = 4'?3—3;1 2470322-83573+1

(8.57)
G s(8) = Tigos0:3 7125492730057 1 "
80 ~
60 |— R, M —
: |
i
|
O 40k :
= |
S |
} : : - :
|
»
: Tocka I
0 : infleksije I
: \tz :
i | i I 1 j
0 400 800 1200 1600 2000

vrijleme, [s]

Slika 8.41: Prijelazna funkcija sustava peéi s grijadem
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a0 100 150 200 250 300 350
wrijeme, [s]

Slika 8.42: Prijelazna funkcija sustava peci s grijadem (uvecano)

Prijelazna funkcija sustava zadanog prijenosnom funkcijom (8.57) prikazana je na

slici 8.41. Na temelju prijelazne funkcije mozemo i3¢itati potrebne parametre za odredi-
vanje parametara Pl regulatora Ziegler-Nicholsovom metodom prijelazne funkcije. Uve-
¢ani odziv sustava na jediniénu skokovitu pobudu prikazan je na slici 8.42. S uvecéanog
odziva mozemo iScitati sljedece parametre: Ky = 60, t, = 35.12s i t, = 366.68s. Ko-
risteéi tablicu 8.2 moZemo odrediti parametre PI regulatora prema Ziegler-Nicholsovoj

metodi prijelazne funkcije:

Sukladno parametrima (8.58), PI regulator ima prijenosnu funkciju:

116.95s + 1

=il
Gris) = 0157 —oon

(8.59)

PI regulator upravlja sustavom peci s grija¢em prema strukturi upravljanja prikaza-

noj na slici 8.36.
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Slika 8.43: Odziv temperature peéi upravljane Pl regulatorom parametriranom prema
Zigler-Nicholsovoj metodi prijelazne funkcije (Kg = 0.157, Ty = 116.95 s )

Odziv temperature peéi upravljane Pl regulatorom koji je parametriran prema Zigler-
Nicholsovoj metodi prijelazne funkcije, prikazan je na slici 8.43. Nadvisenje u sustavu
ponovno je veliko 1 iznosi 66.79%. Veé smo spomenuli da su Zigler-Nicholsove metode
prilagodene dobrom vladanju sustava pri djelovanju poremecéajne velicine, stoga slijede-
nje referentne velicine Yref(t) nije toliko kvalitetno jer se pojavljuje veliko nadvisenje u
odzivu. Takoder. iz odziva sa slike 8.43 mozemo zakljuciti da PI regulator parametriran
prema Zigler-Nicholsovoj metodi prijelazne funkeije osigurava bolju kvalitetu odziva od
onoga parametriranog prema Zigler-Nicholsovoj metodi ruba stabilnosti (slika 8.35).

— &{t) - mjerana temperatura peci
190 == it zadsna termperatura pedi |
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Slika 8.44: Odgziv temperature peéi upravljane PI regulatorom parametriran prema
Zigler-Nicholsovoj metodi prijelazne funkcije pri djelovanju poremecaja (K = 0.157,

T; =116.95 s )

Na slici 8.44 prikazan je odziv sustava uslijed djelovanja poremecajne velicine Qp(t)
koja djeluje u vremenu £ = 1500s. Vladanje sustava uslijed djelovanja poremecajne
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velidine je zadovoljavajuée Sto je i odlika regulatora koji je parametriran prema Zigler-
Nicholsovoj metodi prijelazne funkeije. Pogledajmo sto se dogada sa izlazom iz PI regu-
latora pri odzivu sustava sa slike 8.44.

4 I T T T T

P le— UR(tJ - upravljacki signal iz Pl regulatora

1 | I i
g 500 1000 1500 2000 2500 3000
vrijeme, [s]

Slika 8.45: Upravljacki signal PI regulatora parametriran prema Zigler-Nicholsovo] me-
todi prijelazne funkcije pri djelovanju poremecaja (Kg = 0.157, Ty = 116.95 s )

S obzirom da je sustav peéi s grija¢em staticki sustav, ocekujemo da ¢e upravljacki
signal iz PI regulatora postiéi stacionarnu vrijednost veéu od nule kako bi se odrzavala
temperatura peénice. Odrzavanje stacionarne vrijednosti, iako nema regulacijskog od-
stupanja osigurava nam integrator Pl regulatora. Na slici 8.45 prikazan je upravljacki
signal PI regulatora koji upravlja peéi. Uslijed djelovanja poremecaja Qp(t) u vremenu
t = 1500 s, upravljacki signal podize svoj iznos kako bi ispravio djelovanje poremecajne
velicine. Sada je jasno zaSto se kod upravljanja statickog sustava P regulatorom pojav-
ljuje regulacijska pogreska. S obzirom da u sustavu nema integratora koji bi zadrzao
vrijednost upravljackog signala, upravljacki signal stvara se zbog regulacijske pogreske
jer se isti tvori mnozenjem koeficijenta pojacanja P regulatora Kg s regulacijskom po-
greskom e(t). Prema tome, da bi upravljacki signal uopée postojao, mora postojati i
regulacijska pogreska. Ovime smo zavr§ili parametriranje regulatora prema iskustvenim
metodama Zigler-Nicholsa.

8.9 Parametriranje regulatora metodom tehnickog
optimuma

Cesto koristena praktitna metoda parametriranja regulatora je metoda tehnickog op-
timuma [10]. Metoda tehnic¢kog optimuma koristi se kod sustava koji nemaju astatizam
(sustavi koji nemaju integralno djelovanje). Ova metoda zasniva se na zahtjevima da
sustav ima brz odziv i priblizno aperiodski odziv sustava upravljanja. Dakle, za razliku
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od metoda Ziegler-Nicholsa, tehni¢ki se optimum koristi kod upravljanja sustava kod
kojeg zelimo posti¢i dobro slijedenje referentne velicine y,.¢(f). Ako se sustavom uprav-
lja PI regulatorom koji je parametriran prema tehni¢kom optimumu, tada ée prijalazna
funkcija sustava biti priblizno ista prijelaznoj funkeiji sustava opisanog PT2S ¢lanom:
2
w.
G(s) = o . 8.60
(s) 52 + 20wns + w2 (B.60)

Da bi sustav upravljanja imao brz odziv i priblizno aperiodski odziv, odabire se tehnicki
optimalan faktor prigusenja ¢ = 3@ Sustav koji ima faktor prigusenja ¢ = 3’;—5 = 0.707
ima nadviSenje od 4.3%. Odziv sustava koji ima faktor priguSenja ¢ = @ prikazan je
na slici 8.46.

Tehnicki optimum najéesée se koristi kod parametriranja PI regulatora i pretpostav-
lja strukturu sustava opisanu prijenosnom funkeijom:

K 1 1 1
C Tis+1Ths+1T3s+1 Tps+1’

Gs(s) (8.61)

pri ¢emu je T} dominantna vremenska konstanta, a Ty, 73, ..., T}, nedominantne vremen-
ske konstante.

15 I I I I I I I I I
| —y(t) - odziv sustava upravijanja uz fakior prigusenja £ = 0707
o =43%
m
o A R A OGP T~ p oy Sy
!
I
k=) i
- !
I
05k | -
[
i
i
!
0 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10
wrijeme, [s]

Slika 8.46: Odziv sustava s faktorom prigusenja ¢ = ? iwp =151

Dominantna vremenska konstanta je ona konstanta za koju vrijedi da je T7 >
Ty, T3, ...,T,,. Vremenska se konstanta naziva dominantnom ako se cijeli sustav uprav-
ljanja ponaga priblizno PT1 ¢lanu, gdje je 77 dominantna vremenska konstanta. Defini-
rajmo zbroj nedominantnih vremenskih konstanti:

Ty =T+ T3+ ..+ T,. (8.62)
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Ako vrijedi da je 77 > (5 + 10)T%, tada se prijenosne funkcije s nedominantnim
vremenskim konstantama mogu aproksimirati sljedeéim izrazom:

1 1 1 1 i
Ds+1Ts+1 Tws+l ([B+TEt++T)e+l B+l

(8.63)

Sustav opisan prijenosnom funkcijom (8.61), uz uvjet 71 > (5 + 10)T%, mozemo
aproksimirati prijenosnom funkeijom:

- KS 1
T Ts+1Tns+1°

Gs(s) (8.64)
Kod sustava drugog reda nije potrebno zadovoljiti uvjet T3 > (5+10)T% jer postoji samo
jedna vremenska konstanta koja nije dominantna. Prijenosna funkcija PI regulatora je:

T13+1

Gr(s) = Kgr Trs

(8.65)

Sustav, aproksimiran prijenosnom funkcijom (8.64), koristimo u sintezi PI regulatora
i zatvorenog kruga upravljanja prikazanog na slici 8.47.

r— _i
|
) e(t) u, (1) = y(t) K 1 | y(2)
f GR(5)=K3T15+1 9 - 5 i AN
/ T8 | 1;5 +1 Is+1 |
|
j |
_ E‘ (_S) _____ 5

Slika 8.47: Zatvoreni krug automatskog upravljanja pri sintezi metodom tehnic¢kog op-
timuma

Napravimo sada sintezu zatvorenog kruga automatskog upravljanja prikazanog sli-
kom 8.47. Integralnom vremenskom konstantom kompenzirat ¢emo dominantnu vre-
mensku konstantu tako da odaberemo:

Ty =T, (8.66)

Otvoreni krug antomatskog upravljanja prema slici 8.47 nakon supstitucije Ty = T7 ima

oblik:
Go(s) = Gr(s)Gs(s) = KpTrstl K. 1

Trs Tis+1Txs+1 Ty=T) (8 67)
G (S) - K Trs+1 K, - KpKs
o - Trs Trs+1Tys+1 = Tys(Tes+1)"
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Zatvoreni krug automatskog upravljanja mora zadovoljavati prijenosnu funkeiju (8.60)
te mora vrijediti da je faktor priguSenja ( = % Prijenosna funkcija zatvorenog kruga
upravljanja s obzirom na prijenosnu funkciju otvorenog kruga upravljanja (8.67) je:

KrKs
Ga(s) = Go(s) __ Tis(Tes+1) KK,

= 14+ G,(s) 1+ﬁ{%}§#ﬁ TiTss2 + Trs + KK,

(8.68)

Zapisimo prijenosnu funkciju zatvorenog kruga (8.68) u obliku pogodnom za uspo-
redbu s prijenosnom funkcijom (8.60):

Ga(s) = (8.69)

KpKs *

Izjednac¢imo sada prijenosne funkcije (8.60) i (8.69):

KrKs 2
TJTE _ “n _ (8.70)
24 As+ BB 57+ 2(wns +wl

Na temelju relacije (8.70), mozemo zapisati:

]_ KRKS
Wwp, = —, w2 = . 8.71
Cwﬂ TE wn TITE ( { J
Slijedi:
2 _ KgrK; _  |KgrKs
wﬂ. — TITE = wn == TITE (872)
2Wwn =201/ FBEe = L.

U izraz (8.72) uvrstimo uvjet za tehnicki optimum, odnosno ¢ = % te izradunamo
koeficijent pojacanja Pl regulatora Kg:

KrK; KrpKs _
20y 1T _ﬁ:”f\/’”f 7/’ (8.73)

I
KRKs — __T_
ZT;TE TZ:’KR—QKT

Dakle, parametri PI regulatora, prema tehnickom optimumu, ratunaju se prema
relacijama:

TI =T1
1im (8.74)
Kr=217

gdje su:

e T - dominantna vremenska konstanta sustava
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e T% - suma nedominantnih vremenskih konstanti sustava

e K, - staticko pojaCanje sustava.

Napravimo sintezu zatvorenog kruga pedi i grijaca s prijenosnom funkecijom:

0.2 400 S
Celd) = Tos+ 12407 + 2575 4 1 (8.75)
Sustav (8.75) zapiSimo u obliku umnozaka PT1 ¢lanova:
1 1
Gyl = (8.76)

© 247s+116s+110s+ 1
pri ¢emu su vremenske konstante redom: T = 247s. Tp = 16s i T3 = 10s. Dominantna
vremenska konstanta u sustavu (8.76) je T} = 247 s, dok je suma nedominantnih vre-
menskih konstanti T = T3 + T3 = 26s. Zadovoljen je uvjet 71 > (5 + 10)Tx, odnosno
247 > (130 + 260). Pojacanje sustava je Ky = 80.

Prema izrazu (8.74) za parametre PI regulatora slijedi:

Tf — T]_ = 2478
.77
KR:%KLS%:%%%ZOO594 ( )

P1 regulator parametriran prema tehnickom optimumu za sustav opisan prijenosnom
funkcijom (8.75) je:

247s+1
Ggr(s) =0.0594 ——. 8.78
Rr(s) 478 (8.78)
120 T T T T T T T T T
100 fm o e e =
— &(t) - mjerena vrijednost temperature (Pl regulator)
sol —_— Sref(t) - zadana vrijednost temperature B
o
— B0 R
&
40+ B
20 -
D | 1 1 | | | | 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 8O0 500 1000

vrijeme, [s]

Slika 8.48: Odziv temperature peéi upravljane Pl regulatorom parametriranom prema

tehnickom optimumu (Kgr = 0.0594, T7 = 247 s )
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Odziv temperature peéi upravljane PI regulatorom koji je parametriran prema
tehnickom optimumu prikazan je na slici 8.48. NadviSenje u sustavu je svega 4.54%
Sto je mali iznos nadviSenja. NadviSenje nije jednako 4.3% kao §to smo pretpostavili jer
smo radili aproksimaciju dviju nedominantnih vremenskih konstanti njihovom sumom.
Za razliku od Zigler-Nicholsovih metoda parametriranja regulatora, metoda tehnickog
optimuma prilagodena je dobrom slijedenju referentne velicine d,¢¢(t) . Odziv sustava
peci je brz i s malim nadviSenjem §to se moze vidjeti sa slike 8.48. Ako na sustav peéi
djeluje poremecaj, tada Pl regulator parametriran metodom tehnickog optimuma otkla-
nja utjecaj poremeéaja vrlo sporo Sto je prikazano na slici 8.49. Na isto] se slici vidi
kako je poremeéaj nastao u vremenu t = 500s, a kako je poremecaj ispravljen tek nakon
vige od 1000 s.

120 T T T T T T T
100 [ o e o o e o o e e e o -
— &{t) - mjerena vrijednost temperature (FI regulator)
. 80 ——=5 ([t} - zadana vrijednost ternperature I
B) ref
= B0} -
[
40 - -
201 -
D | | 1 1 | | 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
vrijeme, [g]

Slika 8.49: Odziv temperature peci upravljane Pl regulatorom parametriranom prema
tehnickom optimumu pri djelovanju poremecaja (Kgp = 0.0594, T = 247 s )

Ovim primjerom zavrili smo s metodama parametriranja regulatora u ovoj knjizi.
Obradili smo dvije metode parametriranja regulatora. Prva je metoda bila iskustvena
metoda Ziegler-Nicholsa koja se koristi kako bi se osiguralo dobro vladanje pri djelovanju
poremecaja, a druga metoda je tehnicki optimum koji se koristi kako bi se ostvarilo dobro
slijedenje referentne vrijednosti signala. Koju od metoda éete koristiti, ovisi o zahtjevima
u sustavu automatskog upravljanja.
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8.10 Kaskadni sustav upravljanja brzinom vrtnje istosmjer-
nog motora s permanentnim magnetima

Istosmjerni motor s permanentnim magnetima predstavlja elektromehanicki pretva-
ra¢ koji elektriénu energiju pretvara u mehanicku. Sustav istosmjernog motora sastoji se
od elektriénog i mehanickog dijela. Elektri¢ni dio vezan je za namot armature motora,
a mehanicki dio za rotor motora koji moze pokretati neki mehanicki uredaj. Istosmjerni
motori su vrlo jednostavni za upravljanje Sto éemo pokazati u nastavku. Upravljanje
brzinom vrtnje bit ¢e realizirano na laboratorijskom primjeru istosmjernog motora s
permanentnim magnetima.

8.10.1 Matematicki model istosmjernog motora s permanentnim mag-
netima

Matematicki model istosmjernog motora s permanentnim magnetima dobit éemo
poznavanjem fizikalnih pojava koje se dogadaju prilikom elektromehanicke pretvorbe u
samom motoru [21], [22]. Nadomjesna shema istosmjernog motora s permanentnim mag-
netima za potrebe izvodenja matematickog modela istosmjernog motora s permanentnim
magnetimam prikazana je na slici 8.49.

u, (1)

Mehanicki dio
istosmjernog motora

Elektricni dio istosmjernog motora

Slika 8.50: Nadomjesna shema istosmjernog motora s permanentnim magnetima

Elektriéni dio istosmjernog motora, odnosno armaturni krug, mozemo modelirati
sljedecom diferencijalnom jednadzbom:

dia(t)
dt

uo(t) = Raia(t) + La em(t) (8.79)
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gdje su:

® u,(t) napon armature istosmjernog motora, [V]

® i4(t) struja armature istosmjernog motora, [A]

® en(t) protuelektromotorna sila, [V]

e R,(t) otpor armature istosmjernog motora, [

o L,(t) induktivitet armature istosmjernog motora, [H].

Dakle, napon armature u,(t) jednak je zbroju svih padova napona u istosmjrenom
motoru. Otpor armature R, i induktivitet armature L, pojavljuju se zbog namota ba-
krene zice u krugu armature motora. Protuelektromotorna sila je napon koji se inducira
u namotu armature zbog vrtnje osovine (rotora) motora i proporcionalna je brzini vrtnje
motora:

em(t) = kewpn () (8.80)

gdje su:

® wp(t) brzina vrtnje istosmjernog motora, [V]
e k. naponska konstanta istosmjernog motora, ||

® mpy(t) moment tereta istosmjernog motora, [Nmlj.

Naponska konstanta istosmjernog motora ovisi o konstrukeiji samog motora i mag-
netskom toku u namotu. Magnetski tok i struja armature uzrokuju vrtnju rotora motora
zbog zakretnog momenta koji stvaraju, a koji se moze izraziti kao:

mm(t) = kmia(t) (8.81)
gdje je:
e kn momentna konstanta istosmjernog motora, [N,

Momentna i naponska konstanta motora jednake su po iznosu, iako su im mjerne
jedinice razlicite. Moment motora je, prema relaciji (8.81), proporcionalan struji ar-
mature. Relacija (8.81) predstavlja elektromehanicku pretvorbu. Na osovimu motora
mozemo postaviti jednadzbu dinamicke ravnoteze momenata:

de“”st(t) = () — el — B @ (8.82)

gdje su:
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e J,, moment inercije rotora istosmjernog motora, [kgm?|

-}
e B,, koeficijent viskoznog trenja, [E‘é;L]

Relacijama (8.79), (8.80), (8.81) i (8.82) opisan je matematicki model istosmjernog
motora s permanentnim magnetima pomocu linearnih diferencijalnih jednadzbi.

Laplaceovom transformacijom relacije (8.79) dobit ¢emo:

Ua(s) = Rolo(s) + LasIy(s) + Ep(s). (8.83)

Iz relacije 8.83 izrazimo prijenosnu funkeciju armaturnog kruga istosmjernog motora:

Ua(s) — Em(s) = Ia(s) (Las + Ra) =

L(s)  _ 1 Ry Ka (8.84)
Un(s)_Em(s) - L05+Ra - R—“s—}—l T33+1

Prema prijenosnoj funkeiji armaturnog kruga istosmjernog motora (8.84), pojacanje
armaturnog kruga istosmjernog motord K, je RL* a vremenska konstanta armaturnog

kruga istosmjernog motora Ty j Je . S obzirom da je induktivitet armature istosmjernog
motora mali po iznosu, dlmdturm krug ima brzu dinamiku. Nadalje, Laplaceovom
transformacijom relacije (8.80) dobit ¢emo:

Epn(s) = kel (s), (8.85)

a Laplaceovom transformacijom relacije (8.81) dobit ¢emo:

Mun(8) = kmIa(s). (8.86)

Ostaje nam jos samo napraviti Laplaceovu transformaciju relacije (8.82):

Jm8Qn (8) = M (s) — My(s) — (3) = Qn(s) = 75np (Min(s) — My(s))
Am(s) = m=5 %msﬂ (Mm( ) — My( S) Tms-l—l T (Mm(s) — M(s)) -
(8.87)

Konstanta T}, predstavlja mehanicku vremensku konstantu. Relacijama (8.84), (8.85),
(8.86) i (8.87) opisan je matematicki model istosmjernog motora s permanentnim mag-
netima pomocu Laplaceove transformacije. Temeljem navedenih relacija kreirat ¢emo
blokovski prikaz sustava istosmjernog motora s permanentnim magnetima prikazan na
slici 8.51
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m.(t)

u, (1) K i, (1) m, (1) A K, |0
—>O—> 2 > Lk, —>» - >
Is+1 I s+1

e,(?)

Slika 8.51: Blokovska shema istosmjernog motora s permanentnim magnetima

Blokovsku shemu istosmjernog motora s permanentnim magnetima koristit éemo
dalje u sintezi sustava automatskog upravljanja. Da bismo upravljali brzinom vrtnje
istosmjernog motora, potrebno je mjeriti brzinu vrtnje. Mjerenje éemo izvesti pomocu
inkrementalnog enkodera koji éemo opisati u nastavku.

8.10.2 Mjerenje brzine vrtnje koristenjem inkrementalnog enkodera

Da bismo upravljali nekom veli¢inom u sustavu, potrebno ju je mjeriti. Brzinu vrtnje
mjerit éemo inkrementalnim enkoderom. Princip rada inkrementalnog enkodera moze
se objasniti pomoéu slike 8.52, [19].

Fototranzistor A

= A T

Fototranzistor B
=B j

Nepomicna
maska

Rotacijska
ploéa sa zarezima

Slika 8.52: Princip rada inkrementalnog enkodera

Rotacijska plo¢a sa zarezima okrece se zajedno s osovinom enkodera koja je spojena
na osovinu motora. Ispred rotacijske ploée nalaze se dvije LED diode koje emitiraju svje-
tlost. Svjetlosni snop prolazi kroz rotacijsku plo¢u na mjestima gdje se nalaze zarezi.
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Iza rotacijske ploce sa zarezima nalazi se maska kroz koju emitirana svjetlost prolazi
prema fototranzistorima. Svaki put kada emitirana svijetlost prode kroz zarez rotacijske
ploce na bazu fototranzistora, generira se po jedan impuls. Okretanjem osovine enko-
dera generira se niz impulsa na fototranzistoru. Broj zareza (impulsa) po okretaju na
rotacijskoj plo¢i oznacavat ¢emo sa N,. Rezoluciju enkodera definiramo kao omjer broja
zareza (impulsa) N, i 360°:

N: [imp] . (8.88)

=
360° | °
Brzina vrtnje istosmjernog motora rezultira generiranjem niza impulsa u jedinici

vremena. Broj generiranih impulsa N(t) u jednoj sekundi jednak je broju okretaja
osovine motora n(t) u jednoj sekundi, mnozeno s brojem impulsa po jednom okretu:

N(t) = n(t)N.. (8.89)

Jedan okretaj jednak je 2w rad pa ¢emo relaciju (8.89) zapisati pomocu brzine vrtnje
motora wy, (t):

N(t) = 5 2wn(?). (8.90)

Na temelju mjerenog broja impulsa u sekundi N () mjerenu brzinu vrtnje motora
Wmm(t) izratunat ¢emo prema relaciji:

2

mm(t) = 37N (1) (8.91)

lzvedene relacije za mjerenu brzinu vrtnje, korisne su prilikom izvedbe realnog sus-
tava upravljanja brzinom vrtnje istosmjernog motora pomocu diskretnog regulatora. U
svrhu simulacije sustava i radi jednostavnosti sinteze regulatora, izvedimo na temelju
prethodnih relacija izraz za mjerenu brzinu vrtnje:

T m N,
Wmm(t) = %N(t) = Jz\f_zﬁw”‘(t) = wm(t). (8.92)

Prema relaciji (8.92) primijetimo da se radi o sustavu s jediniénom povratnom vezom.
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8.10.3 DC-DC pretvara¢ u funkciji aktuatora

Staticka jednadzba armaturnog kruga istosmjernog motora na temelju relacije (8.83)
je:

i% Uas(s) = Ia(s) (Las + Ra) + Em(s) =

M (8.93)
Us=I1L,Rs + Ep = k—::Ra + kSl
pri ¢emu se brzina vrtnje moze izrac¢unati prema relaciji:
Us— ¥R,
Q,=—2> Fn (8.94)
ke

Dakle, prema relaciji (8.94), brzina vrtnje pri konstantnom momentu moze se mije-
njati jedino promjenom istosmjernog napona U,. Da bismo odrzavali konstantan mo-
ment M,, na osovini motora, struja armature istosmjernog motora I, mora biti kons-
tantna. Prema tome, aktuator kojim ¢emo dozirati energiju u sustav istosmjernog mo-
tora mora osigurati konstantnu vrijednost struje armature istosmjernog motora I;. U
tu svrhu koristit ¢emo upravljivi H most s MOSFET tranzistorima.

Slika 8.53: Princip rada H mosta (DC-DC pretvarac)

Upravljivi H most prikazan je na slici 8.53 [23]. Pomo¢u njega ¢emo generirati PWM
signal (engl. Pulse Width Modulation). Prije samog opisa rada H mosta, objasnit ¢emo
PWM signal. Na slici 8.54 prikazan je PWM signal koji je periodi¢an pravokutni signal
visoke frekvencije koji se moze na periodu T opisati relacijom:

(8.95)

Gl = Upc za 0<t<Tp
S 0 za Tp<t<T

gdje su:
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e Upc - napon istosmjernog izvora napajanja, [\]
e T - period PWM signala, [s]

o Tp - vrijeme visokog stanja PWM signala (engl. Duty Cycle), [s].

Upe - - ___Ua
u, (1)

T >

B !

UVt T™T-———-TT-—————[T-—————-—
u,(t)

(]

- PR DR i AL N LR DR ) a

3 -

Bl o £

Upe - -——— —_————

Ha(f) U

a

afessssssshesssnsnsnssfecsssnssnsdueessasnsafesnannns becscsanans

- 2. >

« T 5 :

Slika 8.54: PWM signal

Ako istosmjerni motor spojimo na aktuator koji generira PWM signal, struja istos-
mjernog motora, zbog induktiviteta armaturnog namota, ne moze slijediti brze promjene
napona armature u,(t) sa slike 8.54, ako je period PWM signala T za barem deset puta
manji od vremenske kontante armaturnog kruga istosmjernog motora T,. Zbog toga
se u ovom slucaju istosmjerni motor ponasa kao da je spojen na istosmjerni napon U,.
Napon U,, prikazan je na slici 8.54 i jednak je srednjoj vrijednosti signala uq(t):

Us= % JT ua(t)dt = & ( o 2 Upcdt + [7, Odt) =5

(8.96)
U, = T?DUDc.

Srednja vrijednost napona armature U, proporcionalna je s vremenom visokog stanja
PWM signala Tp. Prema tome, promjenom vremena visokog stanja PWM signala Tp,
mijenjamo 1 srednju vrijednost napona, a time i brzinu vrtnje istosmjernog motora.
PWM signal realizirat ¢emo pomoéu H mosta prikazanog na slici 8.53. H most ima
cetiri MOSFET tranzistora koji rade kao sklopke. Ako se aktiviraju sklopke 51 i 54,
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prema slici 8.53 struja tece s lijeva na desno i motor se okrece u jednu stranu ako radi u
motorskom rezimu rada [22]. Ako se aktiviraju sklopke S3 i S2, prema slici 8.53 struja
te¢e s desna na lijevo i motor se okreée u drugu stranu ako radi u motorskom rezimu rada.
Duzina aktivnog stanja svih sklopki unutar jednog perioda 7" ovisi o vremenu visokog
stanja PWM signala Tp. a to dalje utjece na srednju vrijednost napona armature U,. U
H mostu potrebno je osigurati da sklopke S1 1 52 te 53 1 S4 ne budu aktivne istovremeno
kako ne bismo kratko spojili izvor istosmjernog napona Upe. H most u sustav unosi
kasnjenje Tq. Prijenosnu funkciju H mosta (aktuatora) modelirat ¢emo PT1 ¢lanom:

Ky

=) 8.97
THS+1 ( )

Gal(s)

S obzirom da ¢e regulator upravljacki signal proslijediti aktuatoru, aktuator je po-
trebno dodati u model istosmjernog motora prikazanog slikom 8.51. Blokovska shema
istosmjernog motora s permanentnim magnetima i aktuatorom prikazana je na slici 8.55.

m,(t)

u )| g u,(r) K i,(1) m, (1) A K @, (1)
— H L el i > Lk, —» 1 T
Tus+l Is+l Is+l

H = m

e (1)

Slika 8.55: Blokovska shema istosmjernog motora s permanentnim magnetima + aktu-
ator (H most)

Obradili smo senzor i aktuator u sustavu te mozemo krenuti sa sintezom regulacijskog
kruga.

8.10.4 Sinteza kaskadnog sustava upravljanja brzinom vrtnje istos-
mjernog motora

Kaskadni sustavi upravljanja sastoje se od pomo¢nih (podredenih) regulacijskih kru-
gova i glavnog (nadredenog) regulacijskog kruga. Ova struktura upravljanja temelji se
na regulaciji vige velicina u sustavu. Na primjeru istosmjernog motora s permanentnim
magnetima. kaskadna regulacija se svodi na sintezu:

e regulatora struje armature 7,(¢f) u podredenom regulacijskom krugu kojemu je
nadreden regulator brzine vrtnje wp,(t)

e regulatora brzine vrtnje wy,(t) u nadredenom regulacijskom krugu.
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Slika 8.56: Blokovska shema kaskadnog sustava upravljanja brzinom vrtnje istosmjernog
motora s permanentnim magnetima

Blokovska shema kaskadnog sustava upravljanja brzinom vrtnje istosmjernog motora
s permanentnim magnetima prikazana je na slici 8.56. Unutarnja (podredena) regulacij-
ska petlja upravljana je PI regulatorom s parametrima Kgy i Ty, a vanjska (nadredena)
regulacijska petlja upravljana je PI regulatorom s parametrima Kpgo i Trp. Podredeni
regulacijski krug brzi je od nadredenog regulacijskog kruga te se poremecajne veli¢ine
kompenziraju ve¢ u podredenom krugu. Nadredeni regulator tvori referentnu vrijednost
za podredeni regulator. Navedimo sada parametre istosmjernog motora s permanentnim
magnetima: T, = 1.5 ms, K, = 0.4545 Q_l.. R, =220 L,=33mH, k. =1.14 %
kn=114 % Jm — 0.0004 kgm?, B,, = 0.002 —kﬁﬂlz Tmn=02sTg =0.1ms, Ky
1V.

Mehanicka vremenska konstanta Ty, vec¢a je od armaturne vremenske konstante T,
te prema tome, protuelektromotornu silu e,,(#) mozemo smatrati sporopromjenjivom
poremedéajnom veli¢inom u brzom podredenom regulacijskom krugu. Ova ¢e nam ¢inje-
nica olaksati sintezu podredenog regulatora koji éemo parametrirati metodom tehnickog
optimuma. Otvoreni podredeni krug ima prijenosnu funkeiju:

Tris+1 Ky K,
Tiis Tys+1T,s+1

Goi(s) = Km (8.98)

Dominantna vremenska konstanta je T, 1 nju ¢emo kompenzirati s integralnom vre-
menskom konstantom:

Trhn =T, = 1.5ms. (8.99)

Nakon kompenzacije dominantne vremenske konstante, prijenosna funkeija otvorenog
podredenog kruga je:

KRI KE.KH

— 8.100
Trs (THS + 1) ( )

Goi(s) =
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Prema relaciji (8.74) koeficijent pojacanja PI regulatora podredenog kruga je:

1 1 Tn
Kp == — = 16.59. 8.101
R = e T 6 ( )

Podredeni PI regulator, odnosno regulator struje armature ima sljedeéi oblik:

0.0015s +1

— 16.
CGra(s) = 165550155

(8.102)

Nadredeni PI regulator, odnosno regulator brzine vrtnje, parametrirat éemo Ziegler-
Nicholsovom metodom prijelazne funkeije. Na podredeni krug potrebno je dovesti jedi-
ni¢nu skokovitu pobudu te éemo temeljem prijelazne funkeije podredenog kruga odrediti
karakteristi¢ne veli¢ine prijelazne funkcije bitne za parametriranje PI regulatora. Prije-
lazna funkcyja brzine vrtnje s ukljué¢enim Pl regulatorom struje armature istosmjernog
motora prikazana je na slici 8.57. Zbog brzog podredenog regulacijskog kruga, tesko je
ocitati vrijeme zadrgke t..

BO0 , . : :

400_..? ....... | P A ................... .................... .................. i
:_E 300..,’ ................ .................. ................... ...................... . .................... =
8 : : : : ]

0k | i _
7] 2 258

vrijemne, [s]

Slika 8.57: Prijelazna funkcija brzine vrtnje s ukljuéenim PI regulatorom struje armature
istosmjernog motora
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200

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 02
vrijeme, [s]

Slika 8.58: Prijelazna funkeija brzine vrtnje s ukljuéenim PI regulatorom struje armature
istosmjernog motora (uvetano)

Uvecana prijelazna funkcija brzine vrtnje s ukljuc¢enim PI regulatorom struje arma-
ture istosmjernog motora prikazana je na slici 8.58. Sa slike 8.58 ocitat ¢emo sljedece
veli¢ine bitne za parametriranje Pl regulatora:

t. = 0.5586ms
tp = 0.2015s (8.103)
K, = 57052,

Temeljem tablice 8.2 parametri nadredenog Pl regulatora, odnosno Pl regulatora
brzine vrtnje su:

t .
Kra = §oe = 05695 (8.104)
Tyy = 3.33t, = 1.86ms.

Nadredeni PI regulator, odnosno regulator brzine vrtnje istosmjernog motora ima
sljedeci oblik:

0.00186s + 1

(8.105)
0.00186s

Gra(s) = 0.5695
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E N | | T I
5§ L
4l —_ mmrar(t) - zadana vrijednost brzine vrinje istosmjermog motara | _|

wm(tJ - mjerena vrijednost brzine vitnje istosmjernog motora

—_ 3_ -
3E
2L .
1k =
0 1 1 1 1
0 005 0.1 015 02 0.25

vrijeme, [s]

Slika 8.59: Odziv brzine vrtnje istosmjernog motora upravljanog nadredenim PI regu-
latorom parametriranom prema Ziegler-Nicholsovoj metodi prijelazne funkeije i podre-
denim PI regulatorom parametriranom metodom tehnickog optimuma pri djelovanju
poremecaja my(t) = 0.1 Nm za ¢t > 0.2 s (Kgg = 0.5695, T2 = 1.86 ms )

Odziv brzine vrtnje istosmjernog motora upravljanog nadredenim Pl regulatorom
parametriranom prema Ziegler-Nicholsovoj metodi prijelazne funkceije i podredenim PI
regulatorom parametriranom metodom tehni¢kog optimuma pri djelovanju poremecaja
my(t) = 0.1 Nm za t > (.2 s prikazan je na slici 8.59. Kao §to se moze primijetiti, sustav
ima dobro vladanje i s obzirom na vodeéu veliinu Wpyyref 1 § obzirom na poremecajnu
veli¢inu my(t) Sto je upravo odlika kaskadnih sustava upravljanja. Poremecajna veli¢ina
kompenzira se u podredenom krugu, a nadredeni regulator omoguéuje dobro slijede-
nje referentne velidine iako je parametriran prema Ziegler-Nicholsovoj metodi prijelazne
funkeije, 8to znaci da se vladanje s obzirom na referentnu veli¢inu moze poboljsati korek-
cijom parametara Pl regulatora nadredenog regulacijskog kruga. Nadvisenje u sustavu,
s obzirom na vodecéu veli¢inu je 16.95% ¢ime mozemo biti zadovoljni kada je u pitanju
upravljanje brzinom vrtnje istosmjernog motora.

Ovim primjerom zavrsili smo poglavlje o sintezi kontinuiranih linearnih sustava auto-
matskog upravljanja.
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9.1 Laplaceova transformacija
Definicija Laplaceove transformacije je[5]:

F(s) = ]: f(t)e *tdt (9.1)

gdje je s kompleksna varijabla. Navedimo svojstva Laplaceove transformacije:

Linearnost Laplaceove transformacije Ako je:
f(&) o—e F(s), g(t) o—= G(s), (9.2)
tada vrijedi:

af(t)+ Bg(t) o—e aF(s)+ BG(s). (9.3)

MnoZenje varijable s konstantom

flat) o—= 2F(3)
F(bs) o §f(})-

PriguSenje originala f(f) PriguSenje originala odgovara pomakom slike ulijevo:
e f(t) o—e F(s+a). (9.5)

Teorem o pomaku originala Neka je f(t) o—e F(s) ia > 0. Pomak origi-
nalu udesno odgovara prigusenje u donjem podrudju:

ft—a)u(t—a) o—e e *F(s). (9.6)
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Deriviranje originala f(¢) Za deriviranje originala f(¢) vrijedi:

f'(t) o—e sF(s)— f(0)
f'(t) o—e s2F(s)—sf(0) — £(0)

F(8) o—e s"F(s) — s"LF(0) — s"2F(0) .. — FOD(0).

Deriviranje slike f(¢) Deriviranje u frekvencijskoj domeni (s domeni) odgovara
mnozenju s —t u vremenskoj domeni:

(~)f(t) o— F'(s)

: ; 2 (9.8)
(—O)"f() o—e FO)(s).
Integriranje originala
fy f@)ds o—e E2. (9.9)
Integriranje slike
10 o o [®F(s)ds. (9.10)

Slika periodi¢ne funkcije Slika periodiéne funkcije f(#) s periodom T racuna se:
1 -
F(s) = — e—“/ e f(t)dt. (9.11)
0

Teorem o konac¢noj vrijednosti Konacna vrijednost ili stacionarno stanje (us-
taljena vrijednost) odziva moze se dobiti sljedec¢im izrazom:

f(o0) = 3]1'_1}{.10 sF(s). (9.12)

Teorem o pocetnoj vrijednosti

1_1_Ii%f(t) = S]Lrglo sF(s). (9.13)

Teorem o konvoluciji Konvolucija dvaju originala odgovara umnogku slika:

y(t) = g(t) xu(t) = [y g(r)u(t —T)dr o—e ¥Y(s) = G(s)U(s). (9.14)
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9.1.1 Tablica Laplaceove transformacije

Opis funkeije Original funkcije fit) Laplaceov transformat F{s)
Dirac delta a(r)= = a0 1
0 za t#0
o za t=kT,
Idealno kasnjenje | &(t —kT,) = 0 AT o ¥t
za t D
1 za t20 1
ledini€na stepenica uir)= =
® {0 za t<0 s
1
Rampa t S_z
2
Parabola £ ?
1
Eksponencijalna  Ead —_—
funkcija (1) f+a
Eks ijal a
ponencijalna _ at
funkcija (2) e s(s+a)
5 1
ampas -a -
eksponencijalnim e (_3 + ﬂ)
priguenjem
2
Parabola s -ar -
eksponencijalnim t'e ( s+a )
prigufenjem
bh—
Razlika be™ —ge ™ __(_i
eksponencijalnih (s+b)(s+a)
funkcija
@
Sinus funkeija sin{ o) Pl
)
Cosinus funkcija cos{ @) . e
@
Prigudena sinusoida P sin(er) m
. s+a
rigusena - e S
kosinusoida 8~ voex) [S+a} +o°
I
1. derivacija % sF(s)- f(0)
. '@
2. derivacija dr’ SZF(S) —Sf(O) ez f-(o)
- d"f()
s dertvachs 7 SF(s)=5"f(0) ...~ £ (0)
Integral t 1
[, f(t)at ~F(3)
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9.2 Primjena Matlab&SIMU LIN K-a u analizi sustava auto-
matskog upravljanja

Matlab je matricni kalkulator koji se u pocecima svog postojanja koristio u svrhu obrade
laboratorijskih podataka. Prednost mu je Sto je otvoren prema korisnicima te je tako
stvoreno mnogo alata za vecinu djelatnosti iz tehnickih znanosti. Matlab korisnicko
sucelje prikazano je na slici 9.1.

.\ MATLAB 7.1L0 (R20106) =1E] e )
File. Edit Debug Desitoz Window Help
TE & BB ¢ @ | Curent Folder| CAUsers\Zoran VISEA Documents MATLAR  + o] B
Shortcuts 7] How to Add 7] What's New
Current Folder w03 X | CommandWindow
[ = M -0
7 Mame = MATLAE desktop keyboard A—— = r— —_ - 3
i} e it rt
In additien, many keyba i . = - by - F = 2 __
across the deaktop. Jeds kl ) 'i.‘.?@*l-ﬂv"-"lﬂ i} El EOEDH 5:’
l To customize keyboard 3
restore pravicus dafaul
olick here if you do nd
i »> 6 = cE([11,[1.1,11}
Transfer function:
1
=A% + = + 1
*> atep(G)
Jr >
Dataits b *
|4 start

Slika 9.1: Matlab korisnicko sucelje

U svrhu analize i sinteze sustava automatskog upravljanja razvijen je Control System
Toolboz. Ovdje ¢emo obraditi osnovne funkeije koje se koriste u svrhu analize i sinteze
kontinuiranih sustava automatskog upravljanja. Pofnimo s kreiranjem prijenosne funk-
cije kontinuiranog sustava.

Funkcija tf (engl. Transfer Function) sluzi za kreiranje prijenosne funkcije.

>> G=tf([1],[1 1 1]) > 6 = tf([1,2],[1 2 1]) > 6 = t£([1,2,4]1,[3 1 0])
Transfer function: Transfer function: Transfer function:
1 8+ 2 s"2 + 2 =5 + 4

s"2 + 28 +1 3 s"2 +s8

Slika 9.2: Stvaranje prijenosne funkcije kontinuiranog sustava
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== gubplotil,2,1)
== dmpulse |G)

»» subplotl,2,2)

W
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v

atep (G)

Impulze Responze Step Responze

oG 1.4
12F 8
1L
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T ©
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& % osf
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02 -
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o 2 4 G g 10 12
Time (z=c) Time (zec)

Slika 9.3: Tezinska i prijelazna funkcija sustava

Na slici 9.2 prikazan je nadin na koji se stvaraju prijenosne funkcije kontinuiranih
sustava. Tezinsku funkciju g(¢) sustava G(s) mozemo nacrtati funkcijom impulse, prije-
laznu funkeiju h(t) funkcijom step (slika 9.3). Ako zelimo saznati pokazatelje kvalitete
(nadviSenje, vrijeme porasta, vrijeme prvog maksimuma, ...) potrebno je koristiti funk-
ciju stepinfo (slika 9.4).

»>>» stepinfo(G)
ans =

RiseTime: 1.£442
SettlingTime: 8.0755
SetctlingMin: 0.89729
SettlingMax: 1.1&30
Overshoot: 16.28583
Undershoot: O
Peak: 1.1830
PeakTime: 3.6029

Slika 9.4: Pokazatelji kvalitete prijelazne funkcije sustava

Poloza]j polova i nula (njihov graficki prikaz) moZzemo dobiti koristeéi funkcije zero,
pole i pzmap (slika 9.5). Na temelju polozaja polova mozemo zakljuciti o stabilnosti
sustava.
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Do sada smo koristili funkeije koje su omogucavale pregled ponaSanja sustava u vre-
menskoj domeni. Nadalje, prikazimo i frekvencijski odziv sustava. Nyquistov dijagram
sustava dobit ¢emo koristeé¢i naredbu nyquist (slika 9.6) Bodeov dijagram sustava dobit
¢emo koristeéi naredbu bode (slika 9.7).

>> zaro (G) Pole-Zero Map
1 T T T T
ans = x
08| -
Empty matrix: O-by-1
06+ .
>> pole(G)
04k
ans =
02t -
-0.5000 + 0.8ee0i g
-0.5000 - 0.B&801 % O e |
7
>> pzmap (G) E a5l _
04k 4
06 - R
0efF
X
A 1 I L
06 05 0.4 -03 0.2 0.1 a

Real Axis

Slika 9.5: Nule i polovi sustava
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>> nyquist (G)

Myguist Diagram
15 ; ! ; ;
1F .
05F 4
@
i
-
‘ﬁ D__ Pohia v
=
[=1}
L]
E
05 -
1t 4
45 I 1 ' 1
-1 -05 0] 05 1 15
Real Axiz
Slika 9.6: Nyquistov dijagram sustava
=> bode (G)
>> grid
20
0 .’
o
T o} A
o
=
5 o) ‘]
L]
=
= i
80 1
o
.45_......:. ‘|
)
=
AL 1] S -
&
=
o
135 .
‘180_“. " PP DO TS W ¢
10" 10°

Frequency (radisec)

Slika 9.7: Bodeov dijagram sustava
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Ako zelimo da nam na Bodeovom dijagramu budu oznaceni i amplitudno i fazno
osiguranje, koristi ¢emo funkeiju margin.

»>> margin(G)
>> grid Bode Diagram
Gm =Inf dB (at Inf radésec) , Pm = 90 deg (at 1 radizec)

20 ety ,

iy
&
T

Magnitude (d8)
L |
o
I

601~

i
T

Phase (deg)

35}

spgo ks et cee B b s engedat e d e s pab s Db L ——
2 o . _
10 10 10

Fregquency (radisec)

Slika 9.8: Bodeov dijagram sustava (Amplitudno i fazno osiguranje)

Stabilnost sustava moze se odrediti na temelju Bodeovog i Nyquistovog dijagrama,
kao 1 pomoéu razmjestaja polova u s ravnini. Na stranici Matlaba moZzete skinuti i
funkcije za algebarske kriterije stabilnosti, odnosno Routhov kriterij stabilnosti. Funkecija
se naziva routh.m, a koristi se za sustave viSeg reda. Kao argumente, funkcija prima
koeficijente karakteristi¢ne jednadzbe.

>» routh([1 2 2 1 1],=ps)

ans =

[ 1, 2, 1]
[ 2, 1, 0]
[ 372, %, O]
[ =%43; 8; O]
[ i, 0, 0]

Slika 9.9: Routhov kriterij stabilnosti

Na temelju rezultata sa slike 9.9 sustav je nestabilan jer u prvom stupcu Routhove
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tablice imamo promjenu predznaka. Staticko pojacanje sustava mozemo odrediti na-
redbom degain(G). U ovoj knjizi prvenstveno smo se bavili LTI sustavima (linearnim
i vremenski nepromjenjivim sustavima). Naredbom ltiview pokrece se graficko suéelje
prikazano na slici 9.10.

B LT Viewer EERE™ >
File Edit Window Help
OD&E | "E
Stzp Response
8 T T T T T T T T
G
7 — G2 [
G3
(: | Plot Types M ¥ Step B
i Systemns »| Impulse
S | Characteristics ¥/ Linear Simulation
8 Grid | Initial Condition
? Mormalize Bode

=1 | v FullView Bode Magnitude |

) | Properties... | Nyquist
2H-F-p-t-q- M\N e e R e ] Nichols

Singular Value
1 i Pole/Zern
I/0 Pole/Zero
0 | I 1 1 [ |
a 20 40 &0 o 100 120 140 160 180
Time (sec)
LTI Viewer

Slika 9.10: Analiza LTI sustava

U grafickom suéelju sa slike 9.10 mozemo analizirati sustav i u vremenskoj i u frek-
vencijskoj domeni.

9.2.1 Realizacija matemati¢kog modela sustava u SIMULINK - u

Simulacijski dio paketa Matlab& SIMULINK koristi se za simulaciju sustava pomodu
blokovskih dijagrama. SIMULINK je graficki programski paket koji za izvodenje simu-
lacija dinamickih sustava koristi numericke metode. Stvaranje matematickog modela u
SIMULINK - u svodi se na koriStenje gotovih blokova koji se nalaze u biblioteci goto-
vih blokova. Kada se izradi matemati¢c¢ki model dinamickog sustava, korisnik unutar
SIMULINK paketa moze snimati svaki signal u sustavu $to mu omogucéuje detaljni pre-
gled ponasanja dinamickog sustava. SIMULINK svojim korisnicima omogucéuje da na
vrlo jednostavan nadin opidu i simuliraju sve sustave, od jednostavnih do najslozenijih.
Pokretanje SIMULINK - a izvodi se izravno iz Matlabovog prozora prikazanog na slici
9.11. Nakon pokretanja SIMULINK - a, otvara se skup biblioteka koje mozemo koristiti
u modeliranju (slika 9.11).
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Slika 9.11: Pokretanje SIMULINK - a

Biblioteke najéesée koristenih blokova u SIMULINK - u i kontinuiranih blokova u
SIMULINK - u prikazane su na slikama 9.121 9.13. To su biblioteke koje moramo znati
koristiti ako Zzelimo opisati kontinuirane dinamicke sustave.
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Slika 9.12: Biblioteka najceSce koristenih blokova u SIMULINK - u
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Slika 9.13: Biblioteka kontinuiranih blokova u SIMULINK - u

Nakon 8to je pokrenut SIMULINK, stvara se novi model u SIMULINK - u &to je
prikazano na slici 9.14. Matematicki model sustava u SIMULINK - u stvara se medu-
sobnim spajanjem blokova iz biblioteka sa slika 3.69 i 3.70 u novostvorenom modelu sa
slike 9.14.
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Slika 9.14: Novi model u SIMULINK - u
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Slika 9.15: Spajanje blokova u SIMULINK - u

Spajanje blokova prokazano je na slici 9.15.

Koristenjem Matlab SIMULINK - a mogude je realizirati diferencijalne jednadzbe
pomocu blokova. Ako koristimo pravilo da je svaka varijabla stanja integral njezine
derivacje, ! tada se svaka diferencijalna jednadzba moze opisati kaskadom integratora.
Pokusajmo ovo pravilo primijeniti na sustavu RLC kruga.

Diferencijalna jednadzba
(3.85) moze se zapisati u obliku:

LCU"i,(t) + RCU i2(t) + iz(t) = uwi(2)
, R, ) (9.15)
U iz(t) = ‘uu_{(t) — Eu w;z(t) — Euiz(t)

Relaciju (9.15) direktno mozemo zapisati pomocu blokova koristeéi blokove integra-
tora, sumatora i konstanti (slika 9.16).

'Sto je matematicki ispravno jer vrijedi da je x,(t) = ;I’n(t)dt
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Slika 9.16: Realizacija diferencijalne jednadzbe u Matlab SIMULINK - u

Kada se u opisu sustava koristi prijenosna funkcija u Laplaceovoj domeni, tada je u
Matlab SIMULINK - u potrebno koristiti blok Transfer Fen. Primjer realizacije triju
prijenosnih funkcija SIMULINK - a prikazan je na slici 9.17.
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Slika 9.17: Realizacija prijenosne funkcije u Matlab SIMULINK - u

Parametre prijenosnih funkeija mozemo mijenjati dvostrukim klikom na prijenosnu
funkeiju u SIMULINK - u te promjenom parametara brojnika i nazivnika.
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b Function Block Parameters: G3 - “

Transfer Fcn

The numerator coefficient can be a vector or matrix expression. The
denominator coefficient must be a vector. The output width equals the
number of rows in the numerator coefficient. You should specify the
coefficients in descending order of powers of s.

Parameters
Numerator coefficients:
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Slika 9.18: Blok za unos parametara prijenosne funkcije

Kada realiziramo model sustava upravljanja u SIMULINK - u, potrebno je namjestiti
vrijeme simulacije i pokrenuti simulaciju (slika 9.19).
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Slika 9.19: Namjestanje vremena simulacije i pokretanje simulacije
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Slika 9.20: Rezultati simulacije

Realizacija slozenijeg sustava upravljanja u SIMULINK - u, kao §to je primjer ka-
skadnog sustava upravljanja brzinom vrtnje istosmjernog motora s permanentnim mag-
netima, prikazan je na slici 9.21.
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Slika 9.21: Kaskadni sustav upravljanja brzinom vrtnje istosmjernog motora s perma-
nentnim magnetima u SIMULINK - u

Vige o koristenju Matlaba i SIMULINK - a mozete pronadi u literaturi [24].
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