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Predgovor

Tko Zeli nesto nauciti, nace ée nacin;
tko ne Zeli, naci cée izliku.
Pablo Picasso

Ova je zbirka rijeSenih zadataka iz Signala i sustava namijenjena prvenstveno
studentima Struc¢nog studija mehatronike na Visokoj tehnickoj skoli u Bjelovaru koji
sluSaju kolegij Signali v sustavi. Ova se zbirka rijeSenih zadatak moze koristiti i na svim
drugim veleucilistima i sveucilistima koja se u sklopu svog programa bave signalima i
sustavima.

Osnovni je cilj ove zbirke rijeSenih zadataka pribliziti pojmove "signala" i
"sustava" studentima, ali i ostalima koji ¢e ¢itati i proucavati ovaj materijal. Zbirka
sadrzi 167 stranica sa 75 rijeSenih zadataka i 75 zadataka za vjezbu. Mnoga su rjesenja
potkrijepljena slikom. Svako poglavlje u uvodnom dijelu sadrzi teorijski dio koji je
potrebno prouciti za $to bolje razumijevanje rijeSenih zadataka i zadataka za vjezbu.
Studentima se preporucuje da najprije prouce rijeSene zadatke, a nakon toga da
rjeSavaju zadatke za vjezbu. Ispravnost rjesenja provjerena je koriStenjem softvera
Matlab i Wolfram Matematica.

Autori se zahvaljuju recenzentima prof. dr. sc. Stjepanu Bogdanu s Fakulteta
elektrotehnike i racunarstva te mr. sc. Ivanu Sumigi s Veleucilista u Varazdinu na
korisnim savjetima i sugestijama te lektorici Valentini Purkovi¢ na strpljenju u ¢itanju
ove zbirke i uskladivanju teksta s hrvatskim standardnim jezikom.

Posebno se zahvaljujemo Visokoj tehnickoj $koli u Bjelovaru na financijskoj potpori
bez koje ovo drugo izmijenjeno izdanje zbirke ne bi bilo moguce.

Drugo izmijenjeno izdanje zbirke rijeSenih zadataka posvecéujemo studentima
Strucnog studija mehatronike Visoke tehnicke Skole u Bjelovaru, zbog kojih je ova
zbirka i napisana. U ovom izdanju zbirke ispravljeni su svi uoceni propusti u prvom
izdanju.

Zoran Vrhovski
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Poglavlje 1

Uvod

Kolegij Signali i1 sustavi osnovni je kolegij svih tehnickih fakulteta u svijetu.
Kolegij daje osnovna znanja o signalima i sustavima koja su kasnije vazna u kolegijima
Automatsko upravijanje i Diskretni sustavi upravljanja na Visokoj tehnickoj skoli u
Bjelovaru.

Ova zbirka rijeSenih zadataka opisuje kontinuirane signale i sustave i diskretne
signale i sustave. Osnovni je cilj kolegija Signali ¢ sustavi nauciti primjenjivati alate
za rjeSsavanje diferencijalnih i diferencijskih jednadzbi kojima su opisani kontinuirani i
diskretni sustavi. Sustave ¢emo opisivati diferencijalnim i diferencijskim jednadzbama,
Laplaceovom i Z transformacijom te Fourierovom transformacijom.

Zbirka rijeSenih zadataka sadrzi ukupno 14 poglavlja. Prvi dio zbirke opisuje vrste
signala i sustava. S obzirom na koli¢inu sadrzaja kojom se bavi podrucje Signala i
sustava, u nastavku ¢emo se zbirke orijentirati na LTI sustave (Linear Time Invariant
System, odnosno linearne vremenski nepromjenjive sustave).

Drugi je dio zbirke posveéen kontinuiranim sustavima te rjeSavanju
diferencijalnih jednadzbi klasi¢nim putem i uz pomoé¢ Laplaceove transformacije. Na
kraju je drugog dijela zbirke opisan razvoj periodi¢nih signala u Fourierov red te
Fourierova transformacija koja predstavlja frekvencijski opis sustava.

Tre¢i je dio zbirke posveéen diskretnim sustavima te rjeSenju diferencijskih
jednadzbi klasi¢nim putem i uz pomo¢ Z transformacije.

Svako je poglavlje ove zbirke potkrijepljeno teoretskim uvodom u problematiku
samog poglavlja.

Za provjeru ispravnosti rjeSenja zadataka za vjezbu preporucujemo softvere Matlab
i Wolfram Matematica. Sa softverom Matlab susrest ¢emo se na auditornim vjezbama
iz kolegija Signali ¢ sustav.

Svi rijeseni zadaci tematski ¢e pratiti predavanja iz kolegija Signali ¢ sustavi na
Visokoj tehnickoj 8koli u Bjelovaru. Redovitim dolaskom na predavanja i redovitim
rjeSavanjem ovih zadataka uspjeh ne bi trebao izostati.



Uvod




Poglavlje 2

Vrste signala

Signali su matematicke funkcije koje predstavljaju fizikalnu veli¢inu ili varijablu te
sadrze informaciju o ponasanju ili prirodi odredene pojave. Vrste signala su:

e vremenski kontinuirani signali,

vremenski diskretni signali,

e periodi¢ni signali i aperiodi¢ni signali,
e parni i neparni signali

e i drugi.

Signali koji su definirani za ¢itav raspon nezavisne vremenske varijable ¢ i nemaju
prekide nazivaju se vremenski kontinuirani signali (primjer: x(t) = e *sin(2nt),t €
R). Signali koji su definirani za diskretne vrijednosti slobodne varijable k£ nazivaju se
vremenski diskretni signali (primjer: z[k] = e *sin(27k), k € Z).

Kontinuirani signal z(t) periodic¢an je ako postoji T > 0 takav da za svaki ¢ vrijedi:

o(t) =zt +kT) k=1,2,3, ... (2.1)

Broj T naziva se period signala x(t). Najmanji period (ako postoji) nazivamo osnovni ili
temeljni period signala x(¢). Kontinuirani signal z(¢) je aperiodi¢an ako nije periodi¢an.
Zbroj dvaju periodi¢nih signala xq(t) i zo(t):

x(t) = xq(t) + z2(t) (2.2)

s osnovnim periodima 77 i Ty bit ¢e periodi¢an s periodom 1" ako dp,q € Z takvi da
vrijedi:

Signal je paran ako vrijedi:

z(—t) = x(t),Vt,t € R, (2.4)
a neparan ako vrijedi:

x(—t) = —x(t),Vt,t € R. (2.5)

Ako signal z(t) ne zadovoljava relacije (2.4) i (2.5, tada signal nije ni paran ni neparan.



4 Vrste signala

Za umnoske signala vrijedi:
e paran X paran = paran,
e neparan X paran = neparan,
e neparan X neparan = paran.
Osnovni kontinuirani signali kojima ¢emo se baviti su:
e dirac delta signal §(t) (slika[2.1]a)),
e jedini¢ni step signal u(t) (slika[2.1] b)),

rampa r(t) (slika [2.1] ¢)),

e cksponencijalni signal e,

trigonometrijski signali tipa sin(wt) i cos(wt) te

kombinacije navedenih signala.

5 w za (=0 o 1 za t=20 0 t za 120
l = 1 = r —
) 0 za =0 / 0 za t<0 0 za t<0

™ A

Rz w0 (1)

o)
T 1
1 1
R > 01 " j 7
a) b) c)

Slika 2.1: Neki osnovni kontinuirani signali i njihove definicije

Za osnovne kontinuirane signale sa slike vrijede sljedece relacije:

[Zd@d:l

Mw:/mamﬁj&a:%(ﬂ (2.6)

)= [ e = uie) = Lot

Osnovni diskretni signali kojima ¢emo se baviti su:

e Kronecker delta signal (k] (slika 2.2/ a)),
e jedini¢ni step signal u[k] (slika 2.2 b)),
e rampa r[k] (slika2.2]c)),

e . . k
e cksponencijalni signal e”",



e trigonometrijski signali tipa sin(wk) i cos(wk) te

e kombinacije navedenih signala.

L E e S R s
o[ ul#] "1l
B LI
| 1 k ‘ 1 k
a) b)

Slika 2.2: Neki osnovni diskretni signali i njihove definicije

Za osnovne diskretne signale sa slike vrijede sljedece relacije:

> dlil=1

i=—00

plk] = 25[2'] = O[k] = pu[k] — plk — 1] (2.7)

rlk] = pli — 1) = plk] = r{k + 1] — r[k]

=0
Transformacijom vremenske varijable ¢ mogu se dobiti novi signali. Sljedece su

transformacije vremenske varijable su posebno vazne:

e Pomak signala
— Pomak signala udesno za vrijednost t;, > 0 provodi se supstitucijom
nezavisne vremenske varijable ¢ s t — to (y(t) = z(t — to)).
— Pomak signala ulijevo za vrijednost ¢, < 0 provodi se supstitucijom

nezavisne vremenske varijable t s t 4+ to (y(t) = z(t + ty)).

e Zrcaljenje signala provodi se promjenom predznaka nezavisne vremenske
varijable ¢ (y(t) = x(—t))

e Skaliranje signala provodi se mnoZenjem nezavisne vremenske varijable ¢ s
konstantom (y(t) = x(at),a > 0). Pri tome:

— ako je a < 1, tada se skaliranje naziva ekspanzijom signala,

— ako je a > 1, tada se skaliranje naziva kompresijom signala.

Primjer 2.1. Nacrtajte kontinuirani vremenski signal:

teR.

(t) = t+1 za t>0
)l —t4+1 za t<0’



6 Vrste signala

RjesSenje Kontinuirani signal x(t) sastoji se od dva segmenta. Jedan je segment
definiran za pozitivnu nezavisnu vremensku varijablu ¢, a drugi za negativnu nezavisnu
vremensku varijablu ¢. Signal se mozZe nacrtati u koracima kao $to je prikazano na slici
Najprije se nacrta jedan segment, zatim drugi pa se ti segmenti zbroje.

x(t)

L J

Slika 2.3: Graf signala z(t), primjer 2.1.

Primjer 2.2. Nacrtajte diskretni vremenski signal:

B kE+1 za £>=0
x[k]_{—k—l—l za k<0 k€ 2.

RjeSenje Diskretni signal z[k] sastoji se od dva segmenta. Jedan segment je
definiran za pozitivhu nezavisnu diskretnu vremensku varijablu k, a drugi za
negativnu nezavisnu diskretnu vremensku varijablu k. Signal se mozZe nacrtati u
koracima kao $to je prikazano na slici Najprije se nacrta jedan segment, zatim
drugi pa se ti segmenti zbroje.

x[k] x[k] x[k]

Slika 2.4: Graf signala z[k], primjer 2.2.

Primjer 2.3. Odredite osnovni period sljede¢ih vremenskih signala:

1(t) = cos (4t)

xao(t) = (;ﬂ't)

w3(t) = tan (2t)

x4(t) = 4sin(nt) cos (7t)
x5(t) = tcost.



RjeSenje Da bi neki signal bio periodi¢an mora vrijediti:
z(t)=z(t+T),Vte R,T >0
gdje je T osnovni period signala z(t). Za signal z(t) vrijedi:

x1(t) = cos (4t)
r1(t+T)=cos(4(t+T)) = cos(4t +4T)

S obzirom da je osnovni period signala cost jednak 27, tada mora vrijediti:
MuﬂwiT:g.

Prema tome, osnovni period signala z;(t) iznosi 7' = 7 s. Period trigonometrijskih
signala sin(wt) i cos(wt) moze se izraCunati na temelju kruzne frekvencije w = 2.
Relacija za izratunavanje perioda je T = 2. Kruzna frekvencija signala x,(t) = cos (4t)

iznosi w = 4 rad s~'. Prema tome, osnovni period signala x;(t) iznosi 7' = 2% = 2T = 2
S.

Za signal xo(t) vrijedi:

25(t) = sin (gm)

3 3 3
zo(t +T') = sin (éﬂ' (t+ T)) = sin <§7Tt + §7TT> .

S obzirom da je osnovni period signala sint jednak 27, tada mora vrijediti:

3 4
§7TT227T:>T:§.

4

3 8. Kruzna frekvencija signala

Prema tome, osnovni period signala z,(t) iznosi T' =

z5(t) = sin (27t) iznosi w = 27 rad s7'. Prema tome, period signala x5(t) iznosi
T =2 _ 2n _ 44
w %T{' 3 7

Za signal x3(t) vrijedi:
x3(t) = tan (2t)
z3(t+7T) =tan (2 (t + 7)) = tan (2t + 27) .
S obzirom da je osnovni period signala tant jednak 7, tada mora vrijediti:

2T:w:T:g.

Prema tome, osnovni period signala x3(t) iznosi T'= 7 s.

Signal x4(t) umnozak je sinus i kosinus signala istih argumenata. Prema tome,
potrebno je koristiti adicijske formule za sinus dvostrukog kuta:

sin(2t) = 2sint cost.

Primijenimo li adicijsku formulu za sinus dvostrukog kuta na signal z4(t) dobit ¢emo:

x4(t) = 4sin(nt) cos (nt) = 2sin (27t) .



8 Vrste signala

Sada za signal x4(t) vrijedi:

x4(t) = 2sin (27t)
r4(t+T) =2sin (2r (t +T)) = 2sin (2wt + 277T) .

S obzirom da je osnovni period signala sint jednak 27, tada mora vrijediti:
21T =2n =T = 1.

Prema tome, osnovni period signala z4(t) iznosi 7' =1 s.

Na kraju za signal z5(¢) vrijedi:

x5(t) = tcost
x5(t+T)=(t+T)cos(t+T) =tcos(t+T)+ T cos(t+T).

Osnovni je period cost signala 27. Uvrstimo u gornju jednadzbu T = 27:

x5(t + 2m) = tcos(t + 2m) + T cos(t + 2m) =
tcost + T cost # x5(t).

S obzirom da ne vrijedi:
x5(t) =a5(t+7T),Vt€e R,T >0

signal z5(t) nije periodican.

Primjer 2.4. Provjerite periodi¢nost sljedeéih signala:
x1(t) = cos (4t) + cos (10¢)
xo(t) = sin (;m) + sin (47t)
x3(t) = cos (4t) + sin (47t) .

Za periodicne signale odredite osnovni period.

RjeSenje Zbroj dvaju periodi¢nih signala dat ¢e periodi¢ni signal ako vrijedi:
T'=plh =qls, pqci.
Za signal xq(t) vrijedi:
x1(t) = cos (4t) + cos (10t)
x11(t) = cos (4t) = T1 = g
212(t) = cos (10t) = T = g
Za periode signala z;(t) vrijedi:

s T p 2
biy ql2 p2 q5 q 57p 4
T:pg:m



Buduéi da postoje cijeli brojevi p i ¢ takvi da vrijedi T' = pT} = ¢T5, tada je signal
x1(t) periodi¢an s osnovnim periodom 7. Osnovni period signala x(t) iznosi 7' = 7 s.

Za signal xo(t) vrijedi:

3
xo(t) = sin <§7Tt> + sin (47t)
. (3 4
T (t) = sin (éwt) =T = 3
. 1
Too(t) = sin (dnt) = Tp = 5
Za period signala z5(t) vrijedi:
4 1 p < 3
N=qhy=ps=qgs-==-=%=-,p=3,¢q=38
pbi1 qi2 p3 q2 q 431 8>p 4
4
T=p-=4.
P3

Buduéi da postoje cijeli brojevi p i ¢ takvi da vrijedi T' = pT} = ¢T5, tada je signal
xo(t) periodi¢an s osnovnim periodom T'. Osnovni period signala xo(t) iznosi T' = 4 s.

Za signal x3(t) vrijedi:

x3(t) = cos (4t) + sin (47t

)
7r
x31(t) = cos (4t) = Ty = 5
1
x39(t) =sin (4nt) = Tp = 5

Za period signala z3(t) vrijedi:

—_

m p
pPhi=qh=p5 =q5 =" =
q

2
q¢Z.

013 [0l
I
i
i)
I
—_
S
I
=

Buduc¢i da ne postoje cijeli brojevi p i ¢ takvi da vrijedi T' = pT7 = ¢T5, signal x3(t)
je aperiodican.

Primjer 2.5. Odredite parnost i neparnost sljedeéih signala:

z1(t) = (t* + 1) sint
zo(t) = ttant

z3(t) = (t° +t) cost
x4(t) = |t| cost.

RjeSenje Signal je paran ako vrijedi:

z(—t) = x(t),Vt,t € R,



10 Vrste signala

a neparan ako vrijedi:

x(—t) = —x(t),vt,t € R.

Ostali signali (a to je ve¢ina signala) nisu ni parni ni neparni i mogu se zapisati kao
zbroj parnog i neparnog signala:

x(t) = xp(t) + zn(t).
Za osnovne trigonometrijske signale vrijedi:
e sin(—t) = —sin(t) - neparan signal,
e cos(—t) = cos(t) - paran signal.
Za umnozak parnih i neparnih signala vrijedi:

e paran X paran — pararn,
e neparan X neparan = paran,

e neparan X paran — neparan.

Signal x1(t) moZe se zapisati kao umnozak dvaju signala:

.Tl(t) = (tz -+ 1) sint = 33171@)1'1,2@)
z11(t) =7 +1

T1,2 (t) =sint

)=+ 1= () = (=)’ + 1=+ 1=z1,(t)
r12(t) =sint = x12(—t) =sin(—t) = —sint = —x; 5(t).
Signal z11(t) je paran, a signal xq»(¢) je neparan pa je umnozak ovih dvaju signala
neparan signal.

Signal x4(t) moZe se zapisati kao umnozak triju signala:

sint
xz(t) =ttant = cos i = 1’271@)%272(15)1}273(15)
xQ’]_(t) =t = .Z'le(—t) =—t= —.Tg,l(t)
Too(t) =sint = x9o(—t) =sin(—t) = —sint = —xq95(t)
1 1 1
T25(t) cost 72(=t) cos(—t)  cost T23(t)

Signal x91(t) je neparan, signal w,9(t) je neparan, a signal x,3(t) je paran.
Umnozak prva dva neparna signala je paran signal, a taj paran signal pomnozZen s
parnim signalom ponovno daje paran signal.

Signal x3(t) moZe se zapisati kao umnozak dvaju signala:
z3(t) = (£ +t) cost = w31 (t)w32(t)

xg’l(t) = t3 +1= I371(—t) = (—t)3 —t= —t3 —t= —l’3’1<t)
x32(t) = cost = x32(—t) = cos (—t) = cost = x35(t).
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Signal x31(t) je neparan, a signal z34(t) je paran pa je umnozak ovih dvaju signala
neparan signal.

Signal x4(t) moZe se zapisati kao umnozak dvaju signala:

x4(t) = |t| cost
24,1(t) = [t] = wan(=t) = [—t] = [t] = 24, ()
Ty2(t) = cost = x40(—t) = cos (—t) = cost = x45(t)

Oba signala su parna pa je i njihov umnozak paran signal. Prema tome, vrijedi:

e 11(1) je neparan signal,

(¢)

e 15(1) je paran signal,

e x3(t) je neparan signal,
(t)

e 1,(1) je paran signal.

Primjer 2.6. Sljedece signale zapigite u obliku zbroja parnog i neparnog signala.

ri(t) =1+ 2t + 3t + 4
o(t) = t3 sint + t*tant
x3(t) =

(t)

T4(t —t2+cost

8

Rjesenje Svaki se signal moze zapisati kao zbroj parnog i neparnog signala:
x(t) = xp(t) + zn(t).

Potrebno je naci obrnutu vezu, odnosno kako iz signala dobiti njegovu parnu i neparnu
komponentu:

x(t) = zp(t) + 2, (t) *
x(—t) = xp(—t) + xp(—t) = 2p(t) — z,(£). *x

Zbrojimo li izraz (*) i (**) dobit ¢emo:

Ako se od izraza (*) oduzme izraz (**) dobit ¢emo:

#{t) = a(—t)

Tn(t) = 9

Rastavimo sada signal x1(¢) na njegov parni i neparni signal:

zy(t) =3+ 2t + 3t + 4

t —t) P2+t +4 -3 +22 -3t +4 42 +38
xl,p(t):ml()le( ) _ 243t + . + +4 2+ o2y

ri(t) —a(—t) P 4+22 43t +4— (—t> 4+ 22 -3t +4) 2546t
2 B 2 2

=+ 3t.

iL'l,n(t) =
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Signal 5(t) rastavljen na njegov parni i neparni signal je:

To(t) = t*sint + t* tant
z1(t) +a1(—t)  t3sint + t>tant 4+ (—t)®sin (—t) 4 (—t)* tan (—t)

(’];'27},}(]5) = 2 = 2 prmd
sint + t* tant + 3sint — t*tant  2t*sint 5 |
= = =t’sint
2 2
x1(t) — 2y (—t) t*sint+t*tant — ((—t)3 sin (—t) 4 (—t)” tan (—1))
xQ,n(t> = 2 = 2 =
t3sint + t*tant — t3sint + t*tant  2t*tant
= 5 = 5 = t"tant.

Signal z3(t) rastavljen na njegov parni i neparni signal je:

x3(t) = €
Cx(t)fa(—t) e e
ryp(t) = 0T NED e F
Cw(t) —wi(—t) et —e!
.Tg’n(t) = 9 = 9 .

Dobiveni signali su hiperbolni signali za koje vrijedi:

t o ot

x3,(t) = % = cosht
t_ ot

T3, (t) = % = sinh¢.

Parni signal eksponencijalnog signala e’ je kosinus hiperbolni (cosht), a neparni
signal je sinus hiperbolni (sinht).

Signal z4(t) rastavljen na njegov parni i neparni signal je:

z4(t) = t* + cost

2a(t) + 2a(—t) 2 +cost+ (—1)* +cos(—t) 1%+ cost+ 2 + cost
2 B 2 B 2
z4(t) —x4(—t) 2 +cost — ((—t)* +cos(—t)) 24 cost — 12— cost
’ 2 2 2
S obzirom da smo parni signal rastavili na zbroj parnog i neparnog signala, logi¢no
je da je neparni dio signala jednak nuli.

Tap(t) =

= t? + cost

Primjer 2.7. Izracunajte sljedece integrale:

j /_ et

[e.e]
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ako je:

z(t) =0(t+4) —3.10(t+2) +3.46(t + 1) +2.46(¢t) — 1.76(t — 1) +26(t — 2) — 46(t — 3).

Nacrtajte signal x(t).

RjeSenje: Za dirac delta signal vrijedi:

/_ Z S(t)dt = 1

odnosno, povrSina ispod diracovog signala iznosi jedan.

0

348(t+1)

2'T® 25(t-2)

ot
T3

~0.78(t-1)

~Y

~3.16(t+2)
—45(t-3)

Slika 2.5: Graf signala x(t), primjer 2.7.

Prvi integral I; sumira tezine svih dirac delta signala unutar signala z(t):

I = / Zx(t)dt

[0t +4) = 3.10(t +2) + 3.40(t + 1) + 2.40(t) B
11_/_ (—1.7(5(t—1)+25(t—2)—45(t—3) )dt_

:/ 6(t+4)dt—3.1/ 5(t+2)dt+3.4/ 6(t+1)dt+2.4/ S(t)dt + ..
...+1.7/ 6(t—1)dt+2/ 5(t—2)dt—4/ 5t — 3)dt —

=1-31+34+24-174+2-4=0.

Drugi ¢e integral sumirati tezine samo onih dirac delta signala koji se nalaze unutar
intervala [-4.1, -0.5]:
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L= /_ bt

4.1

L = /0'5 (6(t+4) — 3.10(t +2) + 3.46(t + 1)) dt =

4.1

—0.5 —0.5 —0.5
:/ 5(t+4)dt—3.l/ 6(t+2)dt+3.4/ St + 1)dt =

4.1 —4.1 —4.1
=1-31+34=13.

Treéi ¢e integral sumirati tezine samo onih dirac delta signala koji se nalaze unutar
intervala 0.5, 3.2]:

3.2
I — / ()t
0

.5

3.2
Iy = / (“176(t — 1) + 26(t — 2) — 46(t — 3)) dt —
0.53.2 3.2 3.2

=17 o(t—Ddt+2 [ St—2)dt—4 [ &(t—3)dt=
0.5 0.5 0.5
=—17+2—4=-37.

Primjer 2.8. Koriste¢i Eulerovu formulu dokazite da vrijedi:

e]wt + e—jwt
2

ejwt _ e—jwt

2j

cos (wt) =

sin (wt) =

RjeSenje: FEulerova formula glasi:

e/ = cos (wt) + jsin (wt).
Kada u eksponentu ¢t zamijenimo s —t¢ dobije se:
eI = cos (wt) — jsin (wt).

Zbrojimo li ove dvije relacije, dobit ¢emo:

e = cos (wt) + 7 sin (wt)
e 79 = cos (wt) — j sin (wt)
et 4 eI = 2 cos (wt) / : 2
6jo.zt + efjwt

cos (wt) = 5

Za kosinus signal pokazali smo da vrijedi jednakost zadana zadatkom. Oduzmemo
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li sada dvije navedene relacije Eulerove formule, dobit ¢emo:
e/ = cos (wt) + j sin (wt)
e 9% = cos (wt) — jsin (wt)

eIt — e7IW = 25 sin (wt) / : 25
6jwt _ e—jwt

sin (wt) = ,
2J

Ovime smo dokazali ono §to se u zadatku trazilo.

Primjer 2.9. Za signal na slici [2.6| napravite sljedec¢e vremenske transformacije:

yi(t) = z(t —2)
y2(t) = x(t +5)
ys(t) = z(2t)
ya(t) = x(—0.5%)
ys(t) = x(—t + 3)

———t——t—f >
[

Slika 2.6: Graf signala z(t), primjer 2.9.

RjeSenje: Signal y(t) dobije se kao pomak osnovnog signala x(t) za dva u desno
jer vrijedi da je pomak u desno definiran kao z(t — ty) ako je ty > 0 (u ovom slucaju
to = 2). Pomaknuti signal prikazan je na slici

A x(1-2)

11 [

Slika 2.7: Graf signala y; () = z(t — 2), primjer 2.9.
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Signal y,(t) dobije se kao pomak osnovnog signala x(t) za pet u lijevo jer vrijedi
da je pomak u lijevo definiran kao z(t + to) ako je to > 0 (u ovom slucaju ¢ty = 5).
Pomaknuti signal prikazan je na slici 2.8

A x(1+5)

Slika 2.8: Graf signala ys(t) = z(t + 5), primjer 2.9.

\J

Slika 2.9: Graf signala ys(t) = z(2t), primjer 2.9.

Signal y3(t) dobije se skaliranjem signala z(t). Za y(t) = z(at) i a > 0 vrijedi da se
signal sazima. Sazeti signal prikazan je na slici

Signal y,(t) dobije se skaliranjem i zrcaljenjem signala x(t). Za y(t) = x(0.5t) vrijedi
da se signal progiruje dva puta (slika [2.10]). Nakon skaliranja provodi se zrcaljenje oko
osi ordinata (slika [2.11]).
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A x(0.5t)
l-_
1ttt
11 {
Slika 2.10: Graf signala x(0.5¢), primjer 2.9.
A x(-0.51)
1--
1
11 [

Slika 2.11: Graf signala y4(t) = z(—0.5¢), primjer 2.9.

Signal y5(t) dobije se zrcaljenjem i pomakom signala x(t). Za y(t) = x(—t) vrijedi
da se najprije zrcali (slika[2.12)). Nakon zrcaljenja provodi se pomak ulijevo za tri (slika
2.15)).

A x(-1)

Slika 2.12: Graf signala z(—t), primjer 2.9.
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A x(—1+3)

— O
L

Slika 2.13: Graf signala y5(t) = x(—t + 3), primjer 2.9.

Postoji i drugi nacin za dobivanje signala ys(t). Za signal ys(¢) vrijedi (izluéi se
minus (-)):

ys(t) = = (= (1 = 3))

Sada se najprije vr§i pomak udesno za 3 (slika [2.14), a zatim zrcaljenje oko osi
ordinata (slika [2.15]). Preporucuje se rjesavanje zadataka na ovaj nacin.

~YV

Slika 2.14: Graf signala z(—(t — 3)), primjer 2.9.
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— —+
[

Slika 2.15: Graf signala ys(t) = x(—t + 3), primjer 2.9.

Primjer 2.10. Signal sa slike izrazite linearnom kombinacijom jedini¢nih
stepenica.

a4l
31
2l
1_._
] —t —t——+>
14 1 [

Slika 2.16: Graf signala z(t), primjer 2.10.

RjeSenje: Za jedini¢nu stepenicu vrijedi sljedeca definicija:
1 za t>20
H(t>—{ 0 za t<0
Pove¢anje amplitude i pomak jedini¢ne stepenice izvodi se na sljedeé¢i nacin (npr.
pomak signala jednu sekundu udesno i povec¢anje amplitude Getiri puta):

4 za t>1
4,u(t—1):{0 za t<1

Signal z(t) sastoji se od nekoliko jedini¢nih stepenica koje su pomaknute i pojacane
po amplitudi. Svaka nova stepenica pocinje na mjestu prekida. Prva stepenica je



20 Vrste signala

4u(t — 1) jer se u prvoj sekundi pojavljuje skok signala. Nakon toga, u tre¢oj sekundi
dolazi do pada signala za jedan. S obzirom da je amplituda prethodnog signala bila
Cetiri, potrebno je oduzeti od prethodne stepenice stepenicu pomaknutu udesno za tri
sekunde s amplitudom jedan. Slijede¢i ovu uputu dolazimo do rjeSenja:

#(t) = 4t — 1) — pu(t — 3) — 4pu(t — 4)

2.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.1. Nacrtajte kontinuirani vremenski signal:

teR.

— >
x(t):{ t—1 za t>0

—2t—1 za t<0”’

Zadatak 2.2. Nacrtajte diskretni vremenski signal:

k—1 za k>0
C"’V‘f]_{—z/{:q o k<o FEZ

Zadatak 2.3. Odredite osnovni period sljede¢ih vremenskih signala:

Zadatak 2.4. Provjerite periodi¢nost sljede¢ih signala. Za periodi¢ne signale
odredite osnovni period.

x1(t) = cos (5t) + cos (2.5t)
xo(t) = sin (7t) + sin (2.17t)

25(t) = cos (3t) + sin (gm) |

Zadatak 2.5. Odredite parnost i neparnost sljedec¢ih signala:

z1(t) = (£ + 1) cost
To(t) = t2e It

z3(t) = (t* 4 t) sint
(1) = [t
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Zadatak 2.6. Sljedece signale zapiSite u obliku zbroja parnih i neparnih signala.
xi(t) =33 + 262 +t

x9(t) = t3 cost + t*sint

r3(t) =e”!

x4(t) = t° +sint.

Zadatak 2.7. Izracunajte sljedece integrale:

j. /_ e

o5

I = / 2(#)dt
—3.1
3.2

I — / (1)t
—0.1

ako je:

2(t) = L76(t+4)+2.136(t+3) — 1.246(t+1) — 46 (1) +1.28 (t— 1) +2.56 (t—2)+0.76(t—3).

Nacrtajte signal x(t).

Zadatak 2.8. Za signal na slici napravite sljedec¢e vremenske transformacije:

yo(t) = x(t +4)
yst) = 2(1.51)
ya(t) = x(—1.5)
ys(t) = z(—2t — 6)

Napomena za signal ys(t): Najprije izlucite koeficijent koji se nalazi uz nezavisnu
vremensku varijablu t, (-2(t+3)). Sada je potrebno napraviti skaliranje s dva, nakon
toga pomak ulijevo za 3, a na kraju se signal zreali (zbog minusa,).

A x(1)

Slika 2.17: Graf signala z(t), zadatak 2.8.
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Zadatak 2.9. Signal sa slike izrazite linearnom kombinacijom jedini¢nih
stepenica.

Slika 2.18: Graf signala z(t), zadatak 2.9.
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Vrste sustava

Sustavi se mogu podijeliti s obzirom na:

e Zakonitosti vladanja:

— Linearni sustavi,

— Nelinearni sustavi.

PonaSanje u vremenu:

— Vremenski promjenjivi sustavi,

— Vremenski nepromjenjivi sustavi.

Signal u vremenu:

— Kontinuirani sustavi,

— Diskretni sustavi.

Svojstva signala:

— Deterministicki sustavi,
— Nedeterministicki sustavi,

— Stohastic¢ki sustavi.

Parametre:

— Sustavi s koncentriranim parametrima,

— Sustavi s raspodijeljenim parametrima.

Broj pobuda i odziva:

— SISO sustavi (Single input, single output),
— MIMO sustavi (Multiple input, multiple output).

Memoriju:

— Sustavi s memorijom,

— Sustavi bez memorije.
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e Kauzalnost:

— Kauzalni sustavi,

— Nekauzalni sustavi.

U nastavku ¢emo opisati samo najbitnija svojstva.

Sustav je linearan ako se na njega moze primijeniti nacelo superpozicije. Neka je
x(t) ulaz u sustav S(+), a y(t) izlaz iz sustava. Za linearan sustav i proizvoljne konstante
a i B vrijedi:

S (i (t) + Bra(t)) = aw(t) + Bya(t) (3.1)
Za sustav koji je opisan linearnim diferencijalnim jednadzbama (vie o tome u poglavlju
4) vrijedi da je linearan ako ima konstantne parametre (parametri su tezinski ¢lanovi
koji stoje uz vremenske derivacije ulaza i izlaza sustava).

Sustav je nelinearan ako nije linearan.

Sustav je vremenski nepromjenjiv ako ne mijenja svoja svojstva (ako su mu
parametri vremenski nepromjenjivi) tijekom vremena ¢. Ako je ulaz u sustav S(-)
x(t), a izlaz iz sustava y(t¢), tada za vremenski nepromjenjiv sustav vrijedi ako je
y(t) = S(x(t)) onda je y(t —to) = S(z(t —tg))-

Kontinuirani sustavi su sustavi u kojima su sve varijable stanja kontinuirane
(kontinuirano se mijenjaju s vremenom). Ovakve sustave moguce je opisati
diferencijalnim jednadzbama (linearnim i nelinearnim).

Diskretni sustavi su sustavi u kojima su sve varijable stanja diskretne (mijenjaju se
u diskretnim vremenskim trenucima). Ovakve sustave mogudée je opisati diferencijskim
jednadzbama (linearnim i nelinearnim).

Deterministi¢ki sustavi su sustavi u kojima nema neizvjesnosti pri kreiranju
buducih stanja sustava. Deterministicki sustav uvijek ¢e proizvesti isti odziv na neku
pobudu u(t) ako je pocetno stanje sustava uvijek isto. Kazemo da kod deterministickog
sustava izlaz mozemo predvidjeti sa stopostotnom sigurnoscéu.

Stohastic¢ki sustavi (CeS¢e stohasticki ili slu¢ajni procesi) su sustavi kod kojih
postoji neodredenost u kreiranju buduéih stanja sustava koji su opisani funkcijama
razdiobe. To znaci, ako je poznato pocetno stanje sustava, postoje mnoge trajektorije
kojima sustav moze i¢i iz nekog pocetnog stanja u kona¢no pri ¢emu su neke trajektorije
viSe vjerojatne, a druge manje vjerojatne.

Nedeterministi¢ki sustavi su sustavi u kojima postoji izvjesnost u kreiranju
buduc¢ih stanja sustava. Nedeterministicki sustav nec¢e uvijek proizvesti isti odziv
na neku pobudu u(t) ako je pocetno stanje sustava uvijek isto. Kazemo da kod
nedeterministickog sustava ne mozemo predvidjeti izlaz.

Primjer 3.1. Odredite linearnost sljede¢ih sustava:

1. y(t) = 3z(¢)

2. y(t) = In (x(t))

3. y(t) = 2°(1)

4. y(t) = [7 5a(t)dt
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RjeSenje: Da bi sustav bio linearan mora vrijediti:
S (axy(t) + Bra(t)) = ay(t) + Bya(t).

Prema tome, umjesto x(t) potrebno je uvrstiti azy (t)+ Bz (t) i dobiti ay; (t)+ Ly (t)
da bi sustav bio linearan.

Za prvi sustav vrijedi:

y(t) = 3z(t) = 3 (ax1(t) + Sra(t)) = 3ax(t) + 3Bz2(t) = ayi(t) + Lya(t).

Sustav je linearan.

Za drugi sustav vrijedi:

y(t) =In (z(t)) = In (az1(t) + Bra(t)) # aln (z1(t)) + B1n (22(t)) = ayi(t) + Bya(t).

Sustav nije linearan, nelinearan je. Za tre¢i sustav vrijedi:

y(t) = 2(t) = (i (t) + /B.Ig(t)>2 = o2 2(t) + 20825 (1) 15 (t) + SZ252(t) #
# o’z % (t) + B2 (t) = ayi(t) + Bya(t).

Sustav nije linearan, nelinearan je. Za c¢etvrti sustav vrijedi:

o0

y(t) = /_OO 5 (awy(t) + Paa(t)) dt = /_OO baxy (t)dt +/ 5Bxa(t)dt =

o0 —00

= a/_oo S (t)dt + ﬁ/_oo bao(t)dt = ayy(t) + Pya(t).

o0

Sustav je linearan.

Primjer 3.2. Odredite koji je sustav vremenski promjenjiv, a koji vremenski
nepromjenjiv:

1. y(t) = e*® + sin (2(t))
2. y(t) = e,
RjesSenje: Najprije se umjesto x(t) uvrsti z(t — tp), a zatim se provjeri da li je to
jednako y(t — tg). Za prvi sustav vrijedi:
y(t) = "™ +sin (z(t)) = 70 £ sin (x(t — to)) = y(t — to).
Sustav je vremenski nepromjenjiv. Za drugi sustav vrijedi:
y(t) = o) s pta(t—to) ” p(t—to)z(t—to) _ y(t — to).

Sustav je vremenski promjenjiv.
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3.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 3.1. Odredite linearnost sljedec¢ih sustava:

1 y(t) = Tz(t)
2. y(t) = sin (z(1))
3. y(t) = 2°(t)
4. y(t) = 20,

Zadatak 3.2. Odredite koji je sustav vremenski promjenjiv, a koji vremenski
nepromjenjiv:

L. y(t) = e*® 4 cos (z%(1))

2. y(t) = te™®,
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Linearne diferencijalne jednadzbe

4.1 Homogene linearne diferencijalne jednadzbe

Sustavi koje ¢emo opisivati linearnim diferencijalnim jednadzbama (u nastavku LDJ)
su kontinuirani linearni i vremenski nepromjenjivi sustavi (LTI Linear Time — Invariant
Systems).

Opc¢a LDJ ima oblik:
any ™ () + o+ agy (t) + a1t/ (t) + apy(t) = bpu™ (t) + ... + by (t) + bou(t)  (4.1)
gdje su:
® ., Ap_1,...., 00,0, by_1, ..., b, konstantni parametri LDJ,
e njered LDJ, n > m.
Desnu stranu izraza oznac¢imo s f(t):
F(t) = bpu™ (&) + ... + by () + bou(t). (4.2)

Totalni odziv sustava opisanog LDJ zbroj je homogenog y,(t) i partikularnog v, ()
rjeSenja:

y(t) = yn(t) + yp(1). (4.3)
LDJ za koju vrijedi f(t) = 0 naziva se homogena diferencijalna jednadzba (4.4)):
any™ (1) 4 ... + agy” () + a1y (t) + agy(t) = 0. (4.4)

Homogena LDJ nema partikularnog rjeSenja (y,(t) = 0). Za homogenu LDJ
pretpostavljamo homogeno rjesenje:

yn(t) = Ce. (4.5)

koje uvrstimo u LDJ (4.4 te izra¢unamo karakteristicne vrijednosti (korijene) LDJ
(sustava):

any"™ () + ..+ asy (1) + ary/ (t) + agy(t) = 0

G, (C’e”)(n) + ...+ as (Ce’\t)// + aq (Ce’\t), + apgCeM =0

ap A"CeM + . 4+ a2 CeM + A \Ce™ + qyCe™ =0 (4.6)
(an)\" F o a N+ N+ ao) CeM =0

ap A" + ...+ as\? + a1\ + ag = 0.
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Homogena rjesenja LDJ ovise o karakteristi¢nim vrijednostima LDJ:

ap A" + ...+ as)® + a A +ag = 0. (4.7)
e Ako su korijeni realni i razli¢iti, pretpostavljeno homogeno rjesenje je:

yn(t) = > Cietit
=1
yh(t) = C16>\1t + C26>\2t + ...+ C’ne)‘”t.

e Ako su korijeni realni i viSestruki, pretpostavljeno homogeno rjesenje je:

yn(t) = (C1+ Cot + ... + CptF~ 1) eMt + 3= Cyetit

i=k+1
yn(t) = (C1 + Cot + ... + Cypth 1) eM? + Cpyetit + L+ Cret.

e Ako su korijeni konjugirano kompleksni, pretpostavljeno homogeno rjesenje je:

et (O} sin (wt) + Cy cos (wt)) + Y Ceit
i=3
et (O} sin (wt) + Cy cos (wt)) + Czest + .. + Cetnt.

Yn(t)
Yn(t)

Nakon §to pronademo homogeno rjeSenje LDJ nepoznate koeficijente
C1, 0y, Cs, ..., C, izra¢unamo na temelju pocetnih uvjeta:

y(0),4/(0),4"(0), ...,y 1(0). (4.8)

Pocetne uvjete uvrstimo u sljedeci set jednadzbi (ukoliko su korijeni jednostruki i
realni):

y(t) = CreMt + Che™ 4 .. 4 Cpett
y/<t) = Cl)\leht + Cg)\ge)\Qt —+ ...+ Cn>\n€)\nt

y(nfl)(t) _ Cl)\lnfle)\lt + 02)\271716)\215 4.+ C«n)\nnfle)\nt.

Uvrstimo 1i ¢ = 0 u relaciju (4.9) dobit ¢emo n jednadZbi s n nepoznanica
(koeficijenata C, Cy, Cs, ..., Cy):

y(0)=C1+Cy+ ...+ C,
y/(O) = Cl)\l + 02)\2 4+ ...+ Cn)\n

(4.10)

Yy D0) = OO CoNT L+ O
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Primjer 4.1.1. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadzbom
(nepobuden sustav):

y'(t) + 2y'(t) + 0.75y(t) = 0.

Pocetni uvjeti su: ¢ (0) = 1.2, y(0) = 2.3. Odredite rjeSenje homogene linearne
diferencijalne jednadzbe (homogeni odziv sustava).

RjeSenje: Pretpostavljamo homogeno rjefenje y,(t) = Ce . Pretpostavljeno
rjeSenje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadzbu te se tako dobije
karakteristi¢na jednadzba:

yn" (t) + 2yn'(t) + 0.75yx(t) = 0

A2CeM + 20CeM + 0.75CeM =0
CeM (A 42X+ 0.75) =0
A2+ 20+0.75 = 0.

RjeSenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristicne
jednadzbe te dobiti opée rjeSenje homogene jednadzbe:

AN 4+2X+0.75=0

—2+/41-3 -2+1
2 2

)\1,2 -
)\1 = —15, )\2 = —05

Korijeni karakteristicne jednadzbe su realni i razli¢iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

yh(t) = CleAlt + Cg@AQt
y(t) — yh(t) — 01671.515 4 02670.57&.

U opc¢e homogeno rjeSenje i u derivaciju opéeg homogenog rjesenja uvrstimo ¢ = 0
te izracunamo koeficijente C', Cs:

y(t) = Cre " 4 Coe O

Y (t) = —1.5C e — 0.5C,e %%
y(0)=C1 4+ Cy =23

Y (0) = —1.5C, — 0.5C, = 1.2/ -2

Cy+0Cy =23
—3C) —Cy =24
20, =4.7

Cy =-235

Cy = 2.3 — Cy = 4.65.
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Rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe 3”(t) + 2y'(t) + 0.75y(t) = 0 je

(slika [4.1)):

y(t) = —2.35¢ 15" 4+ 4.65¢ 7%t > 0.

W) =235 + 46507

»(@)

Slika 4.1: RjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe y"(t) + 2y/(¢) + 0.75y(t) = 0,
pocetni uvjeti: y'(0) = 1.2, y(0) = 2.3.

Primjer 4.1.2. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadzbom
(nepobuden sustav):

y"(t) + 2y (t) + 5y(t) = 0.

Pocetni uvjeti su: ¢'(0) = —1, y(0) = 1. Odredite rjesenje homogene linearne
diferencijalne jednadzbe (homogeni odziv sustava).

RjeSenje: Pretpostavljamo homogeno rjesenje yy,(t) = Ce*. Pretpostavljeno rjegenje
uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadzbu te dobijemo karakteristi¢na jednadzba:

Y (t) 4 2u4"(t) + Syn(t) = 0

yn (1) = N2Ce

NCeMN +20CeM + 5CeM =0
CeM (N +2X+5) =0

N +2X+5=0.

Rjesenjem karakteristi¢ne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opc¢e rjesenje homogene jednadzbe:

N 4+22+5=0

\ —24+/4—-20 —-2++/—-16 —-2+j4
12: p— p—
’ 2 2 2

)\172: —1:i:]2:0:l:jw
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Korijeni karakteristicne jednadzbe su konjugirano kompleksni pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

yn(t) = e (O} sin (wt) + Cy cos (wt))
y(t) = yn(t) = e " (Cysin (2t) + Cy cos (2t)) .

U opée homogeno rjesenje i u derivaciju opéeg homogenog rjeSenja uvrstimo ¢ = 0
te izracunamo koeficijente Cy, Cs:

y(t) = e " (O sin (2t) + Cy cos (2t))
Y (t) = —e " (Cysin (2t) + Cycos (2t)) + e~ * (C12 cos (2t) — 2Cy sin (2t))

y(0) =Cy =1
y/(O) = —02 -+ 201 =—1
Ci=0

Rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe y”(t) 4 2y/(t) + 5y (t) = 0 je (slika 4.2)):

y(t) = e tcos(2t),t > 0.

08 1
W) =e"cos(2r)

06r

w0

04r

02r

-0.2¢

Slika 4.2: RjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe y”(t)+2y/(t)+5y(t) = 0, pocetni
uvjeti: y'(0) = —1, y(0) = 1.

Primjer 4.1.3. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadzbom
(nepobuden sustav):

y'(t) + 4y (t) + 4y(t) = 0.

Pocetni uvjeti su: ¢/(0) = 0, y(0) = 1. Odredite rjeSenje homogene linearne
diferencijalne jednadzbe (homogeni odziv sustava).

Rjesenje: Pretpostavljamo homogeno rjesenje y,(t) = Ce*. Pretpostavljeno
rjeSenje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadzbu te se tako dobije
karakteristicna jednadzba:
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Yn(t) +4yn' () + 4yn(t) = 0
yn(t) = CeM

yn (1) = ACeM

yn (1) = N2Ce

N2CeM +ANCeM 4+ 20eM =0
CeM (N +4X+4) =0

A+ 4\ +4=0.

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristicne
jednadzbe te dobiti opc¢e rjeSenje homogene jednadzbe:

AN 44N +4=0

\ —4 4 +/16 — 16
12: =
’ 2

A= —2, )\ = —2.

Korijeni karakteristi¢ne jednadzbe su dvostruki pa prema tome pretpostavljamo
sljede¢e homogeno rjeSenje:

yh(t) = 6)\1t (Cl + Cgt)
y(t) = yu(t) = e 2 (C1 + Cyt).

U opc¢e homogeno rjesenje i u derivaciju opéeg homogenog rjesenja uvrstimo ¢ = 0
te se izracunaju koeficijenti C', Cy:

y(t) = e ? (C) + Cyt)

Y (t) = =22 (Cy + Oat) + e 2O,y
y(0)=Cr=1

Y (0) = —2C,+Cy =0

Cy =20, =2.

Rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe y”(t) + 4y'(t) +4y(t) = 0 je (slika[4.3):

y(t) =e " (1+2t),t > 0.
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Slika 4.3: Rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe y”(t)+4y/(t)+4y(t) = 0, pocetni
uvjeti: y'(0) =0, y(0) = 1.

4.1.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 4.1.1. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadzbom
(nepobuden sustav):
y"(t) +2.25y'(t) + 1.25y(t) = 0

Pocetni uvjeti su: y'(0) = —1, y(0) = 1. Odredite rjesenje homogene linearne
diferencijalne jednadzbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 4.1.2. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadzbom
(nepobuden sustav):
y'(t) +y'(t) +4y(t) = 0

Pocetni uvjeti su: 3'(0) = 1, y(0) = 1. Odredite rjeSenje homogene linearne
diferencijalne jednadzbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 4.1.3. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadzbom
(nepobuden sustav):
y"(t) +6y'(t) + 9y(t) = 0

Pocetni uvjeti su: ¢'(0) = 0, y(0) = —1. Odredite rjeSenje homogene linearne
diferencijalne jednadzbe (homogeni odziv sustava).
4.2 Nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe

Opc¢a LDJ ima oblik:
any™ (1) 4 .. + agy/ (1) + a1y (t) + agy(t) = bpu™ (t) 4 ... + by (t) + bou(t). (4.11)

gdje su:
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® Gy, Gp_1, .0y A0, by b1, ..., b, konstantni parametri LDJ,
e njered LDJ, n > m.
Desnu stranu izraza (4.11)) oznacimo s f(t):

() = bpu™ (1) + ... 4 by (t) + bou(t). (4.12)

Totalni odziv sustava opisanog LDJ je zbroj homogenog y,(t) i partikularnog v, ()
rjeSenja:
y(t) = yn(t) + yp(2). (4.13)

LDJ za koju vrijedi f(t) # 0 naziva se nehomogena diferencijalna jednadzba (4.14)):

any ™ (t) + ..+ agy (t) + ary/ (1) + agy(t) = f(t). (4.14)

Partikularna rjeSenja sustava ovise o funkciji f(¢).

Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = By + Bit + ... + Byt

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

Yp(t) = Ko+ Kit + ... + Kyt

e Za funkciju f(¢) oblika:

e Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = Be“t, a 7é /\17/\27)\3, ceey )\n,

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:
yp(t) = Ke™.
e Za funkciju f(¢) oblika:

f(t) = B@at, a = /\1 = )\2 = ... = )\k,(l 7& >‘k+17 >\k+27 ceey )‘m

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

y,(t) = KtFe.
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e Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = Be“ttM, a 7& )\1, )\2, )\3, cees /\n7

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

yp(t) = e (Ko + Kit + ... + Kpt™) .

e Za funkciju f(t) oblika:
f(t) = B coswt,

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

Yp(t) = K coswot + Ko sin wyt.

e Za funkciju f(t) oblika:
f(t) = Bsinwyt,

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

yp(t) = K coswot + Ky sin wyt.

Pretpostavljeno partikularno rjeSenje y,(t) = K cos wot+Kj sin wyt moze se zapisati
u obliku:

yp(t) = Asin(wot + @) = A cos(y) sin(wot) + Asin(p) cos(wot), (4.15)

gdje je A amplituda, a ¢ fazni pomak partikularnog rjesenja y,(¢) u odnosu na
funkciju f(¢). Amplituda i fazni pomak mogu se izra¢unati pomocu sljedec¢ih relacija:

A = VE G (4.16)

p =tan

Ako je funkcija f(t) linearna kombinacija navedenih oblika funkcija, tada ce
pretpostavljeno partikularno rjesenje biti linearna kombinacija navedenih oblika
partikularnih rjesenja.

e Za funkciju f(¢) oblika:
f(t) =A + Beat, a 7é /\17 /\2, /\3, ceey )\n

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

yp(t) = K| + Kye™

e Za funkciju f(t) oblika:
f(t) = A+ Bsinwgt.

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

yp(t) = K1 + Ky coswpt + K3 sin wyt.
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e Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = At + Beat,a 7é )\1,)\2,/\3, vy )\n

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:
Yp(t) = K1 + Kot + Kze™.

e Za funkciju f(¢) oblika:
f(t) = At + Bsinwgt

pretpostavljeno partikularno rjesenje je:

yp(t) = K1 + Kot + K3 coswot + Ky sin wyt.

Nakon §to odredimo partikularno rjeSenje y,(t), potrebno je rijesiti homogenu LDJ
tako da postavimo f(t) = 0. Nepoznate koeficijente Cy,Cs, Cs, ..., C,, ra¢unamo na
temelju pocetnih uvjeta:

y(0),4'(0),4"(0) ...y (0). (4.17)
Pocetne uvjete uvrstimo u totalni odziv (4.13):

y(t) = yn(t) + yp(t)
y'(t) =y (t) + ) (t)

(4.18)

Y ) = ) + 5" 1),

Uvrstimo i ¢ = 0 u relaciju (4.18) dobije se n jednadzbi s n nepoznanica
(koeficijenata C, Cy, Cs, ..., Cy):

y(0) = yn(0) + ,(0)
y'(0) = ' (0) + 4,'(0)

(4.19)

y(” D(0) = y,"D(0) + y,"1(0).
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Primjer 4.2.1. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadzbom:
y"(t) + 0.3y (t) + 0.02y(t) = 12, > 0.

Pocetni uvjeti su: ¢'(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rjesenje nehomogene linearne
diferencijalne jednadzbe (totalni odziv sustava).

RjesSenje: Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjesenja sustava i
partikularnog rjesenja:

y(t) = yn(t) + yp(t).

Prvo ¢emo rijeSiti opéu homogenu jednadzbu (f(t) = 0), zatim pronadi
partikularno rjesenje te ¢emo na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odrediti
koeficijente Cy, Cy, .., C,. Pretpostavljamo homogeno rjesenje y,(t) = CeM.
Pretpostavljeno rjeSenje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadzbu te tako
dobijemo karakteristi¢cnu jednadzbu. Homogena diferencijalna jednadzba sustava je:

y'(t) +0.3y'(t) + 0.02y(t) = 0.
Slijedi op¢e homogeno rjeSenje diferencijalne jednadzbe:

yn" () + 0.3y,"(t) + 0.02y,(t) = 0
yn(t) = CeM

yi (1) = ACeM

yn (1) = A2CeM

NCeM +0.30CeM +0.02CeM =0
Ce™ (A +0.30+0.02) =0

A+ 0.304+0.02 = 0.

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opée rjeSenje homogene jednadzbe:

A 4+03)2+002=0

\ —-0.3+£+v0.09-0.08 —-03+0.1
1 2 pu— pu—
’ 2 2

Korijeni karakteristicne jednadzbe su realni i razli¢iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

yn(t) = CreMt + Che?t
yh(t) — Cle—D.Qt + 026—0.1t‘

Koeficijente C; i Cy ¢emo izracunati nakon $to pronademo partikularno rjesenje.
S obzirom da je funkcija f(¢) oblika konstante, pretpostavljamo sljedece partikularno
rjesSenje:
yp(t) = K.
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Pretpostavljeno partikularno rjeSenje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadzbu sustava:

yp" () + 0.3y, (t) + 0.02y,(t) = 12
yp(t) =K

yp(t) =0

Yp(t) =0
1-0403-0+0.02K =12

K =600

te dobijemo partikularno rjeSenje sustava:

yp(t) = 600.
Totalni odziv sustava je:

y(t) = Cre %% 4 Che "M 4+ 600,t > 0.

Iskoristimo pocetne uvjete kako bismo izrac¢unali koeficijente C i C5. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo ¢ = 0:

y(t) = Cre % + Cre ™" + 600

Y (t) = —0.2C1e "% + —0.1Ce "

y(0) = Cy 4+ Co 4600 = 0

y'(0) = —0.2C, — 0.1C, = 0 = Cy = —2C;

Oy + Oy = —600 = C; — 2C; = —600 = Cy = 600
Cy = —1200.

Totalni odziv sustava je (slika [4.4)):
y(t) = 600" — 1200e " + 600, ¢ > 0.

800 -

500 1(8) = 6006 120027 + 600

400} ]

v(t)

2001 .

100+ .

t

Slika 4.4: RjeSenje nehomogene diferencijalne jednadzbe y” (¢)+0.3y'(¢)+0.02y(t) = 12,
pocetni uvjeti: y'(0) =0, y(0) = 0.
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Primjer 4.2.2. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadzbom:
y"(t) + 1.3y (t) + 0.3y(t) = 3t*,t > 0.

Pocetni uvjeti su: 3/(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rjeSenje nehomogene linearne
diferencijalne jednadzbe (totalni odziv sustava).

Rjesenje: Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjesenja sustava i
partikularnog rjesenja:

y(t) = yn(t) + y,(1).

Prvo ¢emo rijesiti opéu homogenu jednadzbu (f(¢) = 0), zatim pronadi partikularno
rjeSenje te ¢emo na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odrediti koeficijente 1,
Cs, ..., Cy. Pretpostavljamo homogeno rjesenje y,(t) = CeM.

Pretpostavljeno rjesenje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadzbu te tako
dobijemo karakteristi¢nu jednadzbu. Homogena diferencijalna jednadzba sustava je:

y"(t) + 1.3y'(t) + 0.3y(t) = 0.
Slijedi op¢e homogeno rjesenje diferencijalne jednadzbe:

yn"(t) + 1.3yn"(t) + 0.3yn(t) = 0
yn(t) = CeM

yi' (1) = ACeM

yn (1) = N2Ce

NCeM +1.30CeM +0.3CeM =0
CeM (N2 +1.30+0.3) =0

M+ 1.3040.3=0.

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opc¢e rjeSenje homogene jednadzbe:

AN 4+13)24+03=0

- ~1.3+£V1.69-12 -13+0.7
1,2 — 2 - 2

)\1 - —1,)\2 - —03

Korijeni karakteristicne jednadzbe su realni i razli¢iti pa prema tome pretpostav-
ljamo sljede¢e homogeno rjesenje:

yn(t) = CreMt + Coe™!
yn(t) = Cre™" + Coe 3.

Koeficijente C; i Cy ¢emo izracunati nakon $to pronademo partikularno rjesenje.
S obzirom da je funkcija f(¢) oblika polinoma, pretpostavljamo sljedece partikularno
rjeSenje:
yp(t) = Ko + K1t + Kyt*.
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Pretpostavljeno partikularno rjeSenje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadzbu sustava:

y,” (1) + 1.3y, (t) + 0.3y,(t) = 3t*

yp(t) = Ko+ Kqit + K2t2

y,(t) = K1 + 2Kyt

y’;(t) = 2K,

2K, + 1.3 (K + 2Kst) + 0.3 (Ko + K1t + Kot®) = 3t?
0.3K5t? + 2.6 Kot + 0.3K 1t + 2K, + 1.3K, + 0.3K, = 3t
03K, =3= K, =10

260
338
03Ky = —20+ —=/0.3
—60 + 338\ 10 2780
KO = _—_— _— = —
3 3 9

te dobijemo partikularno rjeSenje sustava:

2780 260
t) = ——— — ——t+ 10t
?Jp( ) 9 3 +
Totalni odziv sustava je:
2780 260

y(t) = Cre™" + Coe ™% + -t 10£2,¢ > 0.

9

Iskoristimo pocetne uvjete kako bismo izracunali koeficijente C; i C5. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo ¢ = 0:

y(t) = Cre" 4 Coe 3 + @ _ ?t 11082
Y (t) = —Che" — 0.3C,e 0% — @ 20t
y(0)=01+02+27%=0:»01+02:_27%
y'(0) = —Cy — 0.3C, — ? =0= —C;, —0.3C, = ?
Ch+Cy = _27%
~Cy —0.3C, = ?
2780 780 2000
0.7Cs :2;00? $ 020
="
¢, = 2780, 20000 _ 60

9 63 7
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Totalni odziv sustava je (slika [4.5)):

60 20000 2780 260
= —et—- T —e 03 4 2 T4 41062t > 0.
y(t) = e g3 ¢ T g ¢

450F . : , . _
400}

sl )= 80 e 20000 o5, 2780 260
300} '
250}
200}
150}
100}

63 9

»(@

Slika 4.5: Rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe y”(t) +1.3y/(t) +0.3y(t) = 3t
pocetni uvjeti: y'(0) =0, y(0) = 0.

Primjer 4.2.3. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadzbom:
y"(t) + 5y (t) + 6y(t) = sint,t > 0.
Pocetni uvjeti su: ¢'(0) = 0,y(0) = 0. Odredite rjeSenje nehomogene linearne

diferencijalne jednadzbe (totalni odziv sustava).

RjeSenje: Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjesenja sustava i
partikularnog rjesenja:

y(t) = yn(t) + yp(t).

Prvo ¢emo rijesiti opéu homogenu jednadzbu (f(¢) = 0), zatim pronadi partikularno
rjeSenje te ¢emo na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odrediti koeficijente 1,
Cs, ..., C,. Pretpostavljamo homogeno rjeSenje y,(t) = CeM.

Pretpostavljeno rjesenje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadzbu te tako
dobijemo karakteristi¢cnu jednadzbu. Homogena diferencijalna jednadzba sustava je:

y"(t) + 5y (t) + 6y(t) = 0.

Slijedi op¢e homogeno rjesenje diferencijalne jednadzbe:
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yn' (t) + 5y’ (t) + 6yn(t) =0

y (1) = N2CeM

N2CeM 4+ 50CeM + 60N =0
CeM (N> +51+6) =0

A+ 5)+6=0.

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opce rjeSenje homogene jednadzbe:

AN 450N +6=0

\ 5++/25—-24 541
12: p—
7 2 2

)\1 - —3, )\2 — —2

Korijeni karakteristicne jednadzbe su realni i razli¢iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

yn(t) = CreMt 4+ Cye?t
yn(t) = Cre ™ + Coe ™.

Koeficijente C i Cy ¢emo izrac¢unati nakon Sto pronademo partikularno rjeSenje. S
obzirom da je funkcija f(t) oblika sinus funkcije pretpostavljamo sljedece partikularno
rjesenje:

yp(t) = Kj cost + Kysint.

Pretpostavljeno partikularno rjeSenje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadzbu sustava:

yp' (t) + 5y, (t) + 6y, (t) = sint

yp(t) = Kj cost + Kysint

y,(t) = —Kysint + K, cost

Yy (t) = —Kicost — Kysint

—Kjcost — Kosint + 5 (—Kjsint + Kycost) + 6 (Kj cost + Kysint) = sint
—Kssint — 5K sint + 6Kysint — Ky cost + 5Kqcost + 6K cost =sint
—5K; +5Ky=1

5K +5K; =0= K, = —K,

10K, =1 = Ky = 0.1

K, =-0.1

te dobijemo partikularno rjeSenje sustava:

y,(t) = —0.1cost + 0.1sint.
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Partikularno rjesenje se u ovom slu¢aju moze zapisati u obliku relacije (4.15)). Prema
relaciji (4.16) amplituda i faza jednaki su (K; = —0.1, Ky = 0.1):

A =K+ K?=,/(-01)2+0.12 = 0.1414

= -1K _ =01 _ _m
p =tan KQ—tan 5 = 1

Partikularno rjesenje, prema relaciji (4.15)), ima sljedeéi oblik:

p(t) = 0.1414sin (¢ - %) ,
Totalni odziv sustava je:

y(t) = Cre™® 4 Che™ — 0.1cost 4 0.1sint,t > 0.

Iskoristimo pocetne uvjete kako bismo izrac¢unali koeficijente C i Cy. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo ¢ = 0:

y(t) = Cre ™ + Che ™ — 0.1cost + 0.1sint

Y (t) = —3C1e % — 2C5e™" + 0.1sint + 0.1 cost
y(0)=C1 +Cy—0.1=0

y(0) = —3C) — 205 +0.1=0
Ci1+Cy=0.1/-3

—3C; —2C5 = —0.1

3C1 +3C, =03

—3C; —2Cy = —0.1

Cy=0.2

C;=01-Cy=-0.1.

Totalni odziv sustava je (slika [4.6)):

y(t) = 0.1 +0.2¢7% — 0.1cost + 0.1sint, ¢t > 0.

015| Y@ =01 +0.2e7* - 0.1cost +0.Isinz

01r

005

M@)

-0.05F

-0

-0sE .

Slika 4.6: RjeSenje nehomogene diferencijalne jednadzbe y”(t) + 5y/(t) + 6y(t) = sint,
pocetni uvjeti: y'(0) =0, y(0) = 0.
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Primjer 4.2.4. Na slici prikazan je RLC krug.

i(7) R L

._>_|:|_NW\__.,
uMﬂT c::Tugn

Slika 4.7: RLC krug
Odredite diferencijalnu jednadzbu RLC kruga.

RjeSenje: Sustav sa slike mozemo opisati sljede¢im diferencijalnim jednadzbama:

Uul(t):R()—l—LdZd() é/o i(7)dr

1 t
w;(t) = 5/0 i(T)dr
gdje je:

e Ri(t) - pad napona na otporniku,

° Ldz(tt) - pad napona na induktivitetu,

°* fot i(T)dr - pad napona na kondenzatoru,

e u,(t) - ulazni napon,

e u;,(t) - izlazni napon.

Nadalje, s obzirom na ulaz i izlaz sustava potrebno je eliminirati struju i(¢):

%wzéé<Mﬁ @zcawww Cul (1)) = (1) = CulL ()
Uy (t) = RCu;, () + LCU",,(t) + ;. (1)

LCU(t) + RCOu._(t) + ui.(t) = uy(t).
Diferencijalna jednadzba sustava RLC kruga sa slike [4.7] je:

LCU",(t) + RCu,(t) + ui(t) = ww(t).

Radi jednostavnosti izlazni napon wu;,(t) mozemo zamijeniti s y(¢), a ulazni napon
w(t) s u(t):
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LCyY"(t) + RCy'(t) + y(t) = u(t).
Neka uz najvisu derivaciju izlaza stoji jedinica (podijelimo cijelu jednadzbu s LC'):

Y(0) + 20 + eult) = T oul)

Primjer 4.2.5. Odredite odziv sustava RLC kruga sa slike [4.7] ako vrijedi: L = 1 H,
C—=05F R—1Q, u(t)=5V. Svipocetni uvjeti jednaki su nuli.

Rjesenje: Diferencijalna jednadzba RLC kruga je: y"(t) + %y’(t) + %y(t) = %u(t)
U diferencijalnu jednadzbu RLC kruga uvrstimo parametre i ulazni signal (pobudu) te
dobijemo:

y'(t) + 9/ (t) + 2y(t) = 2u(t).

Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjesenja sustava i partikularnog
rjeSenja:

y(t) = yn(t) + yp(t)-

Prvo ¢emo rijesiti opéu homogenu jednadzbu (f(¢) = 0), zatim pronadi partikularno
rjeSenje te ¢emo na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odrediti koeficijente 1,
Cs, ..., C,. Pretpostavljamo homogeno rjesenje y;(t) = Ce™.

Pretpostavljeno rjesenje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadzbu te tako
dobijemo karakteristicnu jednadzbu. Homogena diferencijalna jednadzba sustava je:

y'(t) +y'(t) +2y(t) = 0.
Slijedi op¢e homogeno rjesenje diferencijalne jednadzbe:

y(t) = N2CeM

MO + \CeM 4 2CeM = 0
CeM (N +A+2)=0
M4EA+2=0.

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opce rjesenje homogene jednadzbe:

M4+A+2=0
—1+/1-8 —1++/—T-1+,V7
)\172: et
2 2 2
1 7 1 7
2 2 2 2
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Korijeni karakteristicne jednadzbe su konjugirano kompleksni pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

yn(t) = e (Cy sin (wt) + Cy cos (wt))

yn(t) = o3t <C’1 sin (gt) + C5 cos (gt)) V.

Koeficijente C; i Cy izra¢unamo nakon $to pronademo partikularno rjeSenje. S
obzirom da je funkcija f(t) oblika konstante pretpostavljamo sljede¢e partikularno
rjeSenje:

yp(t) = K.

Pretpostavljeno partikularno rjeSenje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadzbu sustava:

yp”(t) + p/(t> + Qyp(t) =25

yp<t>:K

Yp(t) =0

yp(t) =0
1-0+1-04+2K=2-5
K=5

te dobijemo partikularno rjeSenje sustava:

yp(t) =5 V.
Totalni odziv sustava je:

y(t) = Cre™ + Coe ™ +5V,t > 0.

Iskoristimo pocetne uvjete kako bismo izrac¢unali koeficijente C i Cy. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo ¢ = 0:

y(t) = e‘%t <C’1 sin (\/T?t) + Cy cos (gt)) +5
y’(t) = —%e_ét (C’l sin <g ) + Cy cos (?t)) +
VT i

y(0)202+5=0:>02

1 7
y’(O) = —502 + \/7_01 =0

Cl == —5£

)
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Totalni odziv sustava je (slika [4.8)):

y(t) =5 —e 7! (5\/77 sin (‘/;t> + 5cos (gt»
y(t) =5 (1 — ezt (g sin (gt) + cos (gt))) V,t > 0.

B_
5_

— 4t

allf

Cal - () (N -

— W) =51-¢e?2 |£51n ﬁr + cos| ﬁr i
1L 4
D 1 1 1 1 1 1 1 T
1] 1 2 3 4 5 B T g

Slika 4.8: Odziv RLC kruga s parametrima L = 1 H, C = 0.5 F i R = 1 €, ulaznim
signalom u(t) =5 V i po¢etnim uvjetima jednakim nula

Primjer 4.2.6. Odredite odziv sustava RLC kruga sa slike ako vrijedi: L =1 H,
C=004F, R=100Q1
1. u(t) =122V,
2. u(t) = 5e° V.
Svi pocetni uvjeti jednaki su nuli.
Rjesenje Za pobudu u(t) = 12¢72* V vrijedi:
Diferencijalna jednadzba RLC kruga je: y"(t) + £y/(t) + tey(t) = t=u(t). U

diferencijalnu jednadzbu RLC kruga uvrstimo parametre i ulazni signal (pobudu) te se
dobije:

y"(t) + 10y (t) + 25y(t) = 25u(t).

Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjesenja sustava i partikularnog
rjeSenja:

y(t) = yn(t) + yp(1).
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Prvo ¢emo rijesiti opéu homogenu jednadzbu (f(¢t) = 0), zatim pronaéi partikularno
rjeSenje te ¢emo na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odrediti koeficijente Cf,
Cs, ..., C,. Pretpostavljamo homogeno rjesenje y;(t) = Ce™.

Pretpostavljeno rjesenje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadzbu te tako
dobijemo karakteristicnu jednadzbu. Homogena diferencijalna jednadzba sustava je:

y"(t) + 10y (t) + 25y(t) = 0.
Slijedi op¢e homogeno rjesenje diferencijalne jednadzbe:

yn" () + 10y (t) + 25y, (t) = 0
yn(t) = CeM
y (1) = ACeM
yn" () = A2CeM
NCeMN + 10MCeM + 25CeM = 0
CeM (A + 10\ +25) =0
A? 4 10\ 425 = 0.

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijeni karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opc¢e rjesenje homogene jednadzbe:

A+ 100N +25=0

N —10 £ /100 — 100
1,2 = 9 =

)\1 — —5, )\2 — —5

)

Korijeni karakteristi¢ne jednadzbe su dvostruki pa prema tome pretpostavljamo
sljede¢e homogeno rjesenje:
yh(t) = 6/\1t (Cl + Cgt)
yh(t) = 6_5t (01 + Ogt) .
Koeficijente C; i Cy ¢emo izracunati nakon $to pronademo partikularno rjesenje.
S obzirom da je funkcija f(¢) oblika eksponencijalne funkcije, potrebno je obratiti
paznju na parametar a eksponencijalne funkcije. S obzirom da parametar

eksponencijalne funkcije nije jednak nekom od korijena karakteristi¢ne jednadzbe
pretpostavlja se sljedec¢e partikularno rjesenje:

yp(t) = Ke 2

Pretpostavljeno partikularno rjeSenje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadzbu sustava:

y," () + 10y, (t) + 25y, (t) = 25 - 12~
yp(t) = Ke
y,(t) = —2Ke %
y'(t) = 4Ke™
1-4Ke ™ +10 (—2Ke ™) + 25Ke * =25 - 12¢™*
9Ke " = 300e
100

K=—
3
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te se dobije partikularno rjeSenje sustava:

100 _,,

Yp(t) = 76

Totalni odziv sustava je:
100
y(t) = e (Cr + Cot) + Te*% V,t > 0.

Iskoristimo pocetne uvjete kako bismo izracunali koeficijenti C'; i C5. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo ¢ = 0:

y(t) = e (Cy + Cyt) + %e%
Y (t) = —5e 1 (C + Cot) + Coe ™ — ?e_%
YO =t ot =0= G =
y’(()):—501+02—¥:0#02=501+¥:—¥=—100.
Totalni odziv sustava je (slika |[4.9):
y(t) = e ™ (—% — 100t> + %6_% = % (e —e™(1+3t)) V,t=0.

W) = % [ie‘“ - (1+3 :]_\]

W)

Slika 4.9: Odziv RLC kruga s parametrima L =1 H, C' = 0.04 F i R = 10 2, ulaznim
signalom u(t) = 1272 V i pocetnim uvjetima jednakim nula

Za pobudu u(t) = 5e7°* V vrijedi:

Homogeno rjesenje mozemo preuzeti iz prethodnog primjera:

yh(t) = 6/\1t (Cl + CQt)
yh(t) 675t (01 —+ Cgt) .
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Koeficijente C i Cy ¢emo izrac¢unati nakon $to pronademo partikularno rjeSenje. S
obzirom da je funkcija f(t) oblika eksponencijalne funkcije, potrebno je obratiti paznju
na parametar a eksponencijalne funkcije.

S obzirom da je parametar eksponencijalne funkcije jednak dvostrukim korijenima
karakteristicne jednadzbe pretpostavljamo sljedeé¢e partikularno rjesenje:

y(t) = Kt?e ™.

Pretpostavljeno partikularno rjeSenje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadzbu sustava:

y,(t) = Kt?e ™
y," (t) + 10y, (t) + 25y, (t) = 25 - 5~
y,(t) = Kt?e ™
yo(t) = —BKt*e ™ + 2Kte ™
y'(t) = 26Kt*e ™ — 10Kte™> — 10Kte™™ + 2Ke™™
25Kt%e" — 20Kte™™ + 2Ke ™ 4+ 10 (—5Kt’e™" + 2Kte ™) 4 25 Kt*e ™" = 125¢>
25Kt%e " — 50Kt*e ™ + 25 Kt?e " — 20Kte ™ + 20Kte ™ + 2Ke ® = 125¢~ "
125

te dobijemo partikularno rjeSenje sustava:

125
yp(t) = — %,
2
Totalni odziv sustava je:

125 125
y(t) = 6751e (Cl + CQt) -+ Tt2675t — 6751& (Cl + Czt -+ Tt2) V, t 2 0

Iskoristimo pocetne uvjete kako bismo izracunali koeficijenti C; i C5. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo ¢ = 0:

12
y(t) = e (Cl + Oyt + 75152)

yl(t) = —56757& (Cl + Cgt + %TQ) + 675t (CQ + 125t>
ZJ(O) =C;=0
y'(0) = —5C) 4+ Co =0 = Cy = 5C, = 0.

Totalni odziv sustava je (slika [4.10):

125
y(t) = Tth—E’t V,t > 0.
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Slika 4.10: Odziv RLC kruga s parametrima L =1 H, C' = 0.04 F i R = 10 €, ulaznim
signalom u(t) = 5¢7>" V i pocetnim uvjetima jednakim nula

4.2.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 4.2.1. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadzbom:
y'(t) +y/(t) + 3y(t) = 8,1 = 0.

Pocetni uvjeti su: ¢'(0) = 1, y(0) = 0. Odredite rjeSenje nehomogene linearne
diferencijalne jednadzbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 4.2.2. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadzbom:
y'(t) + 0.5y (t) + 0.06y(t) = 3+ 2t*,¢t > 0.

Pocetni uvjeti su: 3/(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rjeSenje nehomogene linearne
diferencijalne jednadzbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 4.2.3. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadzbom:
y"(t) + 5y (t) + 6y(t) = cos(2t) + sin(2t),t > 0.

Pocetni uvjeti su: ¢'(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rjesenje nehomogene linearne
diferencijalne jednadzbe (totalni odziv sustava).
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Zadatak 4.2.4. Na slici prikazan je RLC krug.

ity R L
._>_|:|_NVY\—_,

uul(t)T C ZZT u, (1)

Slika 4.11: RLC krug

Odredite diferencijalnu jednadzbu RLC kruga te odzive u ovisnosti o parametrima
i ulaznom signalu za sljedece slucajeve:

1LL=1H,C=04FiR=1Qult)=10+2tV
9. L—1H C—=4FiR—1Q u(t)=5¢"V
3. L=1H,C =4FiR =1, u(t) =5e%*V.
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Blokovski prikaz sustava

Osnovni simboli koji se koriste u blokovskom prikazu sustava su:

e blok - predstavlja vezu izmedu ulazne i izlazne veli¢ine.

e signalne linije - to su linije sa strjelicama kojima se prikazuje tok signala. Njima
se povezuju ostale komponente blok dijagrama.

e sumacijske tocke - krug koji sluzi za zbrajanje i oduzimanje dvaju i vise signala.

e tocke odvajanja - tocka na signalnoj liniji koja oznacava odvajanje signala prema
nekom bloku ili sumacijskoj tocki.

e integrator - integrira ulazni signal.

e pojacanje - pojacava ulazni signal.

Osnovni simboli blok dijagrama prikazani su na slici

Blok Signalna linija Sumacijska tocka Tocke odvajanja
u(t) y(t) u(r) u](f) + ”1([) - U, () u(t)
u(t)
u, (1)
Integrator Pojacanje

u(r) J~ ) u(f) (1)

Slika 5.1: Osnovni simboli u blok dijagramima

Primjer 5.1. Sustav je opisan diferencijalnom jednadzbom:

y"(t) + 2.3y (t) + 4y (t) = 2.3u(t).

Prikazite ovaj sustav blokovski.
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RjeSenje Zadani sustav je drugog reda te ¢e stoga imati dva integratora. S obzirom
da vrijedi:

v~ [ )
ywzéywm

odnosno blokovski prikazano na slici [5.2}

y"(t) ¥'(0) W)
— | |

Slika 5.2: Kaskada dva integratora

potrebno je izraziti drugu derivaciju izlaza sustava pomocu ostalih:

Y (t) = 2.3u(t) — 2.3y (t) — 4y(t).

U izvedenom izrazu nalaze se operacije mnozenja konstantom, zbrajanja i oduzi-
manja te integriranja. Blokovski prikaz sustava prikazan je na slici [5.3]

\)

y'(0 J‘ (@)

=

Slika 5.3: Blokovski prikaz sustava y”(t) + 2.3y'(t) + 4y(t) = 2.3u(t)

Primjer 5.2. Sustav je opisan diferencijalnom jednadzbom:

y" () + 3.1y (t) + 0.1y (t) + 8.2y (t) = 8.2u(t).

Prikazite ovaj sustav blokovski.
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RjeSenje Zadani sustav je drugog reda te ¢e stoga imati dva integratora. S obzirom

da vrijedi:

odnosno blokovski prikazano na slici [5.4}

¥ .[ ¥'(0) J‘ yie) .[ 1)
—_—— > - -

Slika 5.4: Kaskada tri integratora

potrebno je izraziti drugu derivaciju izlaza sustava pomocu ostalih:

y"'(t) = 8.2u(t) — 3.1y"(t) — 0.1y (t) — 8.2y(¢¥).

U izvedenom izrazu nalaze se operacije mnozenja konstantom, zbrajanja i oduzi-

manja te integriranja. Blokovski prikaz sustava prikazan je na slici [5.5]

J‘ ¥'(©) J‘ WD)

0.1

o

Slika 5.5: Blokovski prikaz sustava y"(t) + 3.1y"(t) + 0.1y/(t) + 8.2y(t) = 8.2u(t)

Primjer 5.3. Sustav je opisan blokovskom shemom na slici

y'(t) .[ ¥ .[ W)

3.6

Slika 5.6: Blokovski prikaz sustava
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Prikazite ovaj sustav linearnom diferencijalnom jednadzbom.

RjeSenje Prikazimo najvisu derivaciju izlaza sustava linearnom kombinacijom ostalih
derivacija izlaza i ulaza:

y"(t) = u(t) — 4.8y"(t) — 3.6y (t) — 2.4y(1).

Sve ¢lanove koji predstavljaju derivaciju izlaza prebacimo na lijevu stranu te dobi-
jemo diferencijalnu jednadzbu sustava:

y" () + 4.8y (t) + 3.6y (t) + 2.4y (t) = u(t).

5.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 5.1. Sustav je opisan diferencijalnom jednadzbom:

y"(t) + 0.7y (t) + 2.1y(t) = 100u(t).

Prikazite ovaj sustav blokovski.

Zadatak 5.2. Sustav je opisan diferencijalnom jednadzbom:

y"(t) + 2.1y"(t) — 0.7y'(t) — 22.1y(t) = —5.3u(t).

Prikazite ovaj sustav blokovski.

Zadatak 5.3. Sustav je opisan blokovskom shemom na slici 5.7}

b »'e) .[ Yo J‘ W)

b

Slika 5.7: Blokovski prikaz sustava

Prikazite ovaj sustav linearnom diferencijalnom jednadzbom.
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Impulsni odziv 1 konvolucijski integral

Impulsni odziv sustava je odziv sustava na dirac delta signal §(¢) u vremenskoj
domeni. Impulsni odziv u potpunosti opisuje mirni kontinuirani sustav s jednim ulazom
i jednim izlazom. Impulsni odziv (tezinska funkcija) oznacava se s g(t) i pritom vrijedi
g(t) = 0,t < 0. Ako je sustav linearan i vremenski nepromjenjiv tada se njegov mirni
sustav (sustav s poCetnim uvjetima jednakima nuli y(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = ... =
y"~(0) = 0) moZze izracunati pomoc¢u konvolucijskog integrala:

Unn(t) = g(t) % u(t) = / " g(rult - )
o (6.1)
(1) = g(t) % u(t) = / g(t — TYu(r)dr,

—00

odnosno konvolucijom impulsnog odziva i ulaznog signala. Konvolucija se oznacava s
operatorom *.

Primjer 6.1. Odredite odziv mirnog sustava na jedini¢nu skokovitu pobudu pu(t)
opisanog impulsnim odzivom:

e 3t za t=0
0 za t<O0°

RjeSenje Impulsni odziv ima definiciju (s obzirom na nezavisnu varijablu ¢) sli¢nu
jedini¢noj stepenici pa g(t) moZemo skra¢eno napisati kao:

g(t) = e ¥ u(t).

Da bismo odredili odziv sustava na jedini¢nu skokovitu pobudu koristimo
konvolucijski integral:

i) =90 s u(t) = [ glryute -y

Umjesto ulaznog signala uvrstimo step signal, a umjesto funkcije g(7) impulsni
odziv te dobijemo:
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t

o] t 1 1
y(t) = / e ST p(T)u(t — 7)dr = / e 3dr = —56737— =3 (1—e),t=0,
0

oo 0

odnosno tako dobijemo odziv sustava na jedini¢nu stepenicu. Granice integracije kod
konvolucijskog integrala pomi¢u se na interval |0, t] iz razloga $to umnozak p(7)u(t—7)
egzistira samo na tom intervalu (slika [6.1).

A “O
1
— 1 — i:_- Aute— ()
1
A pi-1) =:::::|.:::::>
1 1 ! ’
— —t | -
1 t T

Slika 6.1: Umnozak jedini¢nih stepenica

Primjer 6.2. Odredite odziv mirnog sustava na jedini¢nu skokovitu pobudu pu(t)
opisanog impulsnim odzivom:

1 za t>20
s =utt)={ o 170

RjeSenje Da bismo odredili odziv sustava na jedini¢nu skokovitu pobudu koristimo
konvolucijski integral:

y(t) = glt) * ult) = / " g(ryult - r)dr.

Umjesto ulaznog signala uvrstimo step signal, a umjesto funkcije g(7) impulsni
odziv pa dobijemo:

00 t
o) = | utoute=ryar = [ 1ar =ty = e >0

o0

odnosno tako dobijemo odziv sustava na jedini¢nu stepenicu. Mozemo zakljuciti da
se radi o impulsnom odzivu sustavu tipa integrator.

Primjer 6.3. Odredite odziv mirnog sustava na impulsnu pobudu 4(¢) opisanog
impulsnim odzivom:

t za t=20
g(t>_{0 za t<0°
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RjeSenje Impulsni odziv ima definiciju (s obzirom na nezavisnu varijablu ¢) sli¢nu
jedini¢noj stepenici pa g(t) skra¢eno mozemo napisati kao:

g(t) = tu(t).

Da bismo odredili odziv sustava na jedini¢nu skokovitu pobudu koristimo
konvolucijski integral:

y(t) = g(t) * ult) = /  g(Pult — r)dr

—00

Umjesto ulaznog signala uvrstimo step signal, a umjesto funkcije g(7) impulsni
odziv pa dobijemo:

y(t) = / T (P (t — Ty — /O T ro(t — F)dr — /0 T4t = )dr

—00

y(t):t/ t—T)dr=t-1=tt>0,
0

odnosno tako dobijemo odziv sustava na jedini¢nu stepenicu. Uoc¢imo svojstvo
prosijavanja i da je impulsni odziv zaista odziv na impulsnu pobudu.

6.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 6.1. Odredite odziv mirnog sustava na jedini¢nu skokovitu pobudu p(t)
opisanog impulsnim odzivom:

(1) = e 2aq t>0
g\t = 0 za t<O0°

Zadatak 6.2. Odredite odziv mirnog sustava na jedini¢nu skokovitu pobudu p(t)
opisanog impulsnim odzivom:

t za t=20
g(t>_{0 za t<0°

Zadatak 6.3. Odredite odziv mirnog sustava na impulsnu pobudu §(t) opisanog
impulsnim odzivom:

g(t) =

e za t>=0
0 za t<O0°
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Poglavlje 7

Laplaceova transformacija

7.1 Laplaceova transformacija i njena svojstva

Jedna od transformacija, kojom se diferencijalne jednadzbe mogu transformirati
u jednostavniju, algebarsku formu, naziva se Laplaceova transformacija. Ova
transformacija pogodna je za sustave viSeg reda jer omogucuje rjeSavanje
diferencijalnih jednadzbi na jednostavan nacin. Definicija Laplaceove transformacije

je:

X(s):/ z(t)e *dt (7.1)

gdje je s kompleksna varijabla.

Laplaceova
t T ij

Diferencijalna jednadzba ransiormacya ,, Algebarska jednadzba
TezZi put do Laksi put do

rjedenja rieSenja
Y Inverzna L
Laplaceova
Rjesenje diferencijaine | _ transformacija Rjesenje algebarske
jednadzbe - jednadzbe

Slika 7.1: Shematski prikaz rjesenja diferencijalne jednadzbe

Na slici prikazan je shematski prikaz rjeSavanja diferencijalne jednadzbe.
Diferencijalne jednadzbe transformiraju se u algebarski oblik. RjeSsavamo algebarsku
jednadzbu te inverznom transformacijom dobijemo rjesenje diferencijalne jednadzbe.

Funkcija x(t) naziva se original ili gornja funkcija, a funkcija X (s) naziva se slika ili
donja funkcija. Da bismo olaksali zapisivanje, mala slova neka predstavljaju originale
(gornje funkcije), a velika slova neka predstavljaju slike (donje funkcije). Laplaceovu
transformaciju skra¢eno ¢emo pisati na jedan od dva nacina:

w(t) o—e X(s) ili X(s) = Z(x(t)

gdje je originalu z(t) pridruzena slika X (s).
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U nastavku ¢emo navesti svojstva Laplaceove transformacije.

Linearnost Laplaceove transformacije: Ako je:

x(t) o—e X(s), y(t) o—e Y(s), (7.2)
tada vrijedi:

ax(t) + By(t) o—e aX(s)+ BY(s). (7.3)

MnoZenje varijable s konstantom:

z(at) o—e LX(

X oo (7.4)

Prigusenje originala z(t¢): PriguSenje originala odgovara pomakom slike
ulijevo:
e~ x(t) o—e X(s+a). (7.5)

Teorem o pomaku originala: Neka je z(t) o—e X(s) ia > 0. Pomak
originalu udesno odgovara prigusenju slike:

z(t —a)u(t —a) o—e e X (s). (7.6)
Deriviranje originala z(t): Za deriviranje originala x(t) vrijedi:

2'(t) o—e sX(s)—x(0)
"(t) o—e s2X(s) —sz(0) — 2'(0)

x("; (t) o—e s"X(s) —s"'z(0) — 5" 22'(0) — ... — 2("71(0).

Deriviranje slike z(¢): Deriviranje u frekvencijskoj domeni (s domeni) odgovara
mnozenju s —t u vremenskoj domeni:

(—t)z(t) o—e X'(s)
(7.8)
(—t);lx(t) o—o X(";(s).

Integriranje originala: Integriranje originala odgovara dijeljenju slike s
kompleksnom varijablom s.

[y a(t)dt o—e X, (7.9)
Integriranje slike: Integriranje slike odgovara dijeljenju originala s vremenskom

varijablom t.
Ao e [%X(s)ds. (7.10)
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e Teorem o konvoluciji: Konvolucija dvaju originala odgovara umnosku slika:
y(t) = g(t) = u(t) = [ g(T)u(t — 7)dr o—e Y(s) = G(s)U(s). (7.11)

Prema navedenom teoremu konvolucije ([7.11) definirajmo prijenosnu funkciju
sustava G(s):

Y(s)
U(s)

G(s) = (7.12)

Prijenosna funkcija predstavlja opis sustava u Laplaceovoj domeni. To je ujedno i
odziv sustava na dirac delta impuls 6(¢), ali u Laplaceovoj domeni. Prema tome,
prijenosna funkcija je Laplaceova transformacije impulsnog odziva sustava.

Tablica osnovnih Laplaceovih transformata nalazi se u poglavlju [13| PRILOG.

Primjer 7.1.1 Prema definiciji odredite Laplaceovu transformaciju sljedeéih signala:

#1(t) = 5(t)

o(t) = 10u(t - 3)
r3(t) = 2e 35

x4(t) = cos 3t

z5(t) = 6(t) +6(t — 3)
xg(t) = 2t.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

RjeSenje Definicija jednostrane Laplaceove transformacije (u nastavku Laplaceove
transformacije) je:

X(s) = /OO etz (t)dt.

Donja granica Laplaceove transformacije 0~ obuhvaé¢a pobude oblika dirac delta
signala. Za sve ostale signale granica se moze postaviti u nulu jer se radi o kauzalnim
signalima koji egzistiraju za t > 0. Laplaceova transformacija signala x;(t) je:

5 00 5 5
Xl(s) = —E G_St‘o =0- (—E) = g

Xl(s):/ e_Stxl(t)dt:/ 6_5t5u(t)dt:5/ e *dt
0

Laplaceova transformacija signala z,(t) je:

Xo(s) :/ e Sy (t)dt :/ e " 10u(t — 3)dt = 10/ e tdt
3

10 0 10 10
Xo(s) = —— e_St}S =0- (—36_35) = ?6_35.
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Signal p(t — 3) jednak je nuli za vrijeme ¢ < 3. Prema tome, pomice se donja
granica integracije jer signal ne egzistira (jednak je nuli) za vrijeme ¢ < 3.

Laplaceova transformacija signala x3(t) je:

Xs(s) =2 /OO e (530t g — 2 ef(s+3‘5)t‘oo =0—(— 2 = 2 )
0 s+ 3.5 0 s+ 3.5 s+ 3.5

X3(s) :/ e_Stx?)(t)dt:/ 6_St26_3'5tdt:2/ o535 gy
0 0

Laplaceova transformacija signala x4(t) je:

X4(s):/ G_Stm(t)dt:/ e_Stcos3tdt:/ e~* cos 3tdt
0 0

o _ ,—st o
Xy(s) = / e % cos 3tdt' u=e dv = cos 3t dt ‘
0

du=—se~*dt v =3sin3t
st 1 : > 1 - —st : 1 - —st s
Xy(s) =e " =sindt| + =s e "sindtdt =0—-0+ =s e *'sin 3tdt
3 NEERA 37/,
1 [ . u=e* dv = sin 3t dt
Xals) = 58/0 ¢ s 3tdt’ du = —se stdt v = —%cos 3t
Xy(s) ! o L ogm| 1/00 =5t cos 3tdt
s)==s|—e* =cos — =S e *" cos =
! 3 3 R A
1 1 1 o 1 1
Xy(s) = 35 (—0 + 3 53/0 e * cos Stdt) =95~ 552X4(5)
1
X4(s) (1 + 532) = 55/ <1 + §s2>
1
28 s
X =_9 =
(s) 14552 s2+9

Laplaceova transformacija signala x5(t) je:

Xs5(s) = /OO e s (t)dt = /00 e (0(t) + (t — 3)) dt

X5(s) = /OO e *to(t)dt + /OO e *o(t — 3)dt

X5(s) = e " d(t)dt + 638/ d(t —3)dt
-
X5(s) =1+ e %,

Laplaceova transformacija signala x¢(t) je:
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Xe(s) =2 /0 esttdt‘ J

Xe(s) = / e tag(t)dt = / e *2tdt = / e " 2tdt
0

u=t dv=etdt
u=dt v=—ie

1
Xg(s) =2 (—t—e_St

+ —/ e‘“dt) =2 (—0 + 0+ —/ e_Stdt)
S 0 S 0 S 0

1 —st | 1 2

Primjer 7.1.2 Koristeéi svojstvo prigusenja originala Laplaceove transformacije
odredite Laplaceove transformate sljede¢ih signala:

Xe(s) = —2

£1() = e (1)
2o(t) = e sinmt
x3(t) = e't.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

RjeSenje Pretpostavimo da znamo Laplaceove transformacije osnovnih signala (mogu
se procitati iz tablica Laplaceove transformacije koje se nalaze u poglavlju PRILOG
. Laplaceova transformacija zadanih signala koje mnozi eksponencijalna funkcija je:
pt) o—e |
sinnwt o—e 32+L7r2
1

t o—e .
s

Prigusenje originala odgovara pomaku kompleksne varijable s ulijevo za parametar
prigusenja a:
e zx(t) o—e X(s+a).

Koriste¢i ovo svojstvo vrijedi:

r1(t) = e u(t),a =3

—3t 11
eult) oo 57 =33
To(t) = e sinwt,a = 2

—2t &1 s _ s

e “sinnt O—e GraZim? (12742
z3(t) = e't,a = —1

¢ 11

el 0o TP T ot

Primjer 7.1.3 Koriste¢i svojstvo pomaka originala ulijevo odredite Laplaceove
transformacije sljede¢ih signala:

T (t)
[L’Q(t)
l'g(t)

10tu(t — 2)
e *u(t —3)
(B +4t+T)p(t—1).
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Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

RjeSenje Pomak originala ulijevo odgovara prigusenju Laplaceovog transformata:

ot —b)u(t —b) o—e e X (s).

Iz definicije pomaka originala uoc¢avamo da ¢emo sve vremenske signale morati
prilagoditi pomaku step signala. Za signal x(t) vrijedi:

x1(t) = 10tp(t —2) =10(t — 2+ 2) pu(t — 2)
z1(t) =10 (t — 2) u(t — 2) +20u(t — 2).

Rastavimo sada signal x;(¢) na zbroj signala za koje znamo na¢i Laplaceove tran-
sformacije:

106 o—e 3 = 10(t—2)ut—2) o—e 21

20 o—e 2 = 20u(t—2) o—e =D

S

r1(t) =10 (t —2) p(t — 2) +20pu(t —2) o—e Xi(s) =e 2 (19 +22).
Za signal xo(t) vrijedi:
To(t) = e Hpu(t —3) = e 23t — 3) = e P23 (¢ — 3).

Podesimo sada signal z5(t) prema pomacima jedini¢nih stepenica i nadimo Lapla-
ceovu transformaciju:

e o—e 5 = e 2=t —3) o—e e L
To(t) = e 020t —3) o—e Xy(s) = 6’66’3ssJ+2 = ¢ 3(s+2) lerQ

Zadatak se moze rijeSiti i na drugi nacin. Koristit ¢emo najprije svojstvo o pomaku
originala ulijevo, a zatim svojstvo o priguSenju originala:

u(t) o—e 1 = p(t-3) o—e ol

2o(t) = et —3) o—e Xy(s) = e 3061,

Ovdje je prigusena eksponencijalna funkcija uzrokovala pomak kompleksne varijable s
za 2.

Za signal x3(t) vrijedi:

z3(t) = (t2+4t+7 t—1)=((t—-1)7 +2t—1)+4t+7)u(t—1)
z3(t) = ((t — 1) +6t+6)u(t )= (t—1)°+6(—1)+6+6)u—1)
z3(t) = ((t— 1) +6(t — 1)+ 12) p(t — 1).

Rastavimo sada signal x3(t) na zbroj signala za koje znamo naéi Laplaceove
transformacije:

2 o—e = (t-1°ut—1) o—e =2

= 6(t—1pt—1) o—e =5

12u(t) o—e 2 = 12u(t—1) o—e 512
6

xg(t):((t_1)82+ (t—1)+12) u(t —1) o e Xy(s) = e (2 + & 4+ 2).

f’i\,|c> moal N

6t o—e
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Primjer 7.1.4 Koriste¢i svojstvo deriviranja originala odredite Laplaceove

transformacije sljede¢ih signala:

7 (t) = 4 (cos 4t)
HORE10

2y(t) = 4 ().

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.
RjeSenje Svojstvo deriviranja originala moze se opisati sljedeé¢im relacijama:

2'(t) o—e sX(s)—x(0)
2"(t) o—e s?X(s) — sz(0) — 2/(0)

x(”.)(t) o—e s"X(s)—s"1z(0) — s" 2’ (0) — ... — 2"71(0).

Derivirani signali dani u zadatku su:

x1(t) = cos4t
[L’Q(t) =
x3(t) = e

Njihovi Laplaceovi transformati su:

r1(t) = cosdt o—e X,(s) = =55
x2(t) :t o—e XQ(S) — SLQ
z3(t) = e o—e X3(s) = 3.

Signali u trenutku ¢ = 0 poprimaju sljedece vrijednosti:
21(0) =cos0 =1
23(0) = e 30 =1.

Koriste¢i svojstvo deriviranja originala dobiveni su sljede¢i Laplaceovi
transformati:
52 -
2 (t) = g (cosdt) o—e sXi(s) —a1(0) = 555 — 1= sy
() = L (1) o—e sXp(s)—as(0) =5 —0="1
wy(t) = 4 (e7) o—e sXy(s) —a3(0) = 35 —1=3%
Provjerimo usput svojstvo deriviranja originala:
zi(t) = 4 (cosdt) = —4sindt o—e —dzt = Tt
wt) =g () =1 o—e ¢
wh(t) = & (e7) = =3¢ o—e 31 = =%

Dobili smo iste rezultate.
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Primjer 7.1.5 Koristeéi svojstvo integriranja originala odredite Laplaceove
transformacije sljede¢ih signala:

[y @i (t)dt = [ 2tdt
iy wa(t)dt = [ cos 2tdt
[y ws(t)dt = [| et

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

RjeSenje Svojstvo integriranja originala moze se opisati sljede¢om relacijom:

[ya(t)dt o—e X,

Integrirani signali dani u zadatku su:

xo(t) = cos 2t
x3(t) = e .

Njihovi Laplaceovi transformati su:

2t o—e 2
S
S
cos2t o—e poRw]
—2t 1
e o—e —5.

Koriste¢i svojstvo integriranja originala dobiveni su sljede¢i Laplaceovi
transformati:

t t X1(s
Jomiydt = [y 2ndt o—e FE =%
fot xo(t)dt = f% cos 2tdt o—oX 25 =2
fo x3<t)dt = fo e 2tdt o—e 38(5 - %ﬁ

Provjerite svojstvo integriranja originala.

Primjer 7.1.6 Koristec¢i svojstvo deriviranja slike odredite Laplaceove transformacije
sljedec¢ih signala:

x1(t) = tcos2t
2o (t) = t2e™ 2.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

RjeSenje Svojstvo deriviranja slike moze se opisati sljede¢om relacijom:
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(Ct)a(t) o—e X0(s)

U signalu x1(t), cos 2t mnozi ¢t pa je potrebno samo jednom derivirati sliku signala
cos 2t. Obratite paznju na predznak. Naime, ako vrijedi:

(=t)x(t) o—e X'(s),
onda vrijedi:

tz(t) o—e —X'(s).

Laplaceova transformacija signala cos 2t je:

S
cos2t o—e g

Ako prethodni transformat deriviramo i pomnozimo s -1, dobit ¢emo Laplaceovu
transformaciju signala x1(¢):

—d () = ) st
ds \s2+4 (s2+4)2 (s244)* ,
11(t) = tcos2t o—e Xi(s) = (552;:1)2‘

U signalu x4(t), e 2 mnozi t? pa je potrebno dva puta derivirati sliku signala e=%.

Obratite paznju na predznak.

Laplaceova transformacija signala e~ je:

—2t 1

e S1a9

Ako prethodni transformat deriviramo dva puta, dobit ¢emo Laplaceovu
transformaciju signala zo(t):

a4 (L) — _—1

ds \s+2/) (5+2)§

d ( 1 ) _2s42) _ 2

ds \ (s+2)° (s+2)* 7 (s42)°

To(t) =22 o—e Xy(s) = —2

(S+2)3 .

Primjer 7.1.7 Odredite Laplaceovu transformaciju konvolucije dvaju signala:

x1(t) = cos 3t
2o(t) = e

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.
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Rjesenje Konvolucija dvaju signala u vremenskoj domeni reprezentira se umnoskom
slika u Laplaceovoj domeni:

y(t) = g(t f g(T)u(t —)dr o—e Y(s) =G(s)U(s).

Laplaceova transformacija signala xq(t) 1 xo(t) je:

S
cos3t o—e 5
—3t 1
e o—e .

Laplaceova transformacija konvolucije signala z(t) 1 xo(t) je:

21(t) * 2o(t) = cos 3t x e ™3 o—e X (5)Xy(s) = 32%54%3

Primjer 7.1.8 Odredite Laplaceovu transformaciju sljedeé¢ih signala:

z1(t) = te™* cos 3t

rlt) = (1 - e
x3(t) = [ t?e 4 sin 2tdt

z4(t) = ffo cos 3T sin (t — 7)dr.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.
RjeSenje Navedene signale transformirat ¢emo u Laplaceovu domenu koristenjem
svih dosad navedenih svojstava. U signalu x(¢) najprije transformiramo cos 3t:
cos3t o—e ﬁ.
MnoZenjem signala cos 3t s ¢t deriviramo sliku signala cos 3t i mnozimo s -1:

o—e _24 s __s249-2s2 %29
t COS 3t ds (82—‘1-9) - (82+9)2 - (82+9)2 .

Prigusenjem originala pomice se kompleksna varijabla s u transformatu:

z1(t) = e Htcos3t o—e X (s) = %.

U signalu () najprije transformiramo ¢3:

3 o—e

“ o

Pomakom originala udesno, prigusuje se slika:

(t—4)°u(t—4) o—e e85,

s

Prigusenjem originala pomice se kompleksna varijabla s u transformatu:

2o(t) = e H(t — 4)3,u(t —4) o—e 74t —(sf4)4.
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U signalu z3(¢) najprije transformiramo sin 2¢:

2
s244"

sin2t o—e

MnoZenjem signala sin 2t s t? dva puta deriviramo sliku signala sin 2t:

tsin2t o—e _i( 2 ):_(—45 _ s

ds \s?+4 $2+4)2 T (s244)2
2 o o _d 4 4(s244)° 1652 (s244) 19,21
: _da s — — 12s°-16
t S1n Zt ds ((S2+4)2) (82+4)4 (52+4)3

PriguSenjem originala pomice se kompleksna varijabla s u transformatu:

e 426in 2 o—e AL2THTI6
((s+4)°+4)

Integriranje originala rezultira dijeljenjem slike Laplaceove transformacije
podintegralne funkcije sa s:

L2t g 12(s+4)2-16
ng(t) :fo t2e 4 gin 2tdt o—e Xg(S) — %m

U signalu z4(t) pojavljuje se konvolucija dvaju signala cos 3t i sin ¢ ¢iji su Laplaceovi
transformati:

cos3t o—e
sint o—e

_S

5249
_1
241"

Laplaceova transformacija konvolucije signala cos 3t i sint je:

s 1
5249 s2+1°

x4(t) = [ cos3rsin(t —T)dr o—e X,(s) =
Primjer 7.1.9 Odziv mirnog sustava na jedini¢nu stepenicu je:

y(t) =2 —2e 2 4 te 2 t > 0.

Odredite prijenosnu funkciju sustava.

RjeSenje Prijenosna funkcija definirana je omjerom Laplaceovih transformacija
izlaza i ulaza sustava:

Laplaceova transformacija izlaza je:

y(t) =2—2e 2 +te® o—e Y(s)=2— % + (s+1)2)2( |
__ 2 2 1 _ 2(s42)%2—2s(s+2)+s 2 s244s+4)—(252+4s)+s

Y(s) - E - S-‘r_2 + (S+2)2 - 8(8-‘1—2)2 - S(S+2)2

Y(s) = 2548,

s(s+2)%"



72 Laplaceova transformacija

Laplaceova transformacija ulaznog signala p(t) je:

u(t) = u(t) o—e U(s) = L.

S

Prijenosna funkcija sustava je:

5548
G(s) = Y(s) _ s(s+2)? 95+ 8
0o~ 1 ~ i

Primjer 7.1.10 Sustav je opisan sljede¢om diferencijalnom jednadzbom:

y" () + 0.1y (t) + 2.19/(t) + y(t) = u(t).

Pocetni su uvjeti sustava y”(0) = 5, ¥/(0) = 0, y(0) = 2. Odredite prijenosnu
funkciju sustava.

RjeSenje Da bismo sustav, koji je opisan diferencijalnom jednadzbom prezentirali
prijenosnom funkcijom, potrebno je koristiti svojstvo deriviranja originala. Prije svega
potrebno je znati definiciju prijenosne funkcije. Prijenosna funkcija predstavlja
matematicki model sustava, a definira se kao omjer izlaza mirnog sustava u
Laplaceovoj domeni i ulaza mirnog sustava u Laplaceovoj domeni. Naglasak je stavljen
na miran sustav. Prema tome, pocetni su uvjeti ovdje nepotrebni za izra¢un prijenosne
funkcije jer su svi pocetni uvjeti mirnog sustava jednaki nuli. Prema tome, derivacije
izlaza transformiraju se premas:

y(t) o—e sY(s) - y(0) = s¥(s) — 0 = sY(s)
y'(t) o—e Y (s) —sy(0) — y'(0) = 82V (s) — 0 — 0 = ¥ (s)
y'(t) o—e $*Y(s) = s2y(0) — sy/(0) —y"(0) = £°Y (s) =0 — 0 — 0 = $*¥ ().

Na temelju prethodnog ra¢una, za sustav opisan diferencijalnom jednadzbom, slijedi
prijenosna funkcija:

y" (1) +0.1y"(t) + 2.1y (t) + y(t) = u(t) o—e
o—e $3Y(s) +0.1s2Y(s) + 2.1sY (s) + Y (s) = U(s)
(s 4+ 0.1 +21s+ 1) Y(s) =U(s)/ : U(s)/ : (s +0.1s* + 2.1s + 1)

Y (s) 1
U(s) s34+01s2+21s+1

Primjer 7.1.11 Sustav je opisan sljede¢om diferencijalnom jednadzbom:

y'(t) + 1.1y (t) + 2.5y(t) = 2u(t).

Pocetni su uvjeti sustava y'(0) = —1, y(0) = 1. Odredite izlaz Y (s) sustava u
Laplacevoj domeni ako je na ulaz u sustav dovedena pobuda tipa jedini¢na rampa.
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Rjesenje U ovom se zadatku ne trazi prijenosna funkcija sustava kao u prethodnom,
ve¢ izlaz sustava u Laplaceovoj domeni. U ovom slucaju potrebno je uzeti u obzir i
pocetne uvjete pa vrijedi:

y(t) o—e Y(s)
y'(t) o—e sY(s)—y(0) =sY(s)—1
V(1) o SV (s) = sy(0) — y(0) = 2V (s) =5+ 1.

Prethodni izvod primijenimo na diferencijalnu jednadzbu sustava pa dobijemo:

y"(t) + 1.1y (t) + 2.5y(t) = 2u(t) o—e
s?Y(s) —s+1+1.1(sY(s) — 1) +2.5Y(s) = 2U(s) =
(s +1.1s+25)Y(s) —s — 0.1 =2U(s) =
(s +1.1s+25)Y(s) =2U(s) + s+ 0.1/ : (s* + 1.1s + 2.5)

_ 2U(s) s+0.1
Y(s) = 115025 | Piist95

Ulaz u sustav je jedini¢na rampa:

u(t)=t o—e U(s)= 5.

Uvrstimo li to u relaciju za Y (s), dobit ¢emo kona¢no rjesenje:

2 s+0.1
Y(s) = +
s2 (s2+ 1.1s + 2.5) s2+ 115425
odziv mir;:)g sustava odziv nepobt?genog sustava,

7.1.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 7.1.1 Prema definiciji odredite Laplaceovu transformaciju sljedec¢ih signala:

1(t) = 154(t)

(1) = 14p(t = 5)

z3(t) = 2e*

x4(t) = sin 4t

x5(t) =0(t — 1)+ d(t + 3)
z6(t) = 12

Zadatak 7.1.2 Koristeci svojstvo prigusSenja originala Laplaceove transformacije odre-
dite Laplaceove transformate sljedeéih signala:

1(t) = 2 p(t)
x5(t) = e cos mt
x3(t) = e 2

Zadatak 7.1.3 Koristeéi svojstvo pomaka originala u lijevo odredite Laplaceove tran-
sformacije sljedec¢ih signala:
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21(t) = t2u(t — 2)
To(t) = e Mu(t — 1)
z3(t) = (t+4) p(t = 2).

Zadatak 7.1.4 Koristedi svojstvo deriviranja originala odredite Laplaceove transfor-

macije sljedec¢ih signala:

24 (t) = 4 (sin 2t)
i) =4 )
(1) = g (%)

Zadatak 7.1.5 Koristeci svojstvo integriranja originala odredite Laplaceove transfor-

macije sljedec¢ih signala:
[Tai(t)ydt = [} t2dt

[ aa(t)dt = [ sin2tdt
Las(t)dt = [ e~dtdt.
Jo xa(t)dt = J,

Zadatak 7.1.6 Koristeci svojstvo deriviranja slike odredite Laplaceove transforma-

cije sljedec¢ih signala:

x1(t) = tsin 2t
1o(t) = t3et.

Zadatak 7.1.7 Odredite Laplaceovu transformaciju konvolucije dvaju signala:

x1(t) = sin 3t
zo(t) = 12.

Zadatak 7.1.8 Odredite Laplaceovu transformaciju sljede¢ih signala:

(t)

(1) = (t =2)'e™u(t - 2)
x3(t) = fg te™* sin 3tdt
x4(t) = [°_sin37sin (t — 7)dr.

Zadatak 7.1.9 Odziv mirnog sustava na jedini¢nu rampu je:
y(t) = 12t — 10 — 22" — 273 + 2te " ¢ > 0.

Odredite prijenosnu funkciju sustava.
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Zadatak 7.1.10 Sustav je opisan sljedecom diferencijalnom jednadzbom:

y"(t) +2.2y"(t) + 5y (t) + dy(t) = du(t).

Pocetni su uvjeti sustava y”(0) = 2, ¥/(0) = 0, y(0) = 2. Odredite prijenosnu
funkciju sustava.

Zadatak 7.1.11 Sustav je opisan sljede¢om diferencijalnom jednadzbom:

y'(t) + 3y (t) + 4y(t) = 2u(t).

Pocetni su uvjeti sustava y'(0) = —1, y(0) = 1. Odredite izlaz Y (s) sustava u
Laplacevoj domeni ako je na ulaz u sustav dovedena pobuda tipa jedini¢na stepenica.

7.2 Inverzna Laplaceova transformacija

Da bismo dobili rjesenje diferencijalne jednadzbe potrebno je algebarski izraz, koji
smo dobili Laplaceovom transformacijom, transformirati u pogodan oblik za inverznu
Laplaceovu transformaciju. Ako je X(s) slika originala x(t), tada je i z(t) original slike
X(s). Definicija inverzne Laplaceove transformacije je:

1 o+jw
x(t) = — lim X (s)eds. 7.13
(0= 55 im | X0 (7.13)
Definicija ((7.13)) preslozena je za izra¢un vremenskog signala x(t) te ¢emo pokazati
druge, jednostavnije nacine. Problem inverzne Laplaceove transformacije znatno je
slozeniji od problema Laplaceove transformacije.

Neka je prijenosna funkcija sustava u Laplaceovoj domeni predstavljena kao
racionalna funkcija:

m m—1
P(s)  bms™ +bp_15 + ...+ bis+ b .

G(s) = = ,
() Q(s) pS" + Ap_18" L+ .+ a1+ ag

(7.14)

Racionalnu funkciju (7.14)) potrebno je rastaviti na proste razlomke. Ovaj je
problem posebno jednostavan ukoliko su sve nulto¢ke polinoma nazivnika Q(s)
realne i jednostruke. Nulto¢ke polinoma nazivnika Q(s) prijenosne funkcije
predstavljaju polove sustava (ozna¢avat ¢emo ih s p;), a nultoc¢ke polinoma brojnika
P(s) prijenosne funkcije predstavljaju nule sustava (oznacavat ¢emo ih s n;).

U nastavku teksta koristit ¢emo samo termine nule i polovi sustava. Ako su polovi
prijenosne funkcije (7.14) jednostruki i realni, tada se racionalna prijenosna funkcija
G(s) = P(s)/Q(s) moze napisati u obliku:

P(S) K1 K2 Kn
< ) Q(S) S—D1 S — P2 S — Pn

(7.15)

Inverzna transformacija razlomljene racionalne funkcije G(s) je eksponencijalna
funkcija:
g(t) = Kie"" + KoeP' + ... + K, eP". (7.16)



76 Laplaceova transformacija

Koeficijenti K1, K>, ..., K,, mogu se dobiti prema sljedecoj relaciji:

Ky = lim 2 —p0)

lim 06 k=1,...n. (7.17)

Ovakav razvoj racionalne funkcije na proste razlomke u literaturi se naziva Heavisideov
razvoj. To je samo jedan od nacina kako se mogu odrediti koeficijenti Ky, Ko, ..., K,,.
Sljedec¢i nacin temelji se na izjednacavanju koeficijenata uz iste potencije kompleksne
varijable s:

P(S) bmSm —+ bm_lsm_l + ...+ blS + bo K1 K2 Kn
= — = + o+
Q(s) ApS" + Ap_18" L+ ...+ a5+ ap S—p1 S—po 5 —pp
bmSm —+ bm_lsmil + ...+ blS + bo Kl Kn
= + ...+ S—p1)---(8S— D
Gom) o) Gop)  som T sop BT 5
bns™ + ...+ bis+bg=Ki(s—p2)---(s—pn)+ . + Kp(s—p1) - (= pa_1) -

(7.18)
Ako G(s) ima kompleksne polove, tada se racionalna funkcija rastavlja kao

(p1o = —0 F jw):

P(s)  byps™ 4+ bypo18™ 4+ bis+by K, + Kss - K,
Q(s)  aps"+a, 18" '+ ... +as+a  (sto+jw)(sto—jw) T s—p,
(7.19)
Ako G(s) ima dvostruke, trostruke, cetverostruke i visestruke polove, tada se

racionalna funkcija rastavlja kao:

P(S) bmSm + bmflSm_l + ...+ b13 + bo Kl,l Kl,r Kn
— 1 - + + r —I— I
Q(s) pS™ + Q18"+ L+ as + ag s —p1 (s —p1) S5 — pn
(7.20)

gdje je r visestrukost pola. Koeficijenti visestrukih polova relacije ([7.20) mogu se dobiti
na sljedeéi nacin:

1 _ d— - P(s) ,
K, = mslggl {ds’“—i {(s —p1) Q(S):| } gi=rr—1..,21 (7.21)

U slucaju da imamo vise viSestrukih polova, istom analogijom kao i u prethodnom
primjeru mogu se dobiti svi koeficijenti rastava prijenosne funkcije na proste
razlomke.  Nakon rastavljanja racionalne funkcije na proste razlomke inverzna
Laplaceova transformacija dobije se koriStenjem tablice Laplaceove transformacije koja
se nalazi u poglavlju PRILOG.

Primjer 7.2.1 Odredite inverznu Laplaceovu transformaciju sljede¢ih transformata:
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RjeSenje Svi zadaci ovog tipa mogu se rijeSiti koriStenjem tablica Laplaceove
transformacije i poznavajuéi svojstva Laplaceove transformacije. Transformat X;(s)
prema tablici odgovara Laplaceovom transformatu eksponencijalne funkcije pa prema
tome vrijedi:

Xi(s)

= S‘I-LQ ®- O Il(t) - 26_2t.

Transformat X5(s) ne moze se pronac¢i u tablici Laplaceove transformacije, ali
poznato je iz prijasnjih tablica da vrijedi:

L e—o0 ¢t
S

Ako u transformatu imamo pomak varijable za 1 ulijevo, to odgovara priguSenju
originalnog signala (originalan signal je t). Prema tome, vrijedi:

Xa(s) =z @ @ll) =7t

Transformat X3(s) takoder se ne moZe pronaéi u tablici Laplaceove
transformacije. U ovom slu¢aju najprije je potrebno izracunati polove sustava
(karakteristi¢ne vrijednosti sustava). Polovi sustava nultocke su nazivnika Laplace-
ovog transformata. Za transformat Xj3(s) vrijedi da su polovi:

—1+v1-8 1, /7
2y

Polovi su konjugirano kompleksni §to upucuje na to da ¢e original biti sinus i kosinus
signal. S obzirom da polovi imaju i realnu komponentu, zaklju¢ujemo da ¢e sinus i
kosinus signali biti priguseni. Transformat X3(s) najprije je potrebno transformirati u
pogodan oblik na nacin da se dio nazivnika svede na potpuni kvadrat:

52+S+2:0:>81’22

_ sl 1 s+l
X3<S) - sQierQ o 52+z+%+£ N (s+8%>2+%
Xa(s) = i = :

1\2, 7 1\2, 7 + 1\2, 7"
(S+§> +Z <S+§> +Z (S-‘ra) +Z
Iz rastavljenog transformata uoc¢avamo kruznu frekvenciju w i parametar eksponen-
cijalne funkcije jer vrijedi:

coswt o—e 5

52+w2
3 w
sinwt o—e o2
e ¥coswt o—e —Sta
(s+a)”+w?
—at o3 w
o—e —Y
e “sinwt rayia?
Prema tome, vrijedi da je w = ¥T. a parametar eksponencijalne funkcije @ = 1.
’ 2 2
Nadalje, vrijedi:
1 V71 1 V7
X ( ) _ 5+§ + V72 _ S+§ + L 5
3\8) = 1\2_ 7 \2 7 1\2_ 7 V7 1\2_ 7
(s+3)+7  (s+2)+1  (s+3)+% (s+3)"+%
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Transformat X,(s) najprije je potrebno svesti na zbroj dvaju transformata:

s+1 1 1
X = =4+ —.
1(5) 52 s 52
Iz tablica se moZe izracunati:
s o ut)
S% — O ¢{.

RjeSenje Impulsni odziv sustava je odziv sustava na dirac impuls §(t). Za dirac
impuls §(t) vrijedi:
u(t) =4d(t) o—e U(s)=1.

Koristec¢i definiciju prijenosne funkcije vrijedi:

Y(s)
U(s)

G(s) = JU(s) = Y (s) = G(s)U(s).

a za konkretan sustav i pobudu:

Mozemo zakljuciti da je inverzna Laplaceova transformacija prijenosne funkcije 6(t)
sustava jednaka impulsnom odzivu sustava:

na jedini¢nu skokovitu pobudu u(t) = pu(t).
RjeSenje Za jedini¢nu skokovitu pobudu vrijedi:

u(t) = put) o—e U(s) = 3.

S

Koristec¢i definiciju prijenosne funkcije vrijedi:
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Y(s)
U(s)

G(s) = JU(s) = Y(s) = G(s)U(s),

a za konkretan sustav i pobudu:

S obzirom da je odziv sloZenijeg tipa i nije ga moguce direktno (bez tablica)
inverznom Laplaceovom transformacijom transformirati u vremensko podrudje, koristit
¢emo Heavisideov razvoj na proste razlomke:

1 1 A B
s+1s S s+1

Polovi od Y(s) su

s(s+1)=0=s=0As+1=0
81:0752:—1.

Odredimo sada koeficijente A i B:

1.1 A B
Y()=sea =%+ .
A = ligs¥(s) = i %y = i oy =

B = lim1 (s+1)Y(s) = lim SSH = lim ! =-1.
S—— -

Vrijedi:

s s+1
Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini¢ne stepenice:

y(t) =1—e".

Primjer 7.2.4 Odredite odziv sustava:

na pobudu jedini¢ne rampe u(t) = t.
RjeSenje Za pobudu tipa jedini¢ne rampe vrijedi:

u(t)=t o—e U(s) :S%.

Koristec¢i definiciju prijenosne funkcije vrijedi:
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Y(s)
U(s)

G(s) = JU(s) = Y(s) = G(s)U(s),

a za konkretan sustav i pobudu:

1 1 1
s  s+1s?
S obzirom da je odziv slozenijeg tipa i nije ga moguce direktno (bez tablica) inverz-

nom Laplaceovom transformacijom transformirati u vremensko podrudje, koristit ¢emo
Heavisideov razvoj na proste razlomke:

1 1 A B C
Y(s) = =242

s+ 1 s2 s+s+s+1'

Polovi od Y'(s) su

2(s+1)=0=s>=0As+1=0
51:0,8220,53:—1.

Odredimo sada koeficijente A, B i C'. Potrebno je uzeti u obzir visestrukost pola 0.
Koristimo relaciju za proracun koeficijenata uz visestruke polove:

K, = ﬁsliﬂ% {(Z” il {(s —pl)rii)} } i=1,2K1,=AK,»,=DB
gdje je:

e 1 - viSestrukost pola (npr. ako je broj istih polova 2, r = 2)

e | - redni broj koeficijenta iznad pola visestrukosti 4

Prema tome, vrijedi:

Y(S):s%% s+32+;

o d 1 S
T 1zhm{d YOI = lim (5] = lim mp = -1
B—il_r%sY()—hm(S“) 1

C=lim (s+1)Y(s) = lim & =1.
s——1 s—)—l s
Vrijedi:

1+1+ 1
s s s+1

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini¢ne stepenice:

y(t) = —1+t+e "
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Primjer 7.2.5 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadzbom:

Yy (t) +2y'(t) + 3y(t) = 3u(t)

na pobudu jedini¢ne stepenice.

RjeSenje Za mirni sustav vrijedi da su pocetni uvjeti jednaki nuli. Koristec¢i svojstvo
derivacije originala dobije se:

y(t)o—eY(s)

y'(t)o—esY (s) —y(0) = sY(s) = 0 ZSY(S)
y"(0)o—es?Y (s) — sy(0) — y/'(0) = s*Y(s)
u(t) = p(t)o—eU(s) = 1.

Na temelju prethodnog izlaganja prijenosna funkcija sustava je:

y'(t) + 2y (t) + 3y(t) = 3u(t)o—eY(s) (s* + 25+ 3) = 3U(s) =
G(s) = Y(s) _ 3

U(s) =~ s°4+2s+3"

Koristeé¢i definiciju prijenosne funkcije vrijedi:

Y(s)
Ul(s)

G(s) = JU(s) = Y(s) = G(s)U(s),

a za konkretan sustav i pobudu:

1 3 1
s $24+2s+3s
Polovi od Y'(s) su

s(s24+25+3)=0=>5=0As*+25s+3=0
s1=0,503 = —1+%jV2.

Kada su polovi konjugirano kompleksni, tada je Laplaceov transformat jednostav-
nije rastaviti na proste razlomke koriste¢i metodu izjednacavanja koeficijenata uz iste
potencije od s. Isto tako vrijedi,nako su polovi konjugirano kompleksni, tada ¢e rezul-
tat inverzne transformacije uvijek biti sinus ili kosinus signal otezan s eksponencijalnim
¢lanom e~ . Prema tome, nazivnik razlomka ¢iji su polovi konjugirano kompleksni mo-
raju se svesti na potpuni kvadrat. Slijedi izrac¢un:

3 Bs+C

Y(s) =G(s)t = mrmt =4 + P /5 (7 + 25+ 3)
A(s*+2s+3)+ (Bs+C)S—3:>3A:3:>
A=12A+C=0=C=-2A+B=0=B=-1
Yis)=1— 52 1 stlil

T s $242s+3 T s (s+1)242

1 s+1 v

Y(s) =5 — (s+1)%+2  (s+1)%+2°

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini¢ne stepenice:
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1
t)=1—e"(cosV2t+ —sinﬂt).
y(t) ( 7
Drugi nacin (kompliciraniji u slu¢aju kompleksnih, dvostrukih i vigestrukih polova)
na koji se moze rijesiti problem inverzne Laplaceove transformacije od Y (s) je koristenje
Heavisideovog razvoja. Prema Heavisideovom razvoju Y (s) rastavljamo kao (u obzir
se uzimaju polovi koje smo proracunali):

_ 1 _ 3 1 _ A B c
Y(S) = G(S)E T $242s13s s + s+1—jv2 + sH14+5v2
=1

_ . _ . 3
A=) = e 3 3
B= Ilim s+1—9v2)Y(s)= lim : = ———
s—>—1+j\/§( V2)Y(s) o1z S(sH1HVE) T (S14v2)12v2
_ 3 _ 3 —4+j2v2 _ —12456V2 _ —2+5V2
(—1+iv2)j2v2 ~ —4-2V2j —4+52V2 24 4
C= lim s+1+7v2)Y(s)= lim 3 = —3
L SR A R R S pev vy Rl e[ ey
C = 3 _ 3 —4—j2v2 _ —12—j6v2 _ —2—jV2
C(-1-5v2)(—i2v2)  —4k2v2j —d—jave 24 -4
v 1 —2423‘\/5 7274;\/5
(S) T s - s+1—jv2 - s+1+5v2°

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini¢ne stepenice:

—245V2 w2+ 3V2 L,
y(t) =1+ —ZJ V2 g 2TV i ERN

Prethodni izraz potrebno je srediti uz koristenje Eulerovih formula za sinus i kosinus:
Jwt —jwt

sin (wt) gzt

2j

Sredivanjem ¢emo dobiti:

y(t) =1+ #e_tejﬂt — —2+i\/§e—t€—j\/§t
yt) =1+e! %ey\/ﬁt _ 2+i\/§€—j\/§t>
y(t) =14 et (—LeiVat _ Le=ivat 4 j¥/2oivar _j%a_jﬁt)
y(t) =1+ et _ VRl emiVa + ]ﬁ eIVt =iV i)

— L / : ;

= - eIVt =iV .2 eIV _—iVat
) = Lo et (- e )
y(t) =1 —e" (cos V2t + 5 sin \/§t) .

Rjesenja dobivena dvjema metodama su jednaka.

Primjer 7.2.6 Odredite odziv sustava opisanog diferencijalnom jednadzbom:

y"(t) + 2.5y (t) + y(t) = 2u(t)

na pobudu jedini¢ne stepenice. Pocetni su uvjeti sustava: y(0) = 1,4/(0) = —1.
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RjeSenje Koristeéi svojstvo derivacije originala dobije se:

t)o—eY(s)

y'(t)o—eY(s) —y(0) = sY(s) — 1
y'(0)o—esY (s) — sy(0) — y'(0) = s°Y'(s) — s + 1
u(t) = p(t)o—eU(s )= S

Na temelju prethodnog izlaganja vrijedi:

<

S°

%”(t) +2.5y/(t) + y(t) = 2u(t)
?Y(s) —s+1+25(sY(s) = 1)+ Y(s) =2U(s) = 2
Y(s) (s> 4+ 255+ 1) =2 4 54 1.5 = ZTtlds

S
__24s%41.5s
Y(S) T os(s242.5s+1)

Polovi od Y(s) su
s(s*+25s+1)=0=s=0As>+255+1=0
S1 = 0,82 = —0.5783 = —2.

Transformat Y'(s) potrebno je rastaviti na proste razlomke koriste¢i Heavisideov
razvoj:

_ _2+s%415s _ _2+4s?415s __ A C
Y(s) = SEPH25s+]) T s(s405)(s+2) s + 505 s+05 +ie
. K I K 24s“+1.55 __
A= ll_I,% sY (s) = ll_l% i2nstl = 2
2
B= lim (s+05)Y(s)= lim Zbs 415 — 9
s~>70.5( +05)Y(s) 05 s(s+2)

C= lim2(s—|—2)Y( s) = hm s 155 —
s——

“9 s(s+0.5)
2 2 1
Y(S) s s40.5 + i 542"

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini¢ne stepenice s poc¢etnim uvjetima y(0) = 1,7/(0) = —1:

y(t) — 2 _ 2670.5t 4 e*Zt'
Primjer 7.2.7 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadzbom:

y"(t) +4y'(t) + 3y(t) = 3u(t)

na pobudu u(t) = e3t,

RjeSenje Za mirni sustav vrijedi da su pocetni uvjeti jednaki nuli. Koristeé¢i svojstvo
derivacije originala dobije se:

y(t)o—eY (s)
y'(t)o—e ( ) = y(0) = sY(s) — 0= sY(s)
y"(0)o—es?Y (s) — sy(0) — ¢/ (0) = s°Y(s)
u(t) = “”O—OU( ) = =5



84 Laplaceova transformacija

Na temelju prethodnog izlaganja prijenosna funkcija sustava je:

y'(t) + 4y (t) + 3y(t) = 3u(t)o—eY(s) (s* + 45+ 3) = 3U(s) =
G(s) = Y(s) _

3
U(s) s244s5+3"

Koristec¢i definiciju prijenosne funkcije vrijedi:

Y(s)

“) = 7(s)

/U(s) = Y(s) = G(s)U(s),
a za konkretan sustav i pobudu:

1 3 1

Yi(s) =G - .
(5) =G 3= 273543

Polovi od Y (s) su:

s(s?+4s+3)=0=s"+45s+3=0As5+3=0
S1 :—1,82:—3783:—3.

Transformat Y'(s) sada ima oblik:

3

Yis) = (s+1)(s+ 3)2'

Primijetimo da se pojavljuju dvostruki polovi. Kao Sto smo rekli, kada se pojave
viSestruki polovi, najjednostavnije je koristiti metodu izjednacavanja koeficijenata uz
iste potencije od s. Transformat Y'(s) moZemo rastaviti na sljedeée proste razlomke:

Y() 3 A n B n C
S) = = .
(s+1)(s+3)?% s+1 s+3 (s+3)?

Nadalje vrijedi:

Y(s) = merar = s o g/ (s D (s +3)°
A(s+3)2+B(s+1)(s+3)+C(s+1) =3
A(s*+6s+9)+ B(s*+4s+3)+C(s+1)=3
9A+3B+C=3= -9B+3B+(C =3
6A+4B+C=0= —-6B+4B+C=0/—-1

—6B+C =3 B o
C=2B=-3

3 3 3
Y )=s5 — 55— sy

3 3
£ = Dt _ 28t _ 24,3t
y(t) e e 5te
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Drugi nac¢in (kompliciraniji u slu¢aju kompleksnih, dvostrukih i vigestrukih polova)
na koji se moze rijesiti problem inverzne Laplaceove transformacije od Y'(s) je koristenje
Heavisideovog razvoja. Uzmimo u obzir viSestrukost pola -3. Koristimo formulu s
predavanja:

1 , d— »P(s) ,
Ky = Jim - =12 Ky = A Kyy = B.
2. (r )l S—pk {dST i |:(S pl) Q(8>:| } t 2,1 2,2

Prema Heavisideovom razvoju Y'(s) rastavljamo kao (u obzir se uzimaju polovi koje
smo proracunali):

_ 3 N
Y(s) f (s+1)(s+3)* s+_1 - s+_3 +3 (s+3) ,
b= @-1! 1)' hm {d8[8+3 ]}_sg@:s%[s-k_l}_sg@?,m__Z
_ _3
C’—hm(s—l—l) Y(s) = hIfler_l__i
é 3

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava:

_ 3 —t 3 —3t 3 —3t
y(t) = 1€ 1€ 2te :

Na oba nacina dobili smo isti rezultat.

7.2.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 7.2.1 Odredite inverznu Laplaceovu transformaciju sljede¢ih transformata:

Xi(s) = 5
Xo(s) = (s+21)3
Xs(s) = 52-7——582-1-2
X4(S) _ s —;g—&-l

2
G p—
(5) s+3
Zadatak 7.2.3 Odredite odziv sustava:
2
G(s) —
(s) s+ 3

na pobudu jedini¢ne stepenice u(t) = pu(t).
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Zadatak 7.2.4 Odredite odziv sustava:

na pobudu jedini¢ne rampe u(t) = t.
Zadatak 7.2.5 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadzbom:

y'(1) + 2y (1) + 2y(t) = 2u(t)

na pobudu jedini¢ne stepenice.

Zadatak 7.2.6 Odredite odziv sustava opisanog diferencijalnom jednadzbom:

y"(t) + 4.5y (t) + 2y(t) = 2u(t)

na pobudu jedini¢ne stepenice. Pocetni su uvjeti sustava: y(0) = —1,4'(0) = 1.
Zadatak 7.2.7 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadzbom:

y"(t) +5y'(t) + 6y(t) = 2u(t)

na pobudu u(t) = e .

Zadatak 7.2.8 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadzbom:

y'(1) + 4y (1) + dy(t) = u(t)

na pobudu u(t) = e 2.



Poglavlje 8

Fourierovi redovi

Svaka se funkcija f(¢#) na ograni¢enom intervalu moze prikazati u obliku sume
harmonika:

f(t)=Co+ Z C,, sin(nwt + ¢). (8.1)

Suma predstavlja razvoj funkcije f(t) u Fourierov red. Slijedi nekoliko nac¢ina
razvoja funkcije f(¢) u Fourierov red:

e Fourierov red funkcije f(¢) na intervalu —m <t < 7

_I_

(an, cos(nt) + by, sin(nt)), (8.2)

P%

%o
2

n=1

a Fourierovi koeficijenti Fourierovog reda racunaju se prema:

%_iff@ﬁ
a, =1+ f f(t) cos(nt)dt,n >0 (8.3)
b, =1 f f(t)sin(nt)dt,n > 0.

e Trigonometrijski Fourierov red periodi¢ne funkcije f(¢) s periodom T'= b — a je:

_ap > 2nmt . [ 2nmt
= 2—1—2(&”005( )~|—bnsm( T )), (8.4)

n=1
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a Fourierovi koeficijenti Fourierovog reda ra¢unaju se prema:

b
ag = 2 [ f(t)dt
%
an = 2 [ f(t)cos (22) dt,n > 0
b
by =2 [ f(t)sin (22%) dt,n > 0.

e Fourierovi redovi parnih i neparnih funkcija:

— Ako je funkcija parna (f(—t) = f(t)) Fourierov red je:

> t
ft) = %+;ancos (%),

a Fourierovi koeficijenti Fourierovog reda ra¢unaju se prema:

L

ap = %Off(t)dt

ap = %fo(t) cos () dt,n > 0.
0

— Ako je funkcija neparna (f(—t) = —f(t)) Fourierov red je:

> . nmt
0 =3 s (T)

a Fourierovi koeficijenti Fourierovog reda ra¢unaju se prema:

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

Primjer 8.1 Funkciju f(t) sa slike potrebno je razviti u Fourierov red na intervalu

[—m, 7).
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~

Slika 8.1: Funkcija f(t)

RjeSenje Fourierov red funkcije f(¢) na intervalu [—m, 7] razvija se u sumu oblika:

o0

ft) = % + ; (a, cosnt + by, sinnt).

Potrebno je pronaci koeficijente Fourierovog reda ag, a, i b, prema:

ag = = f f(t)dt
a, =1+ } f(t) cos(nt)dt,n >0
b, =1 f f(t)sin(nt)dt,n > 0.

Funkcija se matematicki na intervalu [—m, 7] moze prikazati u dva zasebna intervala:

T za —7w<t<0
f(t)_{t za 0<t<m.

Za Fourierov koeficijent ag vrijedi:

—l
_7r

ﬁ%:!

7o) =%f0f it + 2 ff(t)dt=%fwdt+%ftdt
-7 0 g
_'_

=12,

Za Fourierove koeficijente a,, vrijedi:
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0 T
an =~ [ f(t)cos(nt)dt = = [ wcos(nt)dt + L [tcos(nt)dt
-7 0

i}%ﬁ

0 0
L [ weos(nt)dt = [ cos(nt)dt = %sin(nt)‘(i =0-0=0

17 v
: Oftcos(nt)dt' du=dt v=1Lsin(nt)

= -1 [Lsin(nt)dt = -1 [ Lsin(nt)dt = 15 cos(nt)|(7)r = 14 (cos(nm) — 1)
0 0
cos(n) — 1 za n=24,6, — (—1)"

L (eos(nm) = 1) = L (-1 = )
a, =< [ mcos(nt)dt + L ftcos nt)dt = 45 ((-1)" = 1).

Za Fourierove koeficijente b, vrijedi:

T 0 ™
[ f(t)sin(nt)dt = L [ wsin(nt)dt + * [ tsin(nt)dt
-7 0

—T

>x|~
3

1 fo msin(nt)dt = fO sin(nt)dt = — %cos(mf)!i7r = —1 (1 — cos(nt))

10y u=t dv=sin(nt)dt | ’Tl B
7Tbftsm(nt)ahf du=dt v=—Lcos(nt) | - cos(nt)|; !” -
= —Z cos(nm) — [ £ cos(nt)dt = —+ cos(nm) — n_12 sin(nt)|0 = —1 cos(nm)

0

0 s

by =1 [ wsin(nt)dt + L [tsin(nt)dt = —% (1 — cos(nt)) — £ cos(nm) = —2.
™ 0

Izracunate koeficijente sada uvrstimo u Fourierov red funkcije f(t):

ft) =%+ Z (@, cosnt + by, sinnt)

ft) = +Z (L5 ((-=1)" = 1) cosnt — Lsinnt).

Prethodna relacija predstavlja Fourierov razvoj funkcije f(¢) sa slike Slika

prikazuje aproksimaciju funkcije f(¢) sa slike [8.1]s prvih 10 harmonika.
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Braoj harmonika: 10
5 T T T T | T T T T

Ak , ........... ........... ............ ............ _f(‘t:] raz\rijen u Faurieray red

wrijeme,[5]

Slika 8.2: Funkcija f(t) sa slike razvijena u Fourierov red

Primjer 8.2 Na slici[R.3]| prikazan je poluvalni ispravlja¢ koji je spojen na izmjeni¢nu
mrezu 220V /50H z. Potrebno je odrediti Fourierov razvoj ispravljenog napona.

>
+

220V/50Hz Trokilo

Slika 8.3: Poluvalni ispravljac

Izmjeni¢ni napon prikazan je na slici [8.4]i matematicki se moze zapisati kao:

u(t) = 220v/2sin (1007t) V.

m———————————— T

i), [¥]

4 i i i | i i i
u] 0.01 0.0z 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
wijemne, [s)

Slika 8.4: Izmjeni¢ni napon 220V /50H z
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RjeSenje Poluvalni ispravlja¢ za ispravljanje napona koristi diodu. Za diodu je
poznato da je propusno polarizirana kada je na anodi pozitivniji napon od napona
na katodi. Prema tome, dioda propusta samo pozitivne poluperiode sinusnog mreznog
napona. Zato se ovaj ispravlja¢ i naziva poluvalnim ispravljacem. Ispravljeni napon

prikazan je na slici [8.5]

380 T T T T T :
: : poluvalno ispravijeni mreZni napon

300

280

200 |-

150

100

50

0.04
wrijermne, [s]

Slika 8.5: Poluvalno ispravljen izmjeni¢ni napon 220V /50H z

Ispravljeni signal je periodi¢an s periodom T = 20 ms. Koristimo razvoj funkcije
u(t) = 2204/2sin (1007t) V u trigonometrijski Fourierov red prema relaciji:

S 2nt 2nmt
u(t) = % + Z (an Ccos er + b, sin 2? )V.
n=1

Potrebno je pronaci koeficijente Fourierovog reda ag, a, i b, prema:

b

/

b
an:%fu(t)cosmdt n>0

B

J

Ispravljeni napon na jednoj periodi matematicki se moze opisati prema relaciji:

ult) = 2204/2sin (1007t) V- za 0 <t < 0.01
- 0 za 0.01<t<0.02°

Za Fourierov koeficijent ag vrijedi:

T 0.02 0.01 0.02
ao:%ofu —%g’u dt_100f dt—i—lOOO{l

0.01
ap =100 [ 220v/2sin (1007t)dt = —10022%2 cos (100t |) "

0
ag = —% (cos (1007 - 0.01) — 1) = 4497\/5‘

Za Fourierove koeficijente a,, vrijedi:
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T 0.02
ay = %Ofu(t) cos 2t = 2o { u(t) cos 2t
0.01 0.02
an =100 [ u(t)cos (100nmt) dt + 100 [ wu(t) cos (100nmt) dt
0 0.01
0.01

a, =100 [ 2204/2sin (100t) cos (100nmt) dt.
0

Podintegralna funkcija je umnozak sinus i kosinus funkcije. Da bismo rijesili ovaj
integral moramo dva puta raditi parcijalnu integraciju $to moze biti komplicirano. Rije-
Sit ¢emo ovaj zadatak na laks$i nacin, koriste¢i formule pretvorbe umnoska

trigonometrijskih funkcija u zbroj:

sinz cosy = £ (sin(z 4 y) + sin(z — y))
coszsiny = 3 (sin(z + y) — sin(z — y))
cosz cosy = 1 (cos(z + y) + cos(z — y))
sinzsiny = 1 (cos(z — y) — cos(z + y)).

Nastavljamo izvod Fourierovih koeficijenata a,,:

0.01
a, = 100 f 220v/2 sin (1007t) cos (100n7t) dt, sinz cosy = 1 (sin(z + y) + sin(z — y))

0.01
= 22000v/2 f (sin (1007t 4+ 100n7t) + sin (1007t — 100n7t))dt

0.01
Ay, = 22000% [ (sin (1007 (1 + n) t) + sin (1007 (1 — n) ¢))dt
0

0.01
o V2 [ cos(1007(1+n)t) cos(1007(1—n)t)
- _22000_ < 1007 (1+n) + 1007 (1—n) >‘0

f cos(m(14n))—1 cos(m(1—n))—1
= —22000~3 ( 1007r(1+n) + 1007 (1—n) >
— V2 ( cos(r(14n))— cos(r(1-n))—1

0, = —22032 ( Ly colellon )

(14n)
cos (m (1 +n)) = cos (7 + mn) = —cos (mn)
cos( (1 —n)) =cos(m —7mn) = —cos (—mn) = — cos (mn)

— V2 [ —cos(mn)—1 | —cos(mn)—11) _ V2 1 1
= —220¥2 ( e i s ey > = 2202 (cos (mn) + 1) <(1+n) + (1_n)>
I 220% (cos (mn) + 1) —(};Zﬁfz) 2202 (coslm) 1)
I za n=246,... _ .\,

cos(n) = —1 za n=123,5. (=1)

—n?2

Za Fourierove koeficijente b,, vrijedi:
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T 0.02
b, = %off(t sin 2t = 2= ‘of ) sin 22t ¢

0.0 0.02
0.01 0.02
= 100 f )sin (100n7t) dt + 100 [ f(¢) sin (100n7t) dt
0.01
0.01
b, = 100 f 220v/2 sin (1007t) sin (100n7t) dt, sinzsiny = 1 (cos(z — y) — cos(z + y))
0.01
b, = 22000v/2 f (cos (1007t — 100n7t) — cos (1007t + 100n7t))dt
0.01

by, = 220002 [ (cos (1007 (1 —n)t) — cos (1007 (1 +n) t))dt
0

0.01
_ v2 ( sin(1007(1—n)t) sin(1007(1+n)t
by = 22000_ ( 100mr(1—n) 100w 1+n) ) 0
f sin(7(1—n))— O in(7(14n))—0
by, = —220005 ( 1007 (1—n) : 1007 (1+n) )
sin (7 (1—n))—s (ﬁ—wn)——sm( n) =sin (mn) =0

sin (7 (1 +n)) = sin (7 + 7n) = —sin (7n) = 0.

Ukoliko dovoljno ne poznajemo limese, zakljucit ¢emo da su svi koeficijenti b,
jednaki nuli. Medutim, to bi bila greska koja bi nas navela na krivi zaklju¢ak. Sto
se dogada kada je n — 17 Tada pribrojnik:

sin (7 (1 —n))
100 (1 —n)

postaje neodreden jer imamo izraz 0/0. Sada ¢emo upotrijebiti limese kako bismo
uspjesno izracunali koeficijent by:

hmb — hm< 220\[ (sm (1 )n)) +sin(7r(1+n)))>

n—1 n—1 (1-n m(1+n)
lim b, = —220¥2 lipy Snrd-n)
n—1 27 51 (1=n)

S obzirom da smo dosli do izraza 0/0, koristit ¢emo L’Hopitalovo pravilo E]:

lim b, = — —2202 lim Llﬂ””’ —22032 lim —=eszlom) _ 110,/2

T n—1 dn(lf ) T n—1

by = 110v/2,b, = 0,n > 1.

Izra¢unate koeficijente sada uvrstimo u Fourierov red funkcije f(t):

u(t) = 9 + » (a, cos 22t + b, sin 2271) V

u(t) = 440*[ + Z a, cos (100nmt) + Z by, sin (100n7t) V

u(t) = 2042 4 220% 5 %cos (100n7t) + 110v/2sin (1007t) V.
n=1

! Deriviramo brojnik posebno, nazivnik posebno i ponovno pokusamo izra¢unati limes



95

Prethodna relacija predstavlja Fourierov razvoj funkeije u(t) sa slike 8.5 Slika
prikazuje aproksimaciju funkcije u(t) sa slike [8.5 s prvih 7 harmonika.

Braj harmanika: ¥

350 —

200 —f(t) raZvijen ul Faurieray red

250

= 180
100}
50

1] 0.005 0.0 0.015 n.o2 0.025 0.03 0.035 0.04
wrjerme,[5]

Slika 8.6: Funkcija u(t) sa slike [8.5] razvijena u Fourierov red

Primjer 8.3 Funkciju f(t) sa slike potrebno je razviti u Fourierov red.

WG
1

|
|
1
-1

f(f)={

~

|
|
|
1
-t za -1Zt<0
t za 0Zt<l

Slika 8.7: Parna funkcija f(¢)

RjeSenje Funkcija sa slike je simetriéna s obzirom na os ordinata (y os) pa je
time parna funkcija. Parne funkcije, razvijene u Fourierov red, sadrze samo kosinus
funkcije Fourierovog reda. Za parno simetri¢nu funkciju na intervalu [—L, L] vrijedi
razvoj:

- t
ft) = %—1—;@”005%.

Koeficijenti uz kosinus funkciju ra¢unaju se prema sljede¢im izrazima:

apg =

=l

O NP =1~

F(t)dt
f

t) cos “=dt. n > 0.
() cos “dt,

o

Ay —
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Buduéi da period funkcije f(t) sa slike iznosi T = 2 s, slijedi da je L = 1 s.
Matematicki, funkcija na intervalu [0, L] ima oblik f(t) = t.

Za Fourierov koeficijent ag vrijedi:

1 1

f(t) cos 2tdt = 2 [ f(t) cos (nmt) dt = 2 [ tcos (nart) dt
0 0

=t

u dv = cos (nrt) dt in(nrt) |1 ! sin(nm
ap =2 tcos(mrt)dt‘ s — db v:smq(l’;ﬂg ‘ — Qt*ﬁt)o_gofs im t) gt

1
an =0—0— 2 [sin(nrt)dt = —5 cos (mrt)‘(l) = —25 (cos (nmt) — 1)
0

cos{nm) = { —1 za n=1,3,5 = (="

Uvrstimo sada izracunate koeficijente u Fourierov red:

F(8) =% + 3 ancos !

ft) =35+ 21 — ((—=1)" — 1) cos (nt).

[

Prethodna relacija predstavlja Fourierov razvoj funkcije f(¢) sa slike Slika
prikazuje aproksimaciju funkcije f(¢) sa slike [8.7]s prvih 10 harmonika.

Broj harmonika: 10
T T T I T I T

1d4pF s .............. .............. .............. .............. _ﬂ:t:] H

—fit) razvijen u Fourierow red

uft), v

02 i i i i ; i i
2 1. R

wrijeme ,[s]

Slika 8.8: Funkcija f(t) sa slike [8.7 razvijena u Fourierov red
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Primjer 8.4 Funkciju f(t) sa slike potrebno je razviti u Fourierov red.

Af@
1

Slika 8.9: Neparna funkcija f(t)

RjeSenje Funkcija sa slike je simetri¢na s obzirom na ishodiste pa je time ne-
parna funkcija. Neparne funkcije, razvijene u Fourierov red sadrze samo sinus funkcije
Fourierovog reda. Za neparno simetri¢nu funkciju na intervalu [—L, L] vrijedi razvoj:

> nnt
t) = b, —_—
f(t) g sin —

Koeficijenti uz sinus funkciju racunaju se prema sljede¢im izrazima:

L
2
n:Z/f sm—dtn>0
0

Budu¢i da period funkcije f(t) sa slike iznosi T = 2 s slijedi da je L = 1 s.
Matematicki, funkcija na intervalu [0, L] ima oblik f(t) = ¢.

Za Fourierove koeficijente b, vrijedi:

1 1
Mgt = 2 [ f(t)sin (nat) dt = 2 [ tsin (nrt) dt
0 0

L
=2 [ f(t)sin 2d
0
L w=t dv=sin(nrt)dt 1 L
—92 (¢ t)dt = —gpeosnmt) |y o [ cos(nmt) gy
{ sin n'ﬂ' ’ du — dt v = _cosf;:rt) ni + E)f nm
1
by = =29 0 4 2 [cos (nrt)dt = —2°200 4 2 i (mrt)| = _2%
0
1 za n=246,.. "
cos(n) {” 1 za n=135,. _ (—1)
b, = —2E0°

Uvrstimo sada izracunate koeficijente u Fourierov red:
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fit)=> bnsin”T“t
n=1

£1) = — 32 250" sin (nart).

n=1

Prethodna relacija predstavlja Fourierov razvoj funkcije f(t) sa slike[8.9 Slika
prikazuje aproksimaciju funkcije f(t) sa slike [8.9]s prvih 15 harmonika.

Broj harmonika: 15
! T ! I _ !
—f : ;
——— it} razvijen u Fourierav red | g oo i

uft),

wrjeme [5]

Slika 8.10: Funkcija f(t) sa slike razvijena u Fourierov red

8.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 8.1 Funkciju f(t) sa slike 8.11] potrebno je razviti u Fourierov red na
intervalu [—7, 7].

Af@

T
I I
I |
' I >
-7 i T t
r

za —-T<t<0

JO =7

t za 0<t<rm

Slika 8.11: Funkcija f(t)

Zadatak 8.2 Na slici[8.3| prikazan je punovalni ispravljac¢ koji je spojen na izmjeni¢nu
mrezu 220V /50H z. Potrebno je odrediti Fourierov razvoj ispravljenog napona.



8.1 Zadaci za vjezbu

o

<'a

Slika 8.12: Punovalni ispravljac

o

Izmjeni¢ni napon prikazan je na slici [8.13 i matematicki se moze zapisati kao:

u(t) = 220v/2sin (1007t) V.

o ——— !
=

z
S :
_400 1 i i 1 i 1 i
0 0.01 0.0z 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

wijeme, [s]

Slika 8.13: Izmjeni¢ni napon 220V /50H z

Napomena: Punovalni oblik ispravijenog napona prikazan je na slici|8.1

350 T T T I I I
: : : | punovalno ispravljeni mreZni napon |
250 .................................................................................... -
EEDD_ ................................................................................
% 150 ................................................................................. 4
1DD ...................................................................................
50 .................................................................................

o
0 0.01 0.0z 003 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

wrijerne, [g]

Slika 8.14: Punovalno ispravljen izmjeni¢ni napon 220V/50H z

Zadatak 8.3 Funkciju f(t) sa slike m potrebno je razviti u Fourierov red.
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1
>
-1 1 /
f = t+1 za -1=1r<0
/€ {1—: za 0=tr<l
Slika 8.15: Parna funkcija f(t)
Zadatak 8.4 Funkciju f(t) sa slike potrebno je razviti u Fourierov red.
A7
1
>

Slika 8.16: Neparna funkcija f(t)



Poglavlje 9

Svojstva Fourierovih redova,
Kompleksni Fourierov red

Kompleksni Fourierov red definiran je kao:

i . > -n2mt 2

f(t) = n_zoo Cnejnwot — n_zoo Cnej T wy = T’ (91)

a koeficijenti kompleksnog Fourierovog reda su:

1 —jnwot
=7 f(t)e dt. (9.2)
T
Linijski spektar periodi¢nog signala:

Cn = |cp| € 2r8len) (9.3)

pri ¢emu je:

leal = y/Refen}? + Im{c, (9.4)

arg(c,) = arctan (I;Z iiﬁ) . (9.5)

Veza izmedu koeficijenata Fourierovog reda i Kompleksnog Fourierovog reda je:

Qo a'n_jbn an"’]bn
Co= 7,Cn = c =

R 9.6
5 5 5 (9.6)

Trigonometrijski Fourierov red periodi¢ne funkcije f(t) s osnovnom kruznom
frekvencijom wy moze se zapisati i kao:

ft) = i—% + Z o, sin (nwot + @,,) (9.7)
n=1
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pri ¢emu je:

ag = |ao|
a, = /a2 + b2 (9.8)
tan ¢, =

Paresevalova jednakost dana je relacijom:

/ O = 3 el (9.9)

n=—oo

Jednakost koristi se za ra¢unanje srednje snage signala.

Primjer 9.1 Periodi¢na funkcija f(t) razvijena je u Fourierov red prikazan izrazom:

1 =1 1 X1 .
f(t) =1 W2;ﬁ — 1)Cosnt—%;ﬁ(—1) sin nt.

Odredite srednju vrijednost funkcije, koeficijent Fourierovog reda ag, osnovnu kruznu
frekvenciju i osnovni period, amplitudu i fazu osnovnog harmonika i amplitudu i fazu
¢etvrtog harmonika.

RjeSenje Krenimo od trigonometrijskog Fourierovog reda:

o 2nmt 2nt
f(t):%—kg(ancos Zf + b, sin 7;7?)

ili

)
= — ay, cos (nwot) + by, sin (nwpt
5 T ; ot) + (nwot))-
SrednJa vrijednost funkcije sadrzana je u ¢lanu <. Prema tome, srednja vrijednost
signala je Z' Koeficijent ag dva puta je veéi od srednJe vrijednosti signala pa vrijedi:

(%)

1 1

5 Z_l = aqy=2- Z = 5
Osnovna kruzna frekvencija ili osnovni period mogu se izrac¢unati iz opceg
trigonometrijskog Fourierovog reda i zadanog trigonometrijskog Fourierovog reda.
Osnovnu kruznu frekvenciju mozemo izracunati iz argumenta kosinus ili sinus ¢lana
(nwot) uz uvjet n = 1 (osnovni harmonik je onaj harmonik za koji vrijedi da je n = 1):

cos (nwot) = cosnt,n =1
cos (wot) = cost = wot =t = wy = 1.

Prema tome, osnovna je kruzna frekvencija wy = 1 rad s~!. Period sada moZemo

izracunati na dva nacina: prvi je iz opéeg trigonometrijskog reda koji sadrzi period u
razvoju Fourierovog reda, a drugi je veza izmedu perioda i kruzne frekvencije.
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Za prvi slucaj vrijedi:

2nmt

cos =cosnt,n =1

T
cos%zcosté%:th:%T.

Za drugi slucaj vrijedi:

2 2t 2m
o T wWo 1 i
U oba slucaja dobili smo isti rezultat $to je bilo i o¢ekivano.

Da bismo izrac¢unali amplitudu i fazu osnovnog (prvog) harmonika, moramo iz
Fourierovog reda izrac¢unati koeficijente a,, i b, pa vrijedi:

= =5 ((-1)" = 1)
by = ——(=1)".

Za n = 1 vrijedi:

0=y (- - 1) = -3
by =—L5(-1)t =1
Amplituda i faza n-tog harmonika je:
an, = /a2 + b2
tan ¢, = 3.

Prema tome, amplituda osnovnog (prvog) harmonika je:

2\? /1\? 4 1
a=Ja =y (=2) + (1) = /L L Zosms
2 s md 2

Faza osnovnog (prvog) harmonika je:

2
= —2
tan oy = Z—ll = = - = (p; = arctan (7) = —0.5669 = —32.48°.

S

Za n = 4 vrijedi:

Prema tome, amplituda cetvrtog harmonika je:

1\> 1
o=y = o () = £ <ovms

Faza Cetvrtog harmonika je:

0 0
tan o4 = % = —5 = 0= ¢ = arctan (—1) = —m = —180°.

4 i -
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Primjer 9.2 Periodi¢nu funkciju f(t) zadanu slikom razvijte u Kompleksni
Fourierov red.

Aro

Slika 9.1: Funkcija f(t)
Izracunajte koeficijent cy.

RjeSenje Period funkcije f(t) iznosi T = 2 s. Prema tome, za kruznu frekvenciju
vrijedi:

2 27
Wg=—=— =T.

T 2

Kompleksni Fourierov red glasi:

f(t)= Z cpe?™.

n=—oo

Matematicki se funkcija f(t) (slika moZe zapisati kao:

0 za —1<t<0
f(t)_{l za 0<t<l1l °

Koeficijente kompleksnog Fourierovog reda ra¢unat ¢emo prema sljedecoj relaciji:
0

! 1
Cp = %fT f(t)e*jmrtdt = % { f(t)e*jnfrtdt — % f f(t)eij"“tdt + %‘({‘f(t)efjnwtdt

-1

1
_ 1 —jnmt 1 1 —jnmt|l __ 1 —jnm-1 —jnm-0
Cn = g J el = 55 e g = g (€7 — eI
0
1

Ch = “5gnm (e —1).

Ovdje bismo mogli stati s izra¢unom koeficijenta c,,, ali ovaj izraz mozemo i dodatno
pojednostavniti:

1 . _ % jnm jnm _ % % _ %
= —jnm _ = € T2 — 2 = € € —¢
Cn = Tionn (e 1) —jonn (e € ) prym 72

Cp = sin (%) .
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Prema tome, kompleksni Fourierov red periodi¢ne funkcije sa slike [9.1] je:

[e.9]

nm 1 —Jjnm jnm
0= n:zoo e n_zoo —Jj2nm (e —1) e
ili na drugi nacin:
f(t) = i Cnejmrt = i # sin ("7) einmt — i % sin (%) einmt— inx
) = 3 Lsin () 1),

n=—oo

Sada je potrebno odrediti koeficijent cy:

_inm .
e 2 . nim ~ sIn (%) 0
o = hm ¢, = lim sin(— ) = lim —=~
—0 n—0 N

Dobiveni je izraz neodreden jer imamo izraz 0/0. U skladu s tim primijenit ¢emo
L’Hopitalovo pravilo:

. AL (sin
cop = lim
n—0 (

Koeficijent ¢y je srednja vrijednost signala $to se vidi i na slici [9.1]

&lg‘ —~~

Primjer 9.3 Ako je koeficijent ¢, Fourierovog reda jednak:
j —jnm
n — 5 _ _ —1 )
¢ 2nm (e )

odredite koeficijente trigonometrijskog Fourierovog reda ag, a, i b, i zapiSite
trigonometrijski red funkcije f(¢). Osnovna kruzna frekvencija je wy = m rad s™1.

RjeSenje: Za koeficijente kompleksnog Fourierovog reda vrijedi:

Qo Qp, _jbn Qp, +]bn
Chp— —,Chb = ————,C = .

27 g M9

Prema tome, koeficijent aq je:

ag — 200,

a koeficijenti a,, i b,, su:
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Ako je ¢, jednak:

Redom ra¢unamo koeficijente:

ap = 2¢o = lim 2¢,, = 1111£n 22 (e*j"” —-1) = %

dnﬁO ] 0 2nm
. j-d (e—dnm_1 . - —jnm
ap = lim =4 ———~ (d ) _ lim £Eme ™ _m g
n—0 2 (nm) n—0 u
= — I (e=inm _ 1) — L (einm _
n = Cn + Con = 5oz (e ' 1) — 5k (e ' 1) ' 1
_ _J —jnm __ _ ,ynm 2 nm __ ,—Jnm) — 1 o3 _
Un = 37 (6 L—e + ]') T 2nmw (6 € ) = o S0 (nﬂ-) =0

2nm 2nm

# (e—jnw — 14+ ejrwr o 1) — _ﬁ (e—jnﬂ' + ejnﬂ' o 2)

n:_é (M_o :—%(cos(nﬂ')—l).

0= (e — ) = (G (€9 = 1) + 5 (7 - 1))
J

S obzirom da je wy = 7, trigonometrijski Fourierov red imao bi oblik:

(ay, cos (nwot) + by, sin (nwot))

4
nm

(cos (nm) — 1) sin (nwt).

Primjer 9.4 Za zadanu periodi¢nu funkciju f(¢):

f(t) = cos (gt) + sin(7t) — sin (%t) + 2 cos (3rt)

odredite koeficijente Fourierovog reda i odredite srednju snagu signala.
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RjesSenje Osnovna kruzna frekvencija funkcije f(t) je wo = 7/3 ﬂ
Zapisimo funkciju f(t) tako da sadrzi visekratnike osnovne frekvencije

f(t) = cos (gt) + sin (3%25) — sin (4%25) + 2cos (9%t> :

Transformirajmo funkciju f(t) u eksponencijalni oblik koriste¢i Eulerove formule

ejwot_;'_efjwot

cos (wot) = < R
. jwot _ ,—jw,
sin (wot) = %

Transformirani oblik funkcije je:

eA5t _ o—id%t eI95t 4 o—i95t

- : + 5

I35t _ o35t
27

eI5t 4 oI5t
£ =

Sortirajmo sada u funkciji f(t) visekratnike osnovne frekvencije od najmanjeg do

najveceg:

Iz ovog oblika funkcije lako uoc¢avamo koeficijente

— 1
C9 = 17074 — 25

ﬁ
w“
1

&

Svi ostali koeficijenti ¢, jednaki su 0. Srednju snagu signala (funkcije) odredit ¢emo

koriste¢i Parsevalovu jednakost:

1 o0
7 [1roPa= 3 el

n=—oo

odnosno:

P= > |cn|2202,9—1—02,4—1-02,3—#02,1+cf+c§+c4+cg
711_7020 1 2 1 2 1
O Q4 () -3l +

2
= (|1|) 25
P—1+1+1+1+1+ +Ii+1="3

LU cijelom zbroju sinus i kosinus funkcija pronade se sinus/kosinus funkcija s najmanjom kruznom
frekvencijom. Sve ostale kruzne frekvencije sinus i kosinus funkcija moraju biti veée od osnovne
frekvencije n puta gdje je n > 1. Ako nije tako, signal nije periodi€an i nije ga mogude razviti u

Fourierov red
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9.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 9.1 Periodi¢na funkcija f(t) razvijena je u Fourierov red prikazan izrazom:

4 > 2 . onmw nmt 1 n 2 nmw 3 . nmt
ft) = §+Z ((—amn?) COST—i- (a(—l) —I-ECOS?—E) smT).

n=1

Odredite srednju vrijednost funkcije, koeficijent Fourierovog reda ag, osnovnu kruznu
frekvenciju i osnovni period, amplitudu i fazu osnovnog harmonika i amplitudu i fazu
tre¢eg harmonika.

Zadatak 9.2 Periodi¢nu funkciju f(t) zadanu slikom razvijte u kompleksni
Fourierov red.

A7)
1

Slika 9.2: Funkcija f(t)
Izracunajte koeficijent cy.

Zadatak 9.3 Ako je koeficijent ¢, Fourierovog reda jednak:

odredite koeficijente trigonometrijskog Fourierovog reda ag, a, i b, i zapiSite

trigonometrijski red funkcije f(¢). Osnovna kruzna frekvencija je wy = m rad s™..

Zadatak 9.4 Za zadanu periodi¢nu funkciju f(¢):

f(t) = cos (2mt) + 3sin(nt) + sin(37t) — 2 cos(37t)

odredite koeficijente Fourierovog reda i odredite srednju snagu signala.
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Fourierova transformacija

Transformacijski par dvostrane Fourierove transformacije je:

X (jw) = /x(t)e_j“tdt (10.1)
x(t) = % / X (jw)e dw. (10.2)

Jednostrana Fourierova transformacija definirana je kao:

o0

X(jw) = /x(t)ej“tdt. (10.3)

0

Frekvencijska karakteristika definirana je izrazom:

X(jw) = | X (jw)| e 218X, (10.4)

Parsevalova jednakost za energiju signala je:

EI:/|x(t)|2dt:%/|X(jw)|2dw. (10.5)

Zbog slicnosti Laplaceove i Fourierove transformacije sva svojstva koja vrijede
za Laplaceovu transformaciju vrijede i za Fourierovu transformaciju uz supstituciju
S =jw:

X(jw) = X(5)],_,, = / pWetdt]| = / (1) dt. (10.6)
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Fourierov transformat prijenosne funkcije G(jw) prema (10.6) je:

o0

G(jw) = /g(t)e_thdt

0

i naziva se frekvencijska karakteristika sustava za koju vrijedi:

G(jw) = |G(jw)| ¢ 2e(Glw)

gdje je:

e |G(jw)| amplitudno frekvencijska karakteristika sustava G(s),

o arg(G(jw)) fazno frekvencijska karakteristika sustava G(s).

(10.7)

(10.8)

Transformacijski parovi koji su bitni, a nisu obuhvaceni Laplaceovom transformacijom

su:
1+ 276 (w)

ot Iy 270 (w — wy).

Primjer 10.1 Na aperiodi¢ni signal z(t) zadan slikom primijenite Fourierovu

transformaciju.

A x(»

1

Slika 10.1: Signal x(¢)

RjeSenje Aperiodi¢ni signali imaju kontinuirani spektar i na njih primjenjujemo Fo-

urierovu transformaciju prema definiciji:

o0

X(jw) = /x(t)e_j“’tdt.

—0o0

Matematicki se signal sa slike moze prikazati kao:

_1<
x(t)—{l za 1<t<0

0 za t<—-1At>0"
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Obratite pozornost na to da signal x(¢) nije periodi¢an. Primijenimo sada Fouri-
erovu transformaciju:

00 0
] —jw —jw —jwt|0 jw
X(jw):_{ox(t)e ! tdi:_fll-e Thdt = o e = (1 - )
X(jw) = ie;fu (6_3% — eﬂ%) = 26:% (e]%;;_j%> = 26:7 sin (%) :

Frekvencijska karakteristika signala x(t) moze se izra¢unati prema relacijama:

X(jw)| = \/Re{X (je)}* + Im{X (jew))?

arg(X (juw)) = arctan (1561

a ima oblik (slika [10.2):

Slika 10.2: Frekvencijska karakteristika signala x(t)

Primjer 10.2 Odredite Fourierovu transformaciju jedini¢ne skokovite stepenice:
1 za t>0
plt) = { 0 za t<0°

RjeSenje Na jedini¢nu skokovitu funkciju primijenimo Fourierovu transformaciju:

00 0 oo 0o
X(w) = T alt)e e = | pltjestds + [ p(t)estde = [ 1-etde
— —0 0 0
SN 1 —jwt > _1/_ - 1
X(jw) = —55¢™ .= 0—-1) =




112 Fourierova transformacija

Fourierova transformacija dobivena je po definiciji. Fourierova transformacija
specijalan je slucaj Laplaceove transformacije kada je s = jw. Za jedini¢nu
skokovitu funkciju vrijedi da je njezin Laplaceov transformat:

X(s)z%.

Uvodenjem supstitucije s = jw dobit ¢emo:

1
] —_ .
X(jw) j

Primjer 10.3 Koriste¢i Fourierovu transformaciju odredite spektar X (jw) ako je
zadan signal x(t):

x(t) = sin(7t).
Rjesenje U ovom zadatku koristit ¢emo transformacijski par:

1 . F
Jwot 5 o
¢ (w—wp)

et Iy 278 (w — wp).

Prema tome, koriste¢i FEulerove formule,zapisat ¢emo sinus funkciju u
eksponencijalnom obliku:

e]7rt _ e—jmﬁj .ejﬁt _ e—]wt

- =]

x(t) = sin(nt) = 5 j 5

Iskoristimo sada navedene transformacijske parove

et Iy 216 (w — )
eIt Iy 20 (w + m).
Slijedi:

jnt _ —jmt
sin(mﬁ):—je 26 &
r_ 2m6(w—7)—2m6(w + )

—J 5 = —jnd(w — 3) + jmo(w + 3).

Spektar signala z(t) prikazan je na slici[10.3] Zasto je graf bas ovakvog oblika? Na
prvom dijelu frekvencijske karakteristike nacrtana je apsolutna vrijednost komponenata
spektra X (jw). Drugi dio frekvencijske karakteristike prikazuje faznu karakteristiku.
S obzirom da su obje komponente spektra X (jw) imaginarne, fazni je pomak signala
5. Predznak ispred j odreduje predznak faze. Kosinus funkcije imaju samo realne
komponente pa stoga nema faznog pomaka. Prema tome, samo je u tom slucaju
| X (jw)| = X(jw). Buduéi da je fazni pomak jednak nuli, nije potrebno crtati fazni
dijagram.
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JXGo)

mo(w+7) 7o (@ — )

AX®
sin(7t) T T

/\ —T T
- <1 Aarg(X(jo)

N
YRR

Sy

(SR

I
3
3
-
Y

Slika 10.3: Frekvencijska karakteristika (spektar) signala x(t) = sin(mt)

Primjer 10.4 Sustav je opisan prijenosnom funkcijom:

s
s242s5+2°

G(s) =

Odredite frekvencijsku karakteristiku sustava G(jw).

RjeSenje Da bismo odredili frekvencijsku karakteristiku sustava G(jw), u opisu je
sustava G(s) potrebno napraviti samo supstituciju s = jw:

G(jw) = G W= @2 9.1 9 -
Uw) = G)lo = 25573 i (jw)? + 2w + 2
. Jw
G(jw) = s—5——5—
(Jw) 2 — w2+ 2jw

10.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 10.1 Na aperiodi¢ni signal z(t) zadan slikom primijenite Fourierovu
transformaciju.

A x(1)

~

Slika 10.4: Signal x(t)
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Zadatak 10.2 Odredite Fourierovu transformaciju jedini¢ne rampe:

t za t>0
T(t)_{O za t<0°

Zadatak 10.3 Koristeéi Fourierovu transformaciju odredite spektar X (jw) ako je
zadan signal x(t):

x(t) = cos(mt) + sin(27t).

Zadatak 10.4 Sustav je opisan prijenosnom funkcijom:

s+ 2
34252 +25+3°

G(s) =

Odredite frekvencijsku karakteristiku sustava G(jw).



Poglavlje 11

Linearne diferencijske jednadzbe

11.1 Homogene linearne diferencijske jednadzbe

Sustavi koje ¢emo opisivati linearnim diferencijskim jednadzbama diskretni su
linearni i vremenski nepromjenjivi sustavi. Op¢a linearna diferencijska jednadzba ima
sljedeci oblik:

aoylk]+ ... + an_1ylk —n+ 1]+ anylk —n| = boulk] + ... + by_1ulk — m+ 1] + bulk —m],
(11.1)

gdje su:

® Uy, Gyt .0y A0, by, b1, ..., by konstantni parametri linearne diferencijske jednadzbe,

e 1 red linearne diferencijske jednadzbe, n > m.
Desnu stranu izraza (11.1]) ozna¢imo s f[k]:

flk] = boulk] + ... + bp—qulk — m + 1] + bulk — m]. (11.2)

Totalni odziv sustava opisanog linearnom diferencijskom jednadzbom zbroj je
homogenog yy[k] i partikularnog y, k] rjeSenja:

ylk] = ynlk] + yp[k]. (11.3)

Linearna diferencijska jednadzba za koju vrijedi f[k] = 0 naziva se homogena
diferencijska jednadzba ((11.4):

aoylk] + arylk — 1] + ... + ap—1y[k — n + 1] + a,y[k —n] = 0. (11.4)

Homogena linearna diferencijska jednadzba nema partikularnog rjesenja (y,[k] = 0).
Za homogenu linearnu diferencijsku jednadzbu pretpostavlja se homogeno rjesenje:

ynlk] = Cq" (11.5)
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koje uvrstimo u linearnu diferencijsku jednadzbu (11.4) te izra¢unamo karakteristi¢ne
vrijednosti (korijene) linearne diferencijske jednadzbe:

anylk] + ... + agylk — n + 2] + aylk —n+ 1] + agylk —n] =0
anCq® + ...+ a0 "2 + 01O £ apC" T =0

anCq" + ...+ a0 ¢ + . Cq"q¢ "™ + apCq ¢ =0/ - ¢"
anCq"™ + . 4 aC¢" " 4+ a1 C¢F ™ 4 aoCgF = 0

Cq" (anq” + .+ a4+ arqg + ao) =0

ang™ + ... + a2q* + a1q + ag = 0.

(11.6)

Homogena rjesenja linearne diferencijske jednadzbe ovise o karakteristi¢nim
vrijednostima:

ang™ + ... + asq® + a1q" + ag = 0. (11.7)

e Ako su korijeni realni i razli¢iti, pretpostavljeno homogeno rjesenje je:

unlk] = Cigf
i=1
ynlk] = Caqf + Cags + ... + Cug).
e Ako su korijeni realni i viSestruki, pretpostavljeno homogeno rjesenje je:
ynlk] = (C1 + Cok + . + O b+ S Cigl
i=j+1
ynlk] = (C1 + Cok + . + Cik™) gF + Cyiaghyy + o+ Cudl

e Ako su korijeni q; i g2 konjugirano kompleksni, pretpostavljeno homogeno rjesenje

je:
ynlk] = r¥ (Cy sin (wk) + Cy cos (wk)) + Z CiqP
i=3
ynlk] = r* (Cy sin (wk) + Cy cos (wk)) 4 Cags + ... + Cpgt.
gdje su:

r= \/Re {a}” +1Im{q}”

]

w = arctan [

Nakon §to pronademo homogeno rjeSenje linearne diferencijske jednadzbe, nepoz-
nate koeficijente C, Cy, Cs, ..., C, racunamo na temelju pocetnih uvjeta:

yl=1],y[=2],y[=3], .., yl=n]. (11.8)
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Pocetne uvjete uvrstimo u sljedeci set jednadzbi (ukoliko su korijeni jednostruki i
realni):

y[—1] = Crqy ' + Cagy ' + ...+ Crgy !
y[—2] = Crq;? + Cogy > + ... + Crq; 2

(11.9)

yl-n] =Cig;" + Cags " + ... + Crg, "

Izraz predstavlja sustav s n jednadzbi i n nepoznanica (koeficijenata Cy, Cy,
Cs,..., C). Diferencijske jednadzbe mogu se rijegiti i kora¢nom metodom. Ova metoda
zasniva se na ra¢unanju sljedeceg stanja y[k] na temelju prethodnih stanja koristenjem
jednadzbe diferencije ((11.4)):

apylk] + arylk — 1) + ... + an1ylk —n+ 1)+ apylk —n] =0

agylk] = —arylk — 1] — ... — ap_1ylk —n+ 1] — a,ylk — n]/ : ao (11.10)
ylk] = —Z—;y[k | a”:y[k —nt1] - Z—Zy[k —n).

U izraz (11.10) redom uvrstimo k = 0,1,2, ..., 7 te dobijemo:

[0 = =yl =1) = = oyl 1] = Syl
1) = —yl0] — = Tyl 2] = Syl ]

(11.11)
Uil ==yl = 1) = o = Tyl = k1] = Syl =)

Primjer 11.1.1 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom
(nepobuden sustav):

K]~ 2yl — 1]+ cylk—2) =0,

Pocetni su uvjeti: y[—1] = 2, y[—2] = —1. Odredite rjesenje homogene linearne
diferencijske jednadzbe (homogeni odziv sustava).

RjeSenje Pretpostavljamo homogeno rjesenje yn[k] = Cq*. Pretpostavljeno rjese-
nje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadzbu te tako dobijemo karakteristi¢nu
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jednadzbu:

K] = 29lk — 1]+ Syl — 2] =0

yn (k] = Cq" yn [k — 1] = C¢* "y [k — 2] = C¢F 2

3 1
qu_écqu—1+60qk—2 :O/qZ
5 1
Cé i —=q+=)=0
Q<q GQ+6)
5 1
2
—Z2g+-=0.
q 6Q+6

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristicne
jednadzbe te dobiti opce rjesenje homogene diferencijske jednadzbe:

5 25 4 5 25 24
ARSI ERVE - Sl =
N2 = 2 - 2 T
11
Q1_27q2_3-

Korijeni karakteristicne jednadzbe su realni i razlic¢iti pa pretpostavljamo sljedece
homogeno rjesenje:

yn[k] = Crgi* + Cogo®

1\* 1\*
k| = — -] .
wn-a(l) e}
U opée homogeno rjesenje uvrstimo k = —1 1 k = —2 te izracunamo koeficijente Cy
1 CQZ
1\ 1\
yh[—l] 201<—> +CQ(3) —201+3C2:2/—2
1\ 2
ol ) e(l) i
—4C — 60y = —
407 +9C; = —
302:—5:>02:——

401 =-1 —902/ 4
1 45 42 7
G=itn Ty
Rjesenje homogene diferencijske jednadzbe ylk] — 2ylk — 1] + tylk — 2] = 0 je

(slika [L1.1)):
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YIA]

Slika 11.1: Rjesenje homogene diferencijske jednadzbe y[k] — Sy[k — 1] + 2y[k — 2] = 0,
pocetni uvjeti: y[—1] = 2, y[-2] = —1.

Primjer 11.1.2 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom
(nepobuden sustav):

gl — ol — 1]+ eyl — 2 =0

Pocetni su uvjeti: y[—1] = —2, y[—2] = 0. Odredite rjeSenje homogene linearne
diferencijske jednadzbe (homogeni odziv sustava).

RjeSenje Pretpostavljamo homogeno rjesenje y,|k] = Cq*. Pretpostavljeno rjese-
nje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadzbu te tako dobijemo karakteristi¢nu
jednadzbu:

yIK] = syl =1+ Ty lk = 2) =0

2
yn (k] = Cq" yn [k — 1] = C¢* "y [k — 2] = C¢F 2
1 1
k_ Lo k=1 oo k=2 g2
Cq 20q +16Cq 0/-q
1 1
k 2 - . _
Cyq (q 2q+16> 0
2 Lo
¢ 59T =

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opée rjeSenje homogene diferencijske jednadzbe:
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5 1 1
U TR T

sEVI—% sEVITIo1
q172: 2 g 2 = —
_1 _1
Ch—;laﬂh—z-

Korijeni karakteristicne jednadzbe su realni i viSestruki (dvostruki) pa
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

yn [k] = (C1 + Cok) @i

1

un [K] = (C1 + Cuk) (Z)k

U opée homogeno rjesenje uvrstimo k = —1 1 k = —2 te izracunamo koeficijente Cy

iCQZ

yn [—1] = (C1 + Cy (—1)) (i)_ =4C) —4Cy = =2/ - (—4)

Yn [_2] = (Cl + 02 (—2)) (i) = 1601 — 3202 =0

—16C; 4+ 16Cy = 8
16C; — 3205 =0

1
—1602:8:>02:—§

1601 = 3202 = Cl = 202 = —1.

Rjesenje homogene diferencijske jednadzbe y[k] — fy[k — 1] + 1—16y[l<; —2] =0 je

(slika [11.2):
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D o3 FoN FoN o3 Pt o3 FoA 3 o 5]
& (Y] L = = = = = = o= o o L
-D1 i l

0.2r ~ & 7
I 1.1 \

n3) k= -1-=k |
AN

2 N4)
04t 4
22,051 .
-
0RF i
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-0Er .

o
4]
—
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Slika 11.2: RjeSenje homogene diferencijske jednadzbe y[k] — y[k — 1]+ 5y[k —2] = 0,
pocetni uvjeti: y[—1] = =2, y[—2] = 0.

Primjer 11.1.3 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom
(nepobuden sustav):

1
yw+ﬂ—yw+u+§mmz0
Pocetni su uvjeti: y[—1] = —1, y[—2] = 1. Odredite rjesenje homogene linearne

diferencijske jednadzbe (homogeni odziv sustava).

Rjesenje U ovom primjeru jednadzba diferencije je nesto drugacija od dosad videnih.
Ona je pomaknuta za dva koraka. Ako napravimo supstituciju £ — k — 2 dobit ¢emo:

v~k =1+ Sy lk—2 =0

Za ovu jednadzbu diferencije postupak rjeSavanja je klasi¢an. Pretpostavljamo
homogeno tjesenje y,[k] = Cq¢F. Pretpostavljeno rjeSenje uvrstimo u homogenu
diferencijsku jednadzbu te tako dobijemo karakteristicnu jednadzbu:

1
ylk —ylk =1+ y[k -2 =0
yn (k] = Cq" yn [k — 1] = C¢* "y [k — 2] = C¢ 2
1
qu _C«qk—l + Ech_Q — 0/ ‘QQ

1
Cq" (qz—q+§) =0

2 gyt
qq2—.

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opée rjeSenje homogene diferencijske jednadzbe:
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F-q+i=0

2

l£\1-5 1412 1 1
N D s

11 11
Q1=§+]§7Q2:§—J§-

Korijeni karakteristi¢ne jednadzbe su konjugirano kompleksni pa pretpostavljamo
sljede¢e homogeno rjesenje:

ynlk] = r* (Cy sin (wk) + Cy cos (wk)) , k > 0.

Izrac¢unajmo sada r i w:

- \/Re {a} +Im{q)’ = \/G)z

w = arctan (—) = arctan (1) =

+
RS
N | =
~—
Il
S| =
SIS
I
SIS

N | =

T
4

N |+—=

Prema tome, opcée rjesenje homogene diferencijske jednadzbe je:

ynlk] = (g) (C’l sin (%k) + C5 cos (%k‘)) .

U opée homogeno rjeSenje uvrstimo k = —1 1 k = —2 te izracunamo koeficijente C
1 CQZ

Rjesenje homogene diferencijske jednadzbe ylk| — y[k — 1] + %y[k —2] =0 je

(slika [11.3)):

y k] = yn [k] = <§) (—%Sin (%k) — gcos (Zk‘)) :
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Slika 11.3: Rjesenje homogene diferencijske jednadzbe y[k] — y[k — 1] + y[k — 2] =0,
pocetni uvjeti: y[—1] = —1, y[-2] = 1.

Primjer 11.1.4 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom
(nepobuden sustav):

5) 1

ylk] — zylk = 1] + Zylk — 2] = 0.
6 6
Pocetni su uvjeti: y[—1] = 2, y[—2] = —1. Odredite odziv sustava y[k] u prvih

pet koraka (k = 0,1,2,3,4). Provjerite to¢nost rjeSenja pomocu rjesenja dobivenog u
primjeru 11.1.1.

RjeSenje Zapisimo zadanu diferencijsku jednadzbu na sljedeéi nacin:

5 1
k] = -ylk — 1] — =ylk — 2].
yli] = gulk — 1] = gylk— 2
Sada je redom potrebno uvrstiti £ = 0,1, 2, 3,4 i koristiti prethodne pocetne uvjete

te rezultate.

yl2] = gy[l] — %y[()} _ g% _ %% _ %

5 1 _ 5487 1149 1541
61296 6216 7776

Napravimo isto uvrstavajuci k£ = 0,1, 2, 3,4 u rjeSenje primjera 11.1.1:
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7/1\° 5/1\° 7 5 11
yol==(=z) —3sl3) =5s—5=—

2\ 2 3\3 2 3 6

7/1\" 5/1\' 71 51 43
yll==(z) —3sl3) =235 —335==

2\ 2 3\3 22 33 36

7/1\* 5/1\* 71 51 149
y2l==lz) —3l3) =z-—3===—

2\ 2 3\3 24 39 216
5= (] U5\’ 71 51 487
II= 515 3\3/) T 28 327 1296
[4]_714 5/1\" 71 51 1541
YR =351\ 3 3\3) 216 381 7776

Rezultat je isti, kao S$to je bilo i oc¢ekivano.

11.1.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 11.1.1 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom
(nepobuden sustav):

4 1
Z oyl — 1] — —ylk — 2] =0.
ylkl + oyl =1 = 5oylk = 2] =0
Pocetni su uvjeti: y[—1] = 0,y[—2] = —1. Odredite rjeSenje homogene linearne

diferencijske jednadzbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 11.1.2 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom
(nepobuden sustav):
2 1
ylk +2] — 5y[k; + 1]+ §y[k} =0.
Pocetni su uvjeti: y[—1] = —3,y[—2] = 1. Odredite rjeSenje homogene linearne
diferencijske jednadzbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 11.1.3 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom
(nepobuden sustav):

ylk] —ylk = 1] +y[k - 2] = 0.

Pocetni su uvjeti: y[—1] = —1,y[—2] = —3. Odredite rjesenje homogene linearne
diferencijske jednadzbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 11.1.4 Odredite odziv sustava y[k] u prvih pet koraka (k = 0,1,2,3,4)
iz svih prethodnih zadataka. Provjerite toCnost rjesenja pomocu rjesenja dobivenih u
prethodnim zadacima.
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Zadatak 11.1.5 Odredite izraz kojim ¢e se racunati Fibonaccijevi brojevi.
Jednadzba diferencije Fibonaccijevog niza je:

y[k] = ylk = 1] +y[k - 2].

(svaki sljedeéi broj dobije se kao zbroj prethodna dva). Pocetni su uvjeti: y[0] =
0,y[1] = 1.

11.2 Nehomogene linearne diferencijske jednadzbe

Opca linearna diferencijska jednadzba ima sljedeéi oblik:

aoylk] + ... + an—1ylk —n+ 1]+ a,ylk — n] = boulk] + ... + bp_1ulk — m+ 1] + bulk —m]
(11.12)

gdje su:

® ay,,0dn 1, ..., 00,0, ..., b, konstantni parametri linearne diferencijske jednadzbe,

e n red linearne diferencijske jednadzbe, n > m.

Desnu stranu izraza (11.12)) oznac¢imo s f[k]:
fIE] = boulk] + .. + bp_yulk — m + 1] + bulk — m). (11.13)

Totalni odziv sustava opisanog linearnom diferencijskom jednadzbom zbroj je
homogenog y,[k] i partikularnog y, k] rjesenja:

ylk] = ynlk] + yp[k]. (11.14)

Linearna diferencijska jednadzba za koju vrijedi f[k] # 0 naziva se nehomogena
diferencijska jednadzba (11.15)):

aoylk] + arylk — 1] + ... + ap_1ylk — n + 1] + aylk — n] = f[k]. (11.15)
Partikularna rjeSenja sustava ovise o funkciji f[k].
e Za funkciju f[k] oblika:
f[k] = Bo+ Bik + ... + Bk’

pretpostavljamo partikularno rjesenje:

e Za funkciju f[k] oblika:
f(k)=B

pretpostavljamo partikularno rjesenje:

yp(k) = K.
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e Za funkciju f[k] oblika:
fk] = Ba",a # q1,q2, s
pretpostavljamo partikularno rjesenje:
y, [k] = Ka".
e Za funkciju f[k] oblika:
f k] = Ba"a=q =q = .. =q,a# Gis1, Git2-: I
pretpostavljamo partikularno rjesenje:
y, [k] = Kk'a*.

e Za funkciju f[k] oblika:
71k = B

pretpostavljamo partikularno rjesenje:
yp k] = Ko + K1k + ... + KK
e Za funkciju f[k| oblika:
k] = BK'd*,a # q1,¢.... 4

pretpostavljamo partikularno rjesenje:

yp (k] = a* (Ko + K1k + ... + k') .

e Za funkciju f[k| oblika:
f [k] = Bsin (wk)

pretpostavljamo partikularno rjeSenje:

Yp [k] = K sin (wk) + K cos (wk) .

e Za funkciju f[k] oblika:
f [k] = B cos (wk)

pretpostavljamo partikularno rjesenje:

Yp [k] = K1 sin (wk) + K cos (wk) .



11.2 Nehomogene linearne diferencijske jednadZbe 127

Nakon 8to odredimo partikularno rjeSenje y,[k], rijesimo homogenu linearnu
diferencijsku jednadzbu tako da postavimo f[k] = 0. Kada odredimo homogeno
rjeSenje, zapisemo ga u op¢em obliku:

(k) = Ciqt + Cogh + ... + Cugl. (11.16)

Totalni odziv je tada:
y(k) = yn(k) + yp(k) = Ciqf + Cags + ... + Crd® + y, (k). (11.17)

Pobuda f[k] uvijek ¢e nastupiti za & > 0 pa je gore navedena jednadzba za totalni
odziv ispravna samo uz uvjet k£ > 0. Iz ovog razloga potrebno je na temelju jednadzbe
diferencije, pocetnih uvjeta y[—1],y[—2],y[—3],...,y[—n] i pobude, izrac¢unati nove
pocetne uvjete:

0 = £ 0] = g1 = = =yl 1) - Syl
1) = (1= 24f0] = = o+ 2) = Sylon ot 1

(11.18)
ol =1 = 2o f o= 1] = 2yl — 2] — . — Syfo] - 2y

Nakon toga, pocetne uvjete iskoristimo za raCunanje nepoznatih koeficijenata

Cl, CQ, ceey Cni

(11.19)

yln=1U=ynln =1 +ynln—1].

Kao i kod homogenih diferencijskih jednadzbi i nehomogene se mogu rijesiti
kora¢nom metodom. Ova se metoda zasniva na ra¢unanju sljedec¢eg stanja y[k] na
temelju prethodnih koristenjem jednadzbe diferencije (11.15)):

aoylk] + arylk — 1) + ... + ap_1ylk — n + 1) + a,ylk — n] = f[k]
apylk) = f k] — arylk — 1] — ... — ap_1ylk —n+ 1] — ayylk —n]/ : ag (11.20)

a1 Ap—1

Ty T

Qo Qo Qo

ylk —n+1] — a—ny[k‘—n}.
Qo
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U izraz (11.20) redom uvrstimo k = 0,1,2, ..., 5 te dobijemo:

0 = 70~ Zyl=1] = . = Byt 1] - 2yl
1) = 2o (1= 224f0] . = by +2) = Zyfon+ 1)

(11.21)

a Qp—1

1 7.
—Syli— 1= -
Qo Qo

ylj] = aiofm i =+ 1= 2yl =,

Primjer 11.2.1 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:

3 1
K= 2ylk—1]+—ylk—2] = f[k
ylkl = gyl — 1+ o5y [k — 2 = f[R]
5 k=0
1K= { 0 k<0
Pocetni su uvjeti: y[—1] =0, y[—2] = 0. Odredite rjesenje nehomogene linearne

diferencijske jednadzbe (totalni odziv sustava).

RjeSenje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjeSenja sustava i
partikularnog rjesenja:

ylk] = ynlk] + ypK].

Najprije rijesimo opéu homogenu jednadzbu (f[k] = 0), a zatim pronademo
partikularno rjeSenje te na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odredimo
koeficijente C;, C,, ..., C,. Pretpostavljamo homogeno rjesenje y,lk] = CqF.
Pretpostavljeno rjeSenje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadzbu te dobijemo
karakteristi¢nu jednadzbu:

yIH = Sylk =1+ oy lk—2) =0

yn (k] = Cq" yn [k — 1] = C¢* "y [k — 2] = C¢* 2
3 1
qu o _qu—l + %qu—Q — O/ . q2

5
31

i (= 2+ =) =0
q(q 5q+20>
31

2

— 24— =0.

T30 5

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristi¢ne
jednadzbe te dobiti opée rjeSenje homogene diferencijske jednadzbe:
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Korijeni karakteristicne jednadzbe su realni i razli¢iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

ynlk] = Cﬂhk + 02Q2k

1\" 1"
— — Z > 0.
ynlk] Cl(lO) —|—CQ<2) k>0

Sada je potrebno odrediti partikularno rjesenje. Pobuda f[k] je konstanta te prema
tome pretpostavljamo sljedec¢e partikularno rjesenje:

Yp [k] = K.

Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadzbu:

3 1
yp[k]_gyp[k_l]+2_oyp[k_2] =95
Yp (k] = K
yp [k —1] =K
Yp [k —2] = K

3 1
K—-—-K+—K=
) * 20
9 100
—K=50=>K=—
20 9
te dobijemo partikularno rjeSenje:
100
k] = —.
yp[ ] 9

Totalni odziv sustava je:

1\" 1\* 100

Sada je potrebno izracunati nove pocetne uvjete jer pobuda nastupa tek za k > 0.
Pocetne uvjete izracunat ¢emo iz diferencijske jednadzbe:

y10] = Sy[-1]~ yoy[-2) +5=5
3 1 3
y[l]:gy[O]—%y[—1]+5:g5+5:8.
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U totalni odziv uvrstimo £ = 01 k = 1 te izracunamo koeficijente C, Cy:

1\ 1\ 100 100
MO]ZCI(E) +C2(§) +7—01+02+T—5

1\* N\' 100 ¢, ¢C, 100
y[1]=01<—) +Cg(—) b= 2 T =8/ (—10)

10 2 9 10 2 9
01+02:5—%:_%
1000 280
—C1 =50y = =80+ —— = =~
_402:%:>02:_2745
012—02—%:%,

Totalni odziv sustava je (slika [11.4):

5 71\ 25/1\" 100
H=2(=) —2(2) + 2 r>o
y I 36(10) 4(2) T

14

12

T

"

&

)

= —_

\"—-_.
£ -l-\-|

—

10k ?

V]

Slika 11.4: RjeSenje nehomogene diferencijske jednadzbe y[k] — 2y[k — 1] + 55y[k — 2] =
5,k > 0, poCetni uvjeti: y[—1] =0, y[—-2] = 0.

Primjer 11.2.2 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:
ylkl —ylk =1 +ylk—2] = fK]

[ 142k 43K k>0
f[k]_{ 0 k<0’

Pocetni su uvjeti: y[—1] = 0, y[—2] = 0. Odredite rjeSenje nehomogene linearne
diferencijske jednadzbe (totalni odziv sustava).
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Rjesenje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjeSenja sustava i
partikularnog rjesenja:
ylk] = ynlk] + yp k]

Najprije rijesimo opéu homogenu jednadzbu (f[k] = 0), a zatim pronademo
partikularno rjeSenje te na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odredimo
koeficijente C;, Cs, ..., C,. Pretpostavljamo homogeno rjesenje yylk] = CqF.
Pretpostavljeno rjeSenje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadzbu te dobijemo
karakteristi¢nu jednadzbu:

ylkl —ylk—1+y[k—-2]=0

un k] = C¢" yn [k — 1] = Cq" yn [k — 2] = C¢*
qu _qu,1 +quf2 :O/q2

Cd" (# —q+1)=0

¢ —q+1=0.

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristicne
jednadzbe te dobiti opée rjeSenje homogene diferencijske jednadzbe:

¢ —q+1=0
1+vV1-4 1 /3
Qo= —F——=;Fj =+
2 2 2
_lov3 13
=5t =55

Korijeni karakteristicne jednadzbe su konjugirano kompleksni pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

ynlk] = ¥ (Cy sin (wk) + Cy cos (wk)) .

Izracunajmo sada r i w:

r= \/Re{q1}2+1m{q1}2 = (%)2+ (?)2 =1

V3
w = arctan (%) = arctan <\/§> =

2

Homogeno rjesenje zadanog sustava je:

yn (k] = (Cl sin (gk) + C5 cos (%k)) .

Sada je potrebno odrediti partikularno rjesenje. Pobuda f[k] je polinom te prema
tome pretpostavljamo sljedec¢e partikularno rjesenje:

y k] = Ko + K1k + Kyk?.

Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadzbu:
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Yo (K] —yp [k — 1] +y, [k — 2] = 1 + 2k + 3k?
Yp k] :K0+K1k+K2k’2

[

[
Yok — 1] = Ko+ Ky (k — 1) + Ky (k — 1)°
yp [k — 1] = Koy — Ky + Ky + K1k — 2Kk + Kok
yp [k — 2] = Ko + Ky (k — 2) + Ky(k — 2)°

yp [k — 2] = Ko — 2K, + 4Ky + K1k — 4Kk + Kok

K0+K1k:+K2k — (Ko — K1 + Kz + K1k — 2Kk + Kok?) +
+ Ky — 2K, + 4Ky + K1k — 4Kk + Kok* = 1 + 2k + 3k
Ky— K +3Ky,=1=Ky=1+K, —3K,=0
Ki—2K,=2=K, =2+2K,=38

Ky, =3

te dobijemo partikularno rjeSenje:

vy [k] = 8k + 3k2.

Totalni odziv sustava je:
y[k] = (01 sin <§k> + Cy cos (gk)) 48k + 3k%, k> 0

Sada je potrebno izracunati nove pocetne uvjete jer pobuda nastupa tek za k > 0.
Pocetne uvjete izracunat ¢emo iz diferencijske jednadzbe:

ylk—1—ylk—2] +1+ 2k + 3k*
Of=y[-1-y[-2+1=1
y[0] —y[-1]+14+2+3=T.

U totalni odziv uvrstimo £ = 0 i k = 1 te izracunamo koeficijente C, Cs:

y[0] = (Cl sin (gO) + Cy cos (g())) =Cy=1
y[1] = (C’l sin (gl) + C; cos (gl)) +11 = ?C’l + % +11=7
V30, =-9=C) = 9 V3_ —3v/3.

V3V3

Totalni odziv sustava je (slika [L1.5):

y[k] = (—3\/§sin <§k> + cos (gk)) 48k + 3k% k > 0.
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Slika 11.5: RjeSenje nehomogene diferencijske jednadzbe y[k] — y[k — 1] + y[k — 2] =
1+ 2k + 3k% k > 0, pocetni uvjeti: y[—1] =0, y[—2] = 0.

Primjer 11.2.3 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:

2 1
K — —ylk—1— —y[k—2 =
ylk] = pylk =1 = ylk =2 = f[K]
N
= k>0
kl = (2) =
T { 0 k<O
Pocetni uvjeti su: y[—1] = —1, y[—2] = 1. Odredite rjeSenje nehomogene linearne

diferencijske jednadzbe (totalni odziv sustava).

RjeSenje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjeSenja sustava i
partikularnog rjesenja:
ylk] = ynlk] + yp[k].

Najprije rijesimo opéu homogenu jednadzbu (f[k] = 0), a zatim pronademo
partikularno rjeSenje te na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odredimo
koeficijente C;, Cs, ..., C,. Pretpostavljamo homogeno rjefenje yylk] = CqF.
Pretpostavljeno rjeSenje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadzbu te dobijemo
karakteristi¢nu jednadzbu:

ylk = 2ylk—1 - Sylk—2 =0

15 15
yn [k = Cq*,yn [k — 1] = C¢" "y [k — 2] = g2
g — 1_25qu1 _ 1_15qu2 — 0/ ¢
Cq" (qQ—%q—%> —0
¢ g = =0

15 15
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Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijene karakteristicne
jednadzbe te dobiti opc¢e rjesenje homogene diferencijske jednadzbe:

2 1

2—— —_— =
AT T

2 4 4 2 4 60

CBEVm TG sEVmstas 28
Q2= 2 - 2 T30 30
1
QI_37q2_ 5

Korijeni karakteristicne jednadzbe su realni i razli¢iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rjeSenje:

Yn [k] = Ci1." + Cygo”

e (%)k+02(—%>k.

Sada je potrebno odrediti partikularno rjeSenje. Pobuda f[k] je eksponencijalna
(karakteristicna vrijednost eksponencijale nije jednaka ni jednom korijenu
karakteristi¢ne jednadzbe) pa se prema tome pretpostavljamo sljedeée partikularno

rjeSenje:
1\*
kEl=K|(=]) .
wlk =k 3)

Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadzbu:

v = 2yl 11 - ol -2 = ()

yp [k] = K(%)k
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Sada je potrebno izra¢unati nove pocetne uvjete jer pobuda nastupa tek za k > 0.
Pocetne uvjete izracunat ¢emo iz diferencijske jednadzbe:

2 1 1\"
= Zylk—1—=—yk -2 -
vk = Syl — 1yl -2+ (5)
2 1 1N\’ 2 1 14
= =4 =y =2+ () =L ()11 ==
v = 2yl-1)+ Lyl ]+—(2) 2 (D+ie1=13
2 1 IN' 214 1 1 251
=2 Syl () = 22 Ly =2
ylif = 5y l0l+ vl ]+'(2) 515 T 150U 3 T o

U totalni odziv uvrstimo £k =01 k = 1 te izra¢unamo koeficijente C, Cs:

1\° 1\’ 15/1\° 14
ii=a(s) vel-5) +2() -5
' N\' 15/1\" 251

1] = - _- 202) 22
vl CH(S) *_Cé< 5) 7 (2) 450

4 15 127

O+ Cy=— -2 220
1= 105

C, Cy 251 15 809

3 5 450 14 1575/

127
39 " T
201:—%:>01:—1—;
127 29
02__ﬁ_ L= a0

Totalni odziv sustava je (slika [11.6):

17/1\* 29 / 1\* 15/1\"
El=——(-= =2 (= =(=) k>o.
y I 12(3) +140( 5) * 7(2) k20
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nat 1
17(1Y 200 1Y 15(1Y
natk }[k] _ L [ | [ 1]

52 Tl T3 ) TS
123) 140\ 5)  7l2)
07t .
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Slika 11.6: RjeSenje nehomogene diferencijske jednadzbe y[k] — Zylk—1] —
Lylk—2] = (%)k, k > 0, po¢etni uvjeti: y[—1] = —1, y[-2] = 1.

Primjer 11.2.4 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:

1
Ik~ Syl —1] = 7
1k
=1 G k=0
Tk { 0 k<0
Pocetni je uvjet: y[—1] = —1. Odredite rjesenje nehomogene linearne diferencijske

jednadzbe (totalni odziv sustava).

Rjesenje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjeSenja sustava i
partikularnog rjesenja:
ylk] = ynlk] + yp[k].

Najprije rijesimo opéu homogenu jednadzbu (f[k] = 0), a zatim pronademo
partikularno rjeSenje te na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odredimo
koeficijente C;, C,, ..., C,. Pretpostavljamo homogeno rjesenje y,lk] = CqF.
Pretpostavljeno rjeSenje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadzbu te dobijemo

karakteristi¢nu jednadzbu:

vk~ gulb—1]=0

yn (k] = Cq" yn [k — 1] = C¢**

I
Cq" = 3C¢ =0/ -q

1
Cq* (q—§> =0

E—
173



11.2 Nehomogene linearne diferencijske jednadZbe 137

Rjesenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijen karakteristicne
jednadzbe i dobiti opce rjeSenje homogene diferencijske jednadzbe:

1—0:> _1
q 37 CI1—3-

Korijen karakteristicne jednadzbe realan je pa se prema tome pretpostavlja sljedece
homogeno rjesenje:
yn [k] = Crgn”

Sada je potrebno odrediti partikularno rjesenje. Pobuda f[k] je eksponencijalna
(karakteristi¢na vrijednost eksponencijale jednaka je korijenu karakteristi¢ne jednadzbe)
pa se prema tome pretpostavlja sljedece partikularno rjesenje:

1\ *
kl =Kkl -] .
ikl = K53 )
Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadzbu:
1 1\*
k|l —-ylk—1]=|( =
i = gl -11=(3)
1\F
wlbl = K5 )

i) e )

NN 1 1\ 1\*
Kk(=) =23k (k=1(=) =(=
H(5) 50 (s) = (3)
Kk—Kk+K=1
K=1

te dobijemo partikularno rjeSenje:

y K] :Cl(%)k—i-k(%)k,kz 0.

Sada je potrebno izrac¢unati novi pocetni uvjet jer pobuda nastupa tek za k£ > 0.
Pocetni uvjet izra¢unat ¢emo iz diferencijske jednadzbe:

y[m—éyvs—m(é)k

y[0] =
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U totalni odziv uvrstimo k = 0 te izrac¢unamo koeficijent C':

Totalni odziv sustava je (slika [11.7):
2 (1\" 1\*
k=<2 El-) ,k>0.
v =2(3) +#(3) #2

D? T T T

06r - "(l E Irlxli ]
7 =55 +H3)
05k 34.3) 3

04t .

y[]

03k o 4

02 .

Slika 11.7: Rjesenje nehomogene diferencijske jednadzbe y [k]—3y [k — 1] = (%)k, k>0,
pocetni uvjet: y[—1] = —1.

Primjer 11.2.5 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:

1
gl = Julk—1] = K
| sin (%k) k>0
Sk = { 0 k<0
Pocetni uvjet je: y[—1] = 2. Odredite rjesenje nehomogene linearne diferencijske

jednadzbe (totalni odziv sustava).

RjeSenje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rjeSenja sustava i
partikularnog rjesenja:
ylk] = ynlk] + yp[k].

Najprije rijesimo opéu homogenu jednadzbu (f[k] = 0), a zatim pronademo
partikularno rjeSenje te na temelju totalnog odziva i pocetnih uvjeta odredimo
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koeficijente C;, C,, ..., C,. Pretpostavljamo homogeno rjesenje y,lk] = CqF.
Pretpostavljeno rjeSenje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadzbu te dobijemo
karakteristi¢nu jednadzbu:

gk~ 5ylk—1]=0
yn [k] = C¢",yn [k — 1] = C¢"

1
Cq" = 5Cq" =0/ ¢

1
Cq* (q—ﬁ) =0

_——o.
175

RjeSenjem karakteristicne jednadzbe mozemo izracunati korijen karakteristicne
jednadzbe te dobiti opée rjeSenje homogene diferencijske jednadzbe:

1 1
—=-=0=q¢=z.
q B 0

Korijen karakteristicne jednadzbe realan je pa se prema tome pretpostavlja sljedece
homogeno rjesenje:
yn [k] = Crgn”

yn [k] = C1 (%)k

Sada je potrebno odrediti partikularno rjeSenje. Pobuda f[k] je sinusna pa se prema
tome pretpostavlja sljedece partikularno rjesenje:

Yp [k] = Kjsin (Ek> + K cos (Ek> .
4 4
Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadzbu:

gk — Sy — 1] = sin @

>
y, [k] = K}su1<ﬂk>%—K§cos< k)

uy [k — K3$n( )—%K}aw<4(k——n>

= (B4 =) + e (54 )

ol = 1] = K (sin (k) cos () = cos (Fh)sin (5)) + .

o)) o))
yp [k — 1] = Kw%(4)+Kﬁm<:»$nG%)+m

(
< Klsm( +K2cos<4>>cos (%k)
%?(A34—A5)an(%k)4—X§(Ag-51yms<£k>

yp[k_l]: 9
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y k] — %y k1) = sin (T5)

K sin <gk5> + K5 cos <%k> - \/Tﬁ (K1 + Ks)sin <£k> -
V2

-7 (Ky — Ky) cos (%k) = gin (%k)

Kl—g(K1+K2):1/-4;»K1(4—\/§)—\/§K2:4/~(—\/§>

Kz—?(Kz—Kl):O/%l#\/§K1+K2(4—\/§):0/'(4—\@)

—V2(4 — V2)K, + 2Ky = —4V/2
V2 (4-V2) K + (4 2) =0

—4V/2 2048V2  4+45V2
20 — 8v/2 20 + 82 17
D) 4254202 1 9
ﬂKlzL(4—\/§):>K1: V25422 16+3v2
5 2v2 5—2v25+2v2 17

te dobijemo partikularno rjeSenje:

2Ky + Ky (16—8\/§+2) — 4= K, =

:—16+3\/§sin<%k> —4—+_L’:)\/§(:os<7T >

p K] 17 17 "

Totalni odziv sustava je:

N\" 16+3v2 . /7 4+5v2  m
y [k Cl<2) + T sm<4k‘> T, cos<4kz>,k_0

Sada je potrebno izraCunati novi pocCetni uvjet jer pobuda nastupa tek za k > 0.
Pocetni uvjet izra¢unat ¢emo iz diferencijske jednadzbe:

y k] = 1y [k — 1] +sin (%k)

2
1 1
y[o]:§y[—1]+sin<%-0> :§2+0:1‘

U totalni odziv uvrstimo k = 0 te izrac¢unamo koeficijent Cf:

1\’ 16+3v2 A+5v2  m
y[O]—CH(—) —1—1—7311&(1-0)— T7 COS(Z-O)—l

L AH5V2 214 5v2
VAR VA

Totalni odziv sustava je (slika [11.8)):

Ci=1

21 +5v2 /1\* 16 +3v2 4452
:+_f<_> ++_fsm(zk)_ + fCOS(T

i
au 17 2 17 1
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Slika 11.8: RjeSenje nehomogene diferencijske jednadzbe y[k] — iy[k—1] =
sin (2k) , k > 0, pocetni uvjet: y[—1] = 2.

Primjer 11.2.6 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom (nepobu-
den sustav):
ylkl—ylk =1 +ylk—2] = fK]
[ 142643k k=0
f I = { 0 k<0

Pocetni uvjeti su: y[—1] = 0,y[—2] = 0. Odredite odziv sustava y[k] u prvih
pet koraka (k = 0,1,2,3,4). Provjerite to¢nost rjeSenja pomocu rjesenja dobivenog u
primjeru 11.2.2.

Rjesenje Zapisimo zadanu nehomogenu diferencijsku jednadzbu na sljedeéi nadin:

ylk=1] —ylk =21+ f[K]
=ylk—1]—ylk—2] +1+ 2k + 3K

Sada ¢emo redom uvrstiti £ = 0, 1,2, 3,4 i koristiti prethodne rezultate te pocetne
uvjete.

yl0]=y[-1 —y[-2+1=0+0+1=1

yU=y[0] —y[-1+1+2-1+3- (1)’ =1-0+1+2+3=7

y2l=y[]—y[0] +1+2-24+3-(2*=7T—1+1+4+12=23

yBl=y2—y[l]+14+2-3+3-3)*=23—7+1+46+27=50
ya =yBl—y2] +1+2-443-(4)>=50—23+1+8+48 =84

Uvrstimo sada k£ = 0,1,2, 3,4 u rjeSenje primjera 11.2.2.
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Dobivamo redom:

y[0] = (—:Nésin(g-o)+cos<g-o>>+8-0+3-(0)2=0+1+0+oz1

y[1] = (—3\/§sin(g~1>—|—cos<g-1>)+8-1+3~(1)2——g+%+8+3—7
y[2] = (—3\/§sin<%-2>+Cos<%-2>>—|—8-2—|—3-(2)2:—g—%+16—|—12:23
y[3] = (—3\/§sin<g~3>—|—cos<%~3>)—|—8-3+3-(3)2:0—1+24+27:50
y[4] = (—3\/38111(%-4)—I—cos(%-él))—|—8-4+3-(4)2:g—%+32+48:84.

Rezultat je isti, kao §to je bilo i oc¢ekivano.

11.2.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 11.2.1 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:

) 1
2y k=1 —y[k—2 = f[k
v~y lk =1+ gyl —2] = F
12 k>0
Sk = { 0 k<0
Pocetni su uvjeti: y[—1] = 0, y[—2] = 0. Odredite rjeSenje nehomogene linearne

diferencijske jednadzbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 11.2.2 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:

ylkl+ylk=1]+ylk—2] = fK

[ 14264+ 3K*+4k k>0
Tl = { 0 k<0
Pocetni su uvjeti: y[—1] = 0, y[—2] = 0. Odredite rjeSenje nehomogene linearne

diferencijske jednadzbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 11.2.3 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:

2 1
K= Zylk—1]— —ylk—2] = f[k
vk~ Zylh—1) = oy k2 = 7 [}
4O k>0
k| = 3 -
Sk { 0 k<0
Pocetni su uvjeti: y[—1] = —1, y[—2] = 1. Odredite rjeSenje nehomogene linearne

diferencijske jednadzbe (totalni odziv sustava).



11.2 Nehomogene linearne diferencijske jednadZbe 143

Zadatak 11.2.4 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:

gk~ 5ylk 1= 1K

O k>0
HM:{(J k<0

Pocetni je uvjet: y[—1] = 0. Odredite rjesenje nehomogene linearne diferencijske
jednadzbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 11.2.5 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadzbom:
1
gl = gylk =1 = K
cos (k) k=0
ri={ i

0 k<0

Pocetni je uvjet: y[—1] = 1. Odredite rjesenje nehomogene linearne diferencijske
jednadzbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 11.2.6 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadzbom (nepobu-
den sustav):

vk~ gulk— 1= [K]

O k>0
“M:{(Q k<0’

Pocetni je uvjet: y[—1] = 0. Odredite odziv sustava y[k| u prvih pet koraka (k =
0,1,2,3,4). Provjerite to¢nost rjesenja pomocu rjeSenja dobivenog u zadatku 11.2.4.
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Poglavlje 12

Z transformacija

12.1 Z transformacija i njezina svojstva

Vidjeli smo kod linearnih diferencijalnih jednadzbi da je Laplaceova transformacija
vrlo korisna za rjeSavanje linearnih diferencijalnih jednadzbi. U prethodnom
poglavlju opisane su diferencijske jednadzbe. Njihovo je rjeSenje moguce dobiti
pomocu 7 transformacije. Definicija Z transformacije je:

X(z) =) alk]=". (12.1)

k=0

Da bismo olaksali zapisivanje, mala slova neka predstavljaju vremenski diskretne
signala, a velika slova neka predstavljaju njihove Z transformate. Z transformaciju
skra¢eno ¢emo pisati na jedan od dva nacina:

2] 5 X(2) ili X(2) = Z(x[k])
Neka je zadan kona¢ni vremenski diskretan signal (niz) z[k] = {1,2,4,6,3,4} ,k >
0. Prema definiciji, njegova ¢e Z transformacija biti:
X(z2) = Z okl =1+22 4272 46273 4327 44270
k=0

U diskretanom signalu (nizu) z[k] podcrtani ¢lan je ¢lan z[0]. Navedimo svojstva
7 transformacije.

e Linearnost Z transformacije:
Ako vrijedi:

(12.2)

onda je:
az[k] + Bylk] 2 aX(z)+BY(2). (12.3)
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e Pomak unaprijed za i koraka:

alk+i S & <X(z)— z x[m]z_m). (12.4)

m=0
Pomak unazad za i koraka:

alk—i] 2 2 (X(z)—l— ix[m]z—m) (12.5)

m=-—1

e PrigusSenje eksponencijalnom funkcijom:

akxlk] Z X(a™12). (12.6)
e MnoZenje s k:
krlk]) 5 -z (12.7)

¢ Konvolucija dvaju diskretnih signala:

ylk] = ulk] * g[k] = > uli]glk — i]z7* Z, Y(2) =U(2)G(z). (12.8)

=0

Prema relaciji (12.8) definirajmo prijenosnu funkciju diskretnog sustava:

Glz) = =2 (12.9)

Prijenosna funkcija predstavlja Z transformaciju odziva sustava na Kronecker delta
signal §[k]. Tablica osnovnih Z transformata nalazi se u poglavlju (13| PRILOG.

Primjer 12.1.1 Odredite Z transformaciju sljede¢ih signala prema definiciji:

21 [k] = 2]
xolk] = 10pu[k — 2]
I\ F
xslk] = 6[k] + 2k — 6]
xglk] = 2 cos [wk]
walk] = {1,5,0,2,1,0,2} .

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.
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RjeSenje Definicija Z transformacije je:

X(z) =) axlk]z.

k=0

Provedimo sada Z transformaciju za zadane signale prema definiciji. U izvodima Z
transformata ¢esto ¢emo sresti sumu geometrijskog reda

> 1
d g =—— g <1
—q

Z transformacija signala (k] je:

=3 a1k ZQ;L HF=2) 127"
k=0 k=0
- 2 2
X2 =23 () =y = oy
k=0

7Z transformacija signala x,[k] dobivena je na sljedeéi nacin

:ixg[k Zlou — 9]z _1021
k=0

S obzirom da suma pocinje od k£ = 2, potrebno je napraviti pomak uvodenjem
supstitucije 7 = k — 2:

: - 1022 10
Xo(z) =10 (=) =10) 22 (=) = = = - e
7=0 J=0

Z transformacija signala z3[k] dobivena je na sljedeéi nacin

k
1 z
Xa(2) = 1— 32271 _z—%'

7Z transformacija signala x4[k] dobivena je na sljedeéi nacin

z) = im[k]zk = i 2k F = Qi k2,
k=0 k=0 k=0

Ovu sumu trenutno ne znamo izra¢unati. Derivirajmo sumu geometrijskog reda po
varijabli q:
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Z d
a T 1-¢ q dq
1

ke" ' = /q
,; (1-q)?
= q

k¢t = .
kz_o (1-q)?

Iskoristimo prethodni izraz za izvod Z transformacije signala x,[k]:

-1 2z
=2 kz7F = 22 = .
Z (1—2z1% (2—1)°

Z transformacija signala xs[k| dobivena je na sljedeé¢i nacin:

z):ixg)[k: i k] + 20[k — 6]) 25 —k+§:25[k:—6]z—k
k=0 k=0 k=0

S obzirom na definiciju Kronecker delta funkcije:

1 k=0 _ 1 k=i
‘W_{o k;é()’(s[k_l]_{o k#i
dobit ¢emo:

254+ 92
26

Xs5(2) =142 =

Z transformacija signala z4[k] nesto je slozenijeg tipa jer sumu funkcija kosinus nije
jednostavno izracunati. Racun postaje jednostavan kada kosinus funkciju zapisemo
pomocu Eulerove formule:

k
cos [wk] 5
Slijedi:
o jwk: jwk - jwk x —jwk
) =2 lbls Z =) et ) S
k= k=0 k=0
Z ek TR ¢ Z eIk =k Z (ejwz_l)k + Z (e‘jwz_l)k
k=0 k=0
Xo(2) 1 N 1 1 —e Wzt 41 —elwy !
6 l—ewz7l 1 —e w7l 1 —z71 (el 4 e W)+ 272
w 1 wz™ 1
Xo(2) (2_€JZ —e”’ > 2+ 271 (—cosw — jsinw — cosw + j sinw)
2) = : : =
0 l—z1(ew+e )+ 272 1—2z71(cosw+ jsinw + cosw — jsinw) + 22
2(1—z"'cosw 22 (2 — cosw
Xyt = 2 ) 2:(z - cosw)

1—22zlcosw+2"2 22—2zcosw—+1
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Z transformacija signala x;[k| dobivena je na sljedeé¢i nacin:

Xq(z) = Zw[k]z’k = 145240272423+ 271 40277 42276
k=0

25452542234+ 2242
26 ’

Xo(2) =145 +2:2 42714270 =

Primjer 12.1.2 Koriste¢i svojstva 7Z transformacije odredite 7 transformacije
sljedec¢ih diskretnih signala:

1[k] = plk — 1]
] (%)kJrl
z3[k] = k2

1\*
zylk] = (5) k sin [2k] .
Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.
Rjesenje S obzirom da za sve signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0, navedeni

signali mogu se pomnoziti s diskretnom jedini¢nom stepenicom, a da signali i dalje
poprimaju iste vrijednosti:

k] = a1
it = (3) wld
rofk] = K2l

zalk] = (%)kksin 2K] ulk].

Signal x1[k] nije potrebno mnoziti sa jedini¢nom stepenicom pulk] jer predstavlja
upravo pomak te jedini¢ne stepenice. Z transformacija jedini¢ne stepenice je:

Signal z]k] je pomaknuta stepenica za jedan korak unazad pa prema tome mozemo
iskoristiti svojstvo pomaka unazad:

db-i 5 s (XE)+ ol

m=—1i
—1

we-1 5 o (54 8 afmlen)

plk =1 = (5 +pl-1])
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Signal z5[k] mozemo transformirati Z transformacijom koristeéi svojstvo prigusenja
signala eksponencijalnom funkcijom. Ponovno promatramo Z transformaciju jedini¢ne
stepenice. Prigusenje signala s eksponencijalnom funkcijom transformira se na sljedeéi

nadin:

()" -0 Q) -46)

1 k+1 , 1,

Signal x3[k] mozemo transformirati Z transformacijom koriste¢i svojstvo mnozenja
signala s k (dva puta uzastopno):

dz \ (z = 1) (z—1)° (z—1)°
QP zZ\zZ
ulk] = (g_t;g.

Signal x4[k] mozemo transformirati Z transformacijom koriste¢i svojstvo mnozenja
signala s k, a zatim svojstvo prigusenja eksponencijalnom funkcijom. Iz tablice Z
transformacije mozemo procitati:

5

sin [wk] Z

zsinw
z2—2zcosw+1’

iz Cega slijedi:

: zsin 2
S [2k] 22—2zcos2+1"°
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Pomnozimo sada signal sin (2k) s k te iskoristimo svojstvo mnozenja s k:

) ¥ -
ksin [2k] — _Z% (zzéfféfm)

d 2 sin 2 _ sin2(z* —2zcos2+ 1) — zsin2 (22 — 2cos 2)
<z2—2z0052—|—1) B (22 —2zc082 + 1)° a
—2%sin2 + sin 2
(22 — 2zcos2 + 1)°

. £ z(z2 sin 2—sin 2)
ksin [2k] — ez

Kada mnozimo neki signal s eksponencijalnim ¢lanom a”, tada u Z transformatu
varijablu z dijelimo s a. U signalu z4[k], a = 1/2 , z/a = 2z. Slijedi:

2 (422—4zcos2+1)%

1 F z( 422 sin 2—sin
() ksinor] 2 (i)

Primjer 12.1.3 Odredite Z transformaciju konvolucije signala:

k
sin (bk) .

Il[l{?]
.CEQ[/C]

Za navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.

Rjesenje Za Z transformaciju konvolucije signala vrijedi:
> : Nk Z
o1 [k] * zolk] = 3. mifizalk —i27F = X1(2)Xa(2)
i=0

7Z transformacije signala x;[k] i z5[k]:

nlkl=k 5 Xi(2) =
zolk] = sin[pk] Xp(z) = 2mb .

Slijedi:

x1[k] * 2o]k] = ixl[i]@[k _ Z']Z—k EN

z zsinb
(z+1)2 22—2zcosb5+1"

Primjer 12.1.4 Odredite prijenosnu funkciju sustava opisanog diferencijskom
jednadzbom:

y[k] +0.5y [k — 1]+ 1.5y [k — 2] = u[k].
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RjeSenje Prijenosna funkcija odreduje se na mirnom sustavu (sustav ¢iji su poc¢etni
uvjeti jednaki nuli). Za vremenski pomaknute izlazne signale vrijedi:

ylkl = Y(2)

ylk—1 5 W () —y[-1] =2V (2)

ylk—2 5 272V (2) -2 ly[-1] —y[-2 = 22V (2)
ulk] = U(2).

Iz navedenog slijedi prijenosna funkcija diskretnog sustava:

y[k] +05y [k — 1]+ 15y [k — 2] = u[k] =

Y(2) +0527'Y(2) + 1.5272Y (2) = U(2)

Y(2) (140527 +1.5272) = U(z)
_Y(2) 1 22

&) =00 T Tr 0 k1522

G(z) = .
)= Z 05715

12.1.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 12.1.1 Odredite Z transformaciju sljedeéih signala prema definiciji:

1[k] = Sulk]
xolk] = 2ulk — 5]
(k1)
z3lk] = %)
1’4[/{5] = 5]{32
xslk] = 0[k — 1] + 36[k — 3] + 5[k — 5]
xglk] = 2sin [wk]
zrlk] = {2,0,-3,2,1,9,2}

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k£ < 0.

Zadatak 12.1.2 Koristeéi svojstva Z transformacije odredite 7 transformacije
sljedec¢ih diskretnih signala:

x1[k] = plk + 1]
()
l‘g[l{?] = l{ls

walk] = <§>kkcos [34]

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.
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Zadatak 12.1.3 Odredite Z transformaciju konvolucije signala:

- (3

xo|k] = cos [Hk] .

Za navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k£ < 0.

Zadatak 12.1.4 Odredite prijenosnu funkciju sustava opisanog diferencijskom
jednadzbom:
y k] + 1.5y [k — 1] + 0.55y [k — 2] = 2u [k].

12.2 Inverzna Z transformacija

Kako bismo uz pomo¢ Z transformacije rijesili diferencijsku jednadzbu potrebno je
algebarski izraz transformirati u vremenski diskretnu domenu. To ¢emo rijesiti pomocu
inverzne Z transformacije. Inverznu Z transformaciju skra¢eno ¢emo pisati na jedan od
dva nacina:

X(2) 25 2k] il 2[k] = 21X (2)).
Dvije su osnovne metode inverzne 7 transformacije:
1. metoda dijeljenja
2. metoda prostih razlomaka.

Neka je diskretna funkcija X (z) dana relacijom:

I e g S P )

X(2) - , (12.10)
2"+ ap_12" .o+ a1z + ag
tada se metoda dijeljenja svodi na dijeljenje brojnika s nazivnikom:
(bmzm 4 by 2™ bz F bo) : (anz" +a, 12"V +az+ ao) = (12.11)
= Koz "+ Ki2m " L K2R '
ili
X(2) = Koz "+ K 2™ " b L K2 (12.12)

Koristeci tablice Z transformacije uo¢avamo da 2z~ predstavlja kasnjenje d[k] funkcije
za i koraka. Primijenimo ovo svojstvo na izraz ([12.12]):

zlk] = Kod[k + m —n]+ Kidfk+m—n—1]+ ...+ K;0[fk+m—n —i] + ... (12.13)
Izraz (12.12)) prikazuje inverznu Z transformaciju izraza ((12.10)). Pokusajmo metodom

dijeljenja naci inverznu 7 transformaciju jedini¢ne skokovite funkcije:

X(Z):Z:<Z_1):1+2_1+z_2+z_3+...£>
w[k] = 8[k] + 0[k — 1] + [k — 2] + 0]k — 3] + ...

z[k] = Zé[k —i] = plk].
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Dobili smo niz jedini¢nih impulsa za k > 0 §to predstavlja jedini¢nu stepenicu.

Druga metoda se svodi na razvoj diskretne funkcije X (z) (izraza (12.10))) na proste

razlomke: % P K
z z nZ
X(z)= ——+ 2 4+ + .
zZ—p1 Z— P2 Z = Pn

Koeficijenti K, Ks, ..., K,, mogu se dobiti metodom reziduala (Heavisideov razvoj) ili
metodom izjednacavanja koeficijenata uz iste potencije kompleksne varijable z (ove
metode detaljno smo obradili u poglavlju Inverzna Laplaceova transformacija). Kada
se koristi metoda reziduala, tada se najprije diskretna funkcija X (z) podijeli sa z kako
bi se mogla koristiti ista pravila kao i kod inverzne Laplaceove transformacije:
X(z K K. K,

G)_ K | K . (12.15)

z zZ—p1 Z — P2 Z — Pn
Sada se metodom reziduala pronadu koeficijenti K1, Ko, ..., K, te se ponovno funkcija
X(z)/z pomnozi sa z:

(12.14)

Kz Koz K,z
X(z)= 4+ =2 4+ : (12.16)
z — pl Z — p2 Z — pn
Nakon toga se uz pomo¢ tablica napravi inverzna 7 transformacija:
(k] = Ki(p)* + Ka(p2)* + ... + Kolpa)". (12.17)

Koeficijente K, Ko, ..., K, takoder je mogucée naé¢i i metodom izjednacavanja
koeficijenata uz iste potencije kompleksne varijable z. Nakon rastava diskretne
prijenosne funkcije X (2) na proste razlomke inverznu 7 transformaciju napravit éemo
uz pomo¢ tablica koje se nalaze u poglavlju [13| PRILOG.

Primjer 12.2.1 Odredite inverznu 7 transformaciju sljedeéih transformata koristeéi
tablice Z transformacije:

2z
X(z) = z—1
4z
Xa(2) = Tz —2
4
¥
O =

Rjesenje Svi navedeni Z transformati mogu se transformirati u vremenski diskretnu
domenu koriste¢i tablice inverzne Z transformacije. Prije koriStenja tablice Z
transformacije, izraze koje transformiramo u vremenski diskretnu domenu potrebno
je prilagoditi tabli¢nim transformatima:

2z Z
Xl(z):z—lzzz—l

4z 4 =z
XQ(Z)Z?Z—Q:?Z—2

7

4
Xg(Z): 52 :2 2z .

(:—2° 5(z-2)
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12.2 Inverzna Z transformacija

Slijedi:
Xi(2) =25 (k) = 2ulk]
-1 2\ "
X =12y 25 n =4 (2)
2 2 (k) = 2k(2)F

Primjer 12.2.2 Odredite inverznu Z transformaciju sljedeceg transformata:

X(z) = (22—-0.92+0.2)°

RjeSenje Zadanu diskretnu funkciju X (z) u Z domeni potrebno je rastaviti na proste
razlomke i podijeliti ga sa z kako bi se mogla koristiti metoda reziduala:

1

X(z)
(22—-0.92+0.2)°

z

X(z) = (22 —-0.92 + 0.2)/ cT

Nadalje, potrebno je odrediti polove od X (z)/z:

0.9 ++0.9* — 0.8

22 —092+02=0= 2, = 5

09+0.1
212 = 5 = 21 = 05, 29 =04

Sada X (z)/z mozemo zapisati u obliku prostih razlomaka na sljedeé¢i nac¢in:

A B

X(2) .
2—05 z—-04

z

Koeficijente A i B moZzemo izra¢unati metodom reziduala:

L () . 1 _
A= Z1_1>r€5(z —05) z Jo, (z—0.4) 10
. X(z) _ 1
B = lim (= —04)—= =l 5 =10
X(z) 10 10 102 102
= = X(z) = —
.04 Z-05 )= =05 " 7-0a

z

ili metodom izjednacavanja koeficijenata uz iste potencije kompleksne varijable z



156 Z transformacija

X(z) A N B 1
z z2—05 2—-04 (22-0.92+0.2)
A(z—04)+ B(z—0.5) =1
Az —04A+ Bz —-05B =1
A+B=0/-04
—04A—-05B=1
0.4A+04B =0/ -0.4
—04A-05B=1
—01B=1= B=-10
A=-B=10
X(z) —10 10 10z 10z

— X = — .
P WA oy w7

/+(z—=0.5)(z—0.4)

Sada rastavljenu diskretnu funkciju X (z) mozemo transformirati u vremenski dis-
kretnu domenu inverznom Z transformacijom:

X(z) =0 20= 27 ik — 10 (0.5)° — 10+ (0.4)"

Primjer 12.2.3 Odredite prvih pet ¢lanova odziva sustava y[k]| opisanog prijenosnom
funkcijom G(z) na ulaznu pobudu jedini¢ne stepenice:

Pocetni uvjet jednak je nuli.

Rjesenje Prijenosna funkcija diskretnog sustava definirana je kao:

Prvih pet ¢lanova odziva sustava y[k] dobit ¢emo dijeljenjem polinoma (brojnika s
nazivnikom) diskretne funkcije Y (2):
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z z 22

Y(z)zG(Z)U(Z):Z_22_1222—3z+2

(22 —3242) =143 + 722 +1527% + 3174
+22 13242
3z — 2
+32F9+ 6271
7—6z71
+7F 212 + 14272
15271 — 14 272
+152" F45272 430272
31272 — 30273,

Prvih pet ¢lanova odziva su z [k] = {1,3,7,15,31,...}.
Primjer 12.2.4 Sustav je opisan sljede¢om diferencijskom jednadzbom:

ylk]+2y[k—1]+y[k—2] =ulk].

Pocetni su uvjeti: y[—1] = 0, y[—2] = 0. Odredite odziv sustava y[k] pomocu Z
transformacije na pobudu u[k] = 2.

RjeSenje Sustav opisan diferencijskom jednadzbom potrebno je opisati prijenosnom
funkcijom:
Y(z)

G(z) = 0

Koristec¢i svojstva Z trasformacije za zadan sustav vrijedi:

ulk] = U(z)

ylkl = Y(2)

ylk =1  27V(2)+y[-1] =27V (2)

y [k — 2] Z 27V (2) + 27y 1] +y [-2] = 272V (2).

Prijenosna funkcija zadanog sustava je:

y[F +2y[k =1 +y[k—2] = ulk
Y(2)+227 Y (2) +27%Y(2) = U(2) =
Y(2) 1 22 22

G(z) = = ==\
() U(z) 142271427222 2242241

Pobuda sustava u Z domeni je:

ulk] =28 L U(z) = =

z—2"

Sada mozemo izraC¢unati odziv sustava u Z domeni Y'(2):
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22 V4 23

2422412-2 (2+2:4+1)(2—2)

Y(2) = G(x)U(2) =

Odziv sustava u Z domeni potrebno je podijeliti sa z kako bi mogli rastaviti odziv
sustava Y'(z) na proste razlomke:

Y(2) 22

z (24224 1)(2—-2)

Polovi odziva sustava Y'(z) su:

(2 +22+1)(2—2)=0
P2 4+2241=0A2—-2=0
 —2+V4-4

21,2 5 =—1l=z1=—1,2=-1
z—2=0= 23 =2.

S obzirom da imamo viSestruke polove, rastav na proste razlomke je (vidjeti pravila
rastava u poglavlju Inverzna Laplaceova transformacija):

Y (2) A B C

2 _z+1+(2+1)2+z—2'

Koeficijente A, B i C' odredit ¢emo metodom izjednacavanja koeficijenata uz iste
potencije kompleksne varijable z:

Y (2) A B C
= + 5 +
z z+1 (2+41) z—2
A B C 22

/- (F+22+1)(2-2)

cr 1l Gt -2 (Zr2:11)(z-2)
A+ 1)(z=2)+B(z—2)+C(z +1)* = 2
A(Z?=2-2)+B(z=2)+C(z*+2z+1) = 2"
A+C=1=A=1-C

—A+B+2C=0

—2A-2B+C=0
—-14+C+B+2C=0/-(-1)
—2420-2B4+C=0

—B—-3C=-1

—2B+3C =2

—3B_1:>B_—%

1 4
)
A=1-C=-.
9

Uvrstimo sada dobivene koeficijente u rastav na proste razlomke i prilagodimo zapis
za tablicu Z transformacije:
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Y(Z): g _ % + g/-z

z z+1 (Z-|-1)2 z—2
_ 87 32 52

G)= (z+1)° 2-2

_5 T ) LR
C9z—(=1) 3(z—(=1)* 9z—2

Y(2)
Inverznom 7 transformacijom dobili smo odziv sustava:

vl = 51" + Zh-1* + 5@

12.2.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 12.2.1 Odredite inverznu Z transformaciju sljedeéih transformata koristeci
tablice Z transformacije:

4z
Xa(z) = z—1
() =
(3
Xg(Z) =7 33 .
(== 3)

Zadatak 12.2.2 QOdredite inverznu 7 transformaciju sljedeé¢eg transformata:

222

X(2) = .
() = ZZ 3052 1 000)

Zadatak 12.2.3 Odredite prvih Sest ¢lanova odziva sustava y[k] opisanog
prijenosnom funkcijom G(z) na ulaznu pobudu jediniéne stepenice:

G(z) =

z
(2242—0.5) "

Pocetni uvjet jednak je nuli.

Zadatak 12.2.4 Sustav je opisan sljede¢om diferencijskom jednadzbom:

ylk] +3y[k—1]+2y [k —2] =ulk].

[—2] = 0. Odredite odziv sustava y[k] pomocu Z

).

Pocetni su uvjeti: y[—1]

=0,
transformacije na pobudu ulk] =

SN

(
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Poglavlje 13

PRILOG

13.1 Trigonometrijske formule

Trigonometrijski identiteti:

sin (5 —t) = cost cos(§ —t) =sint
sin (—t) = —sint  cos (—t) = cost
sin(m —t) =sint cos(m —t) = —cost
sin?t + cos?t = 1

Adicijski teoremi:

sin (t £ ) = sint cos ¢ £ costsin ¢

cos (t & ) = costcos p F sintsin ¢

tan(t) & tan(yp)
tan (¢t £ ) =
an (¢ £ ) 1 Ftanttanp

Trigonometrijske funkcije dvostrukih argumenata:

sin (2t) = 2sint cost
cos (2t) = cos®t — sin’ ¢
2tant
1 —tan?¢

Trigonometrijske funkcije poloviénih argumenata:

tan (2t) =

t 1— 2
snl -4 cos? (2t)
2 2
t 1 2(2
cos b gy LHcos?(20)
2 2
t sint
tan — =

2 1+ cost
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13.2 Tablica Laplaceovih transformacija

(1) X(s)
o(t) 1
(5<t — to) e‘tos
1
t —
(t) .
e—as
t _
u(t —a) .
n!
t (n:0,1,2, ) 5n+1
ot w
sin w
52 + w?
S
cos wt JER
e—at 1
s+a
1
t —at
¢ (s +a)?
n!
tn —at
€ (S +a n+1
e~ sin wt o
(s + a)? + w?
e~ % cos wt sta
(s +a)? + w?
e x(t) X(s+a)
x(t —a)u(t — a) e X (s)
d"X (s)
—t)"x(t
(~t)a(t) g
x'(t) sX(s) —x(0)
™ (t) s"X(s) — s Vx(0) — -+ — 2(=1(0)
¢
/ 2(r)dr LX(s)
0

lim z(t) lim s X (s)
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13.3 Tablica Z transformacija

X(2)

1

2~ ko

(1—-a)z
(z=1)(z —a)
(2 —a)?
2(z+a)
(2 —a)?
zsin(w)
22— 2zcos(w) + 1

2(z — cos(w))
22— 2zcos(w) + 1

azsin(w)

22 — 2az cos(w) + a?

2(z —acos(w))

22 — 2az cos(w) + a?
zR X (2)
X(a™12)
d"X(z)
dzn
(1-271)X(2)
X(2)G(2)
lim(z — 1)X(2)

z—1
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13.4 Tablica i pravila deriviranja

Pravila deriviranja:

Ako je ¢ konstanta, a u = f (t), v = g (t) funkcije koje imaju derivacije, onda je:

(e) =0, (wv)' = u'v + v'u,
uw)’ uv—v'y
(t)/ =1, (;) =07 v # 0.
(utv) =u £, (5),:—2—7’2/, v # 0.
(cu) = cu/,

Derivacija slozenih funkcija:

Tablica derivacija:

") =nt"' neR, (arccost) = ——L=  [t]<1
(ﬂ)/ = ﬁ, t>0 (arctgt)’ = #,
(sint)’ = cost (arcctgt)’ = —ﬁ,
(cost) = —sint (') =a'lna a>0
(tgt) = g (et = ¢t
(ctgt) = — 1, (nt)' =1 t>0,
(arcsint) = 11_t2 [t]<1 (log,t) = 7= ¢t>0, a>0.
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13.5 Tablica i pravila integriranja

Tablica integrala:

1. [dt=t+C
2. [trdt =104 C (n# —1)

3. [L=Int|+C

4. [etdt=¢"+C

5. [atdt =~ +C, (a>0, a#1)
6. [cost dt =sint+C

7. [sint dt = —cost+ C

8 [L_ —tgt+C

cos? t

9. Siiét:—ctgt—l—C

10. [ 5% = Larctgl + C, (a > 0)

11. [, = Lin|He| 4+ C, (a>0)

12. [ A =T (t+Va? + ) + C, (a > 0)
13. [ %= = arcsint + C, (a > 0)

U [ s =h|t+VE—a|+C, (a>0)

Linearnost integriranja (a i b su konstante):
J(av(t) £ bu(t))dt = [av(t)dt £ [ bu(t)dt
Parcijalno integriranje:

Jo®)du(t) =v(t)u(t) — [ u(t)dv(t)



166 PRILOG




Bibliografija

[1] Elezovi¢, N., Fourierov red i integral, Laplaceova transformacija, Element, Zagreb
2007.

[2] Babi¢, H., SIGNALI I SUSTAVI, FER - Zavod za elektroni¢ke sustave i obradbu
informacija, Zagreb, 1996.

[3] Vranki¢, M., Zbirka zadataka iz sustava i signala, Graphis, Zagreb, 2007.

|4] Karris, S.T., Signals and Systems with MATLAB Computing and Simulink Mode-
ling, 2008.

[5] Sundararajan, D., A PRACTICAL APPROACH TO SIGNALS AND SYSTEMS,
John Wiley & Sons (Asia) Pte Ltd, 2008.

[6] Matika, D., Sustavi digitalnog upravljanja. Graphis, Zagreb, 2005.






	PREDNJA STRANA SIS
	SIGNALI I SUSTAVI
	Uvod
	Vrste signala
	Zadaci za vježbu

	Vrste sustava
	Zadaci za vježbu

	Linearne diferencijalne jednadžbe
	Homogene linearne diferencijalne jednadžbe
	Zadaci za vježbu

	Nehomogene linearne diferencijalne jednadžbe
	Zadaci za vježbu


	Blokovski prikaz sustava
	Zadaci za vježbu

	Impulsni odziv i konvolucijski integral
	Zadaci za vježbu

	Laplaceova transformacija
	Laplaceova transformacija i njena svojstva
	Zadaci za vježbu

	Inverzna Laplaceova transformacija
	Zadaci za vježbu


	Fourierovi redovi
	Zadaci za vježbu

	Svojstva Fourierovih redova, Kompleksni Fourierov red
	Zadaci za vježbu

	Fourierova transformacija
	Zadaci za vježbu

	Linearne diferencijske jednadžbe
	Homogene linearne diferencijske jednadžbe
	Zadaci za vježbu

	Nehomogene linearne diferencijske jednadžbe
	Zadaci za vježbu


	Z transformacija
	Z transformacija i njezina svojstva
	Zadaci za vježbu

	Inverzna Z transformacija
	Zadaci za vježbu


	PRILOG
	Trigonometrijske formule
	Tablica Laplaceovih transformacija
	Tablica Z transformacija
	Tablica i pravila deriviranja
	Tablica i pravila integriranja

	Bibliografija

	stražnja STRANA SIS

