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Predgovor

Tko ºeli ne²to nau£iti, na¢i ¢e na£in;

tko ne ºeli, na¢i ¢e izliku.

Pablo Picasso

Ova je zbirka rije²enih zadataka iz Signala i sustava namijenjena prvenstveno
studentima Stru£nog studija mehatronike na Visokoj tehni£koj ²koli u Bjelovaru koji
slu²aju kolegij Signali i sustavi. Ova se zbirka rije²enih zadatak moºe koristiti i na svim
drugim veleu£ili²tima i sveu£ili²tima koja se u sklopu svog programa bave signalima i
sustavima.

Osnovni je cilj ove zbirke rije²enih zadataka pribliºiti pojmove "signala" i
"sustava" studentima, ali i ostalima koji ¢e £itati i prou£avati ovaj materijal. Zbirka
sadrºi 167 stranica sa 75 rije²enih zadataka i 75 zadataka za vjeºbu. Mnoga su rje²enja
potkrijepljena slikom. Svako poglavlje u uvodnom dijelu sadrºi teorijski dio koji je
potrebno prou£iti za ²to bolje razumijevanje rije²enih zadataka i zadataka za vjeºbu.
Studentima se preporu£uje da najprije prou£e rije²ene zadatke, a nakon toga da
rje²avaju zadatke za vjeºbu. Ispravnost rje²enja provjerena je kori²tenjem softvera
Matlab i Wolfram Matematica.

Autori se zahvaljuju recenzentima prof. dr. sc. Stjepanu Bogdanu s Fakulteta
elektrotehnike i ra£unarstva te mr. sc. Ivanu �umigi s Veleu£ili²ta u Varaºdinu na
korisnim savjetima i sugestijama te lektorici Valentini Purkovi¢ na strpljenju u £itanju
ove zbirke i uskla�ivanju teksta s hrvatskim standardnim jezikom.

Posebno se zahvaljujemo Visokoj tehni£koj ²koli u Bjelovaru na �nancijskoj potpori
bez koje ovo drugo izmijenjeno izdanje zbirke ne bi bilo mogu¢e.

Drugo izmijenjeno izdanje zbirke rije²enih zadataka posve¢ujemo studentima
Stru£nog studija mehatronike Visoke tehni£ke ²kole u Bjelovaru, zbog kojih je ova
zbirka i napisana. U ovom izdanju zbirke ispravljeni su svi uo£eni propusti u prvom
izdanju.

Zoran Vrhovski
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Poglavlje 1

Uvod

Kolegij Signali i sustavi osnovni je kolegij svih tehni£kih fakulteta u svijetu.
Kolegij daje osnovna znanja o signalima i sustavima koja su kasnije vaºna u kolegijima
Automatsko upravljanje i Diskretni sustavi upravljanja na Visokoj tehni£koj ²koli u
Bjelovaru.

Ova zbirka rije²enih zadataka opisuje kontinuirane signale i sustave i diskretne
signale i sustave. Osnovni je cilj kolegija Signali i sustavi nau£iti primjenjivati alate
za rje²avanje diferencijalnih i diferencijskih jednadºbi kojima su opisani kontinuirani i
diskretni sustavi. Sustave ¢emo opisivati diferencijalnim i diferencijskim jednadºbama,
Laplaceovom i Z transformacijom te Fourierovom transformacijom.

Zbirka rije²enih zadataka sadrºi ukupno 14 poglavlja. Prvi dio zbirke opisuje vrste
signala i sustava. S obzirom na koli£inu sadrºaja kojom se bavi podru£je Signala i
sustava, u nastavku ¢emo se zbirke orijentirati na LTI sustave (Linear Time Invariant
System, odnosno linearne vremenski nepromjenjive sustave).

Drugi je dio zbirke posve¢en kontinuiranim sustavima te rje²avanju
diferencijalnih jednadºbi klasi£nim putem i uz pomo¢ Laplaceove transformacije. Na
kraju je drugog dijela zbirke opisan razvoj periodi£nih signala u Fourierov red te
Fourierova transformacija koja predstavlja frekvencijski opis sustava.

Tre¢i je dio zbirke posve¢en diskretnim sustavima te rje²enju diferencijskih
jednadºbi klasi£nim putem i uz pomo¢ Z transformacije.

Svako je poglavlje ove zbirke potkrijepljeno teoretskim uvodom u problematiku
samog poglavlja.

Za provjeru ispravnosti rje²enja zadataka za vjeºbu preporu£ujemo softvere Matlab
i Wolfram Matematica. Sa softverom Matlab susrest ¢emo se na auditornim vjeºbama
iz kolegija Signali i sustavi.

Svi rije²eni zadaci tematski ¢e pratiti predavanja iz kolegija Signali i sustavi na
Visokoj tehni£koj ²koli u Bjelovaru. Redovitim dolaskom na predavanja i redovitim
rje²avanjem ovih zadataka uspjeh ne bi trebao izostati.
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Poglavlje 2

Vrste signala

Signali su matemati£ke funkcije koje predstavljaju �zikalnu veli£inu ili varijablu te
sadrºe informaciju o pona²anju ili prirodi odre�ene pojave. Vrste signala su:

• vremenski kontinuirani signali,

• vremenski diskretni signali,

• periodi£ni signali i aperiodi£ni signali,

• parni i neparni signali

• i drugi.

Signali koji su de�nirani za £itav raspon nezavisne vremenske varijable t i nemaju
prekide nazivaju se vremenski kontinuirani signali (primjer: x(t) = e−t sin(2πt), t ∈
R). Signali koji su de�nirani za diskretne vrijednosti slobodne varijable k nazivaju se
vremenski diskretni signali (primjer: x[k] = e−k sin(2πk), k ∈ Z).

Kontinuirani signal x(t) periodi£an je ako postoji T > 0 takav da za svaki t vrijedi:

x(t) = x(t+ kT ) k = 1, 2, 3, ... (2.1)

Broj T naziva se period signala x(t). Najmanji period (ako postoji) nazivamo osnovni ili
temeljni period signala x(t). Kontinuirani signal x(t) je aperiodi£an ako nije periodi£an.
Zbroj dvaju periodi£nih signala x1(t) i x2(t):

x(t) = x1(t) + x2(t) (2.2)

s osnovnim periodima T1 i T2 bit ¢e periodi£an s periodom T ako ∃p, q ∈ Z takvi da
vrijedi:

T = pT1 = qT2 (2.3)

Signal je paran ako vrijedi:

x(−t) = x(t),∀t, t ∈ R, (2.4)

a neparan ako vrijedi:
x(−t) = −x(t),∀t, t ∈ R. (2.5)

Ako signal x(t) ne zadovoljava relacije (2.4) i (2.5), tada signal nije ni paran ni neparan.



4 Vrste signala

Za umno²ke signala vrijedi:

• paran × paran = paran,

• neparan × paran = neparan,

• neparan × neparan = paran.

Osnovni kontinuirani signali kojima ¢emo se baviti su:

• dirac delta signal δ(t) (slika 2.1 a)),

• jedini£ni step signal µ(t) (slika 2.1 b)),

• rampa r(t) (slika 2.1 c)),

• eksponencijalni signal eσt,

• trigonometrijski signali tipa sin(ωt) i cos(ωt) te

• kombinacije navedenih signala.

Slika 2.1: Neki osnovni kontinuirani signali i njihove de�nicije

Za osnovne kontinuirane signale sa slike 2.1 vrijede sljede¢e relacije:∫ ∞
−∞

δ(t)d = 1

µ(t) =

∫ ∞
0−

δ(t)dt⇒ δ(t) =
d

dt
µ(t)

r(t) =

∫ ∞
0−

µ(t)dt⇒ µ(t) =
d

dt
r(t)

(2.6)

Osnovni diskretni signali kojima ¢emo se baviti su:

• Kronecker delta signal δ[k] (slika 2.2 a)),

• jedini£ni step signal µ[k] (slika 2.2 b)),

• rampa r[k] (slika 2.2 c)),

• eksponencijalni signal eσk,
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• trigonometrijski signali tipa sin(ωk) i cos(ωk) te

• kombinacije navedenih signala.

Slika 2.2: Neki osnovni diskretni signali i njihove de�nicije

Za osnovne diskretne signale sa slike 2.2 vrijede sljede¢e relacije:

∞∑
i=−∞

δ[i] = 1

µ[k] =
k∑
i=0

δ[i]⇒ δ[k] = µ[k]− µ[k − 1]

r[k] =
k∑
i=0

µ[i− 1]⇒ µ[k] = r[k + 1]− r[k]

(2.7)

Transformacijom vremenske varijable t mogu se dobiti novi signali. Sljede¢e su
transformacije vremenske varijable su posebno vaºne:

• Pomak signala

� Pomak signala udesno za vrijednost t0 > 0 provodi se supstitucijom
nezavisne vremenske varijable t s t− t0 (y(t) = x(t− t0)).

� Pomak signala ulijevo za vrijednost t0 < 0 provodi se supstitucijom
nezavisne vremenske varijable t s t+ t0 (y(t) = x(t+ t0)).

• Zrcaljenje signala provodi se promjenom predznaka nezavisne vremenske
varijable t (y(t) = x(−t))

• Skaliranje signala provodi se mnoºenjem nezavisne vremenske varijable t s
konstantom (y(t) = x(at), a > 0). Pri tome:

� ako je a < 1, tada se skaliranje naziva ekspanzijom signala,

� ako je a > 1, tada se skaliranje naziva kompresijom signala.

Primjer 2.1. Nacrtajte kontinuirani vremenski signal:

x(t) =

{
t+ 1 za t ≥ 0
−t+ 1 za t < 0

, t ∈ R.



6 Vrste signala

Rje²enje Kontinuirani signal x(t) sastoji se od dva segmenta. Jedan je segment
de�niran za pozitivnu nezavisnu vremensku varijablu t, a drugi za negativnu nezavisnu
vremensku varijablu t. Signal se moºe nacrtati u koracima kao ²to je prikazano na slici
2.3. Najprije se nacrta jedan segment, zatim drugi pa se ti segmenti zbroje.

Slika 2.3: Graf signala x(t), primjer 2.1.

Primjer 2.2. Nacrtajte diskretni vremenski signal:

x[k] =

{
k + 1 za k > 0
−k + 1 za k < 0

, k ∈ Z.

Rje²enje Diskretni signal x[k] sastoji se od dva segmenta. Jedan segment je
de�niran za pozitivnu nezavisnu diskretnu vremensku varijablu k, a drugi za
negativnu nezavisnu diskretnu vremensku varijablu k. Signal se moºe nacrtati u
koracima kao ²to je prikazano na slici 2.4. Najprije se nacrta jedan segment, zatim
drugi pa se ti segmenti zbroje.

Slika 2.4: Graf signala x[k], primjer 2.2.

Primjer 2.3. Odredite osnovni period sljede¢ih vremenskih signala:

x1(t) = cos (4t)

x2(t) = sin

(
3

2
πt

)
x3(t) = tan (2t)

x4(t) = 4 sin(πt) cos (πt)

x5(t) = t cos t.
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Rje²enje Da bi neki signal bio periodi£an mora vrijediti:

x(t) = x(t+ T ),∀t ∈ R, T > 0

gdje je T osnovni period signala x(t). Za signal x1(t) vrijedi:

x1(t) = cos (4t)

x1(t+ T ) = cos (4 (t+ T )) = cos(4t+ 4T )

S obzirom da je osnovni period signala cos t jednak 2π, tada mora vrijediti:

4T = 2π ⇒ T =
π

2
.

Prema tome, osnovni period signala x1(t) iznosi T = π
2
s. Period trigonometrijskih

signala sin(ωt) i cos(ωt) moºe se izra£unati na temelju kruºne frekvencije ω = 2π
T
.

Relacija za izra£unavanje perioda je T = 2π
ω
. Kruºna frekvencija signala x1(t) = cos (4t)

iznosi ω = 4 rad s−1. Prema tome, osnovni period signala x1(t) iznosi T = 2π
ω

= 2π
4

= π
2

s.

Za signal x2(t) vrijedi:

x2(t) = sin

(
3

2
πt

)
x2(t+ T ) = sin

(
3

2
π (t+ T )

)
= sin

(
3

2
πt+

3

2
πT

)
.

S obzirom da je osnovni period signala sin t jednak 2π, tada mora vrijediti:

3

2
πT = 2π ⇒ T =

4

3
.

Prema tome, osnovni period signala x2(t) iznosi T = 4
3
s. Kruºna frekvencija signala

x2(t) = sin
(
3
2
πt
)
iznosi ω = 3

2
π rad s−1. Prema tome, period signala x2(t) iznosi

T = 2π
ω

= 2π
3
2
π

= 4
3
s.

Za signal x3(t) vrijedi:

x3(t) = tan (2t)

x3(t+ T ) = tan (2 (t+ T )) = tan (2t+ 2T ) .

S obzirom da je osnovni period signala tan t jednak π, tada mora vrijediti:

2T = π ⇒ T =
π

2
.

Prema tome, osnovni period signala x3(t) iznosi T = π
2
s.

Signal x4(t) umnoºak je sinus i kosinus signala istih argumenata. Prema tome,
potrebno je koristiti adicijske formule za sinus dvostrukog kuta:

sin(2t) = 2 sin t cos t.

Primijenimo li adicijsku formulu za sinus dvostrukog kuta na signal x4(t) dobit ¢emo:

x4(t) = 4 sin(πt) cos (πt) = 2 sin (2πt) .
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Sada za signal x4(t) vrijedi:

x4(t) = 2 sin (2πt)

x4(t+ T ) = 2 sin (2π (t+ T )) = 2 sin (2πt+ 2πT ) .

S obzirom da je osnovni period signala sin t jednak 2π, tada mora vrijediti:

2πT = 2π ⇒ T = 1.

Prema tome, osnovni period signala x4(t) iznosi T = 1 s.

Na kraju za signal x5(t) vrijedi:

x5(t) = t cos t

x5(t+ T ) = (t+ T ) cos(t+ T ) = t cos(t+ T ) + T cos(t+ T ).

Osnovni je period cos t signala 2π. Uvrstimo u gornju jednadºbu T = 2π:

x5(t+ 2π) = t cos(t+ 2π) + T cos(t+ 2π) =

t cos t+ T cos t 6= x5(t).

S obzirom da ne vrijedi:

x5(t) = x5(t+ T ),∀t ∈ R, T > 0

signal x5(t) nije periodi£an.

Primjer 2.4. Provjerite periodi£nost sljede¢ih signala:

x1(t) = cos (4t) + cos (10t)

x2(t) = sin

(
3

2
πt

)
+ sin (4πt)

x3(t) = cos (4t) + sin (4πt) .

Za periodi£ne signale odredite osnovni period.

Rje²enje Zbroj dvaju periodi£nih signala dat ¢e periodi£ni signal ako vrijedi:

T = pT1 = qT2, p, q ∈ Z.

Za signal x1(t) vrijedi:

x1(t) = cos (4t) + cos (10t)

x1,1(t) = cos (4t)⇒ T1 =
π

2

x1,2(t) = cos (10t)⇒ T2 =
π

5
.

Za periode signala x1(t) vrijedi:

pT1 = qT2 ⇒ p
π

2
= q

π

5
⇒ p

q
=

2

5
, p = 2, q = 5

T = p
π

2
= π.
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Budu¢i da postoje cijeli brojevi p i q takvi da vrijedi T = pT1 = qT2, tada je signal
x1(t) periodi£an s osnovnim periodom T . Osnovni period signala x1(t) iznosi T = π s.

Za signal x2(t) vrijedi:

x2(t) = sin

(
3

2
πt

)
+ sin (4πt)

x2,1(t) = sin

(
3

2
πt

)
⇒ T1 =

4

3

x2,2(t) = sin (4πt)⇒ T2 =
1

2
.

Za period signala x2(t) vrijedi:

pT1 = qT2 ⇒ p
4

3
= q

1

2
⇒ p

q
=

1
2
4
3

=
3

8
, p = 3, q = 8

T = p
4

3
= 4.

Budu¢i da postoje cijeli brojevi p i q takvi da vrijedi T = pT1 = qT2, tada je signal
x2(t) periodi£an s osnovnim periodom T . Osnovni period signala x2(t) iznosi T = 4 s.

Za signal x3(t) vrijedi:

x3(t) = cos (4t) + sin (4πt)

x3,1(t) = cos (4t)⇒ T1 =
π

2

x3,2(t) = sin (4πt)⇒ T2 =
1

2
.

Za period signala x3(t) vrijedi:

pT1 = qT2 ⇒ p
π

2
= q

1

2
⇒ p

q
=

1
2
π
2

=
1

π
, p = 1, q = π

q /∈ Z.

Budu¢i da ne postoje cijeli brojevi p i q takvi da vrijedi T = pT1 = qT2, signal x3(t)
je aperiodi£an.

Primjer 2.5. Odredite parnost i neparnost sljede¢ih signala:

x1(t) =
(
t2 + 1

)
sin t

x2(t) = t tan t

x3(t) =
(
t3 + t

)
cos t

x4(t) = |t| cos t.

Rje²enje Signal je paran ako vrijedi:

x(−t) = x(t),∀t, t ∈ R,
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a neparan ako vrijedi:
x(−t) = −x(t), ∀t, t ∈ R.

Ostali signali (a to je ve¢ina signala) nisu ni parni ni neparni i mogu se zapisati kao
zbroj parnog i neparnog signala:

x(t) = xp(t) + xn(t).

Za osnovne trigonometrijske signale vrijedi:

• sin(−t) = − sin(t) - neparan signal,

• cos(−t) = cos(t) - paran signal.

Za umnoºak parnih i neparnih signala vrijedi:

• paran × paran = paran,

• neparan × neparan = paran,

• neparan × paran = neparan.

Signal x1(t) moºe se zapisati kao umnoºak dvaju signala:

x1(t) =
(
t2 + 1

)
sin t = x1,1(t)x1,2(t)

x1,1(t) = t2 + 1

x1,2(t) = sin t

x1,1(t) = t2 + 1⇒ x1,1(−t) = (−t)2 + 1 = t2 + 1 = x1,1(t)

x1,2(t) = sin t⇒ x1,2(−t) = sin (−t) = − sin t = −x1,2(t).

Signal x1,1(t) je paran, a signal x1,2(t) je neparan pa je umnoºak ovih dvaju signala
neparan signal.

Signal x2(t) moºe se zapisati kao umnoºak triju signala:

x2(t) = t tan t = t
sin t

cos t
= x2,1(t)x2,2(t)x2,3(t)

x2,1(t) = t⇒ x2,1(−t) = −t = −x2,1(t)
x2,2(t) = sin t⇒ x2,2(−t) = sin (−t) = − sin t = −x2,2(t)

x2,3(t) =
1

cos t
⇒ x2,3(−t) =

1

cos(−t)
=

1

cos t
= x2,3(t).

Signal x2,1(t) je neparan, signal x2,2(t) je neparan, a signal x2,3(t) je paran.
Umnoºak prva dva neparna signala je paran signal, a taj paran signal pomnoºen s
parnim signalom ponovno daje paran signal.

Signal x3(t) moºe se zapisati kao umnoºak dvaju signala:

x3(t) =
(
t3 + t

)
cos t = x3,1(t)x3,2(t)

x3,1(t) = t3 + t⇒ x3,1(−t) = (−t)3 − t = −t3 − t = −x3,1(t)
x3,2(t) = cos t⇒ x3,2(−t) = cos (−t) = cos t = x3,2(t).
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Signal x3,1(t) je neparan, a signal x3,2(t) je paran pa je umnoºak ovih dvaju signala
neparan signal.

Signal x4(t) moºe se zapisati kao umnoºak dvaju signala:

x4(t) = |t| cos t

x4,1(t) = |t| ⇒ x4,1(−t) = |−t| = |t| = x4,1(t)

x4,2(t) = cos t⇒ x4,2(−t) = cos (−t) = cos t = x4,2(t)

Oba signala su parna pa je i njihov umnoºak paran signal. Prema tome, vrijedi:

• x1(t) je neparan signal,

• x2(t) je paran signal,

• x3(t) je neparan signal,

• x4(t) je paran signal.

Primjer 2.6. Sljede¢e signale zapi²ite u obliku zbroja parnog i neparnog signala.

x1(t) = t3 + 2t2 + 3t+ 4

x2(t) = t3 sin t+ t2 tan t

x3(t) = et

x4(t) = t2 + cos t.

Rje²enje Svaki se signal moºe zapisati kao zbroj parnog i neparnog signala:

x(t) = xp(t) + xn(t).

Potrebno je na¢i obrnutu vezu, odnosno kako iz signala dobiti njegovu parnu i neparnu
komponentu:

x(t) = xp(t) + xn(t) ∗
x(−t) = xp(−t) + xn(−t) = xp(t)− xn(t). ∗∗

Zbrojimo li izraz (*) i (**) dobit ¢emo:

xp(t) =
x(t) + x(−t)

2
.

Ako se od izraza (*) oduzme izraz (**) dobit ¢emo:

xn(t) =
x(t)− x(−t)

2
.

Rastavimo sada signal x1(t) na njegov parni i neparni signal:
x1(t) = t3 + 2t2 + 3t+ 4

x1,p(t) =
x1(t) + x1(−t)

2
=
t3 + 2t2 + 3t+ 4− t3 + 2t2 − 3t+ 4

2
=

4t2 + 8

2
= 2t2 + 4

x1,n(t) =
x1(t)− x1(−t)

2
=
t3 + 2t2 + 3t+ 4− (−t3 + 2t2 − 3t+ 4)

2
=

2t3 + 6t

2
= t3 + 3t.
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Signal x2(t) rastavljen na njegov parni i neparni signal je:

x2(t) = t3 sin t+ t2 tan t

x2,p(t) =
x1(t) + x1(−t)

2
=
t3 sin t+ t2 tan t+ (−t)3 sin (−t) + (−t)2 tan (−t)

2
=

=
t3 sin t+ t2 tan t+ t3 sin t− t2 tan t

2
=

2t3 sin t

2
= t3 sin t

x2,n(t) =
x1(t)− x1(−t)

2
=
t3 sin t+ t2 tan t−

(
(−t)3 sin (−t) + (−t)2 tan (−t)

)
2

=

=
t3 sin t+ t2 tan t− t3 sin t+ t2 tan t

2
=

2t2 tan t

2
= t2 tan t.

Signal x3(t) rastavljen na njegov parni i neparni signal je:

x3(t) = et

x3,p(t) =
x1(t) + x1(−t)

2
=
et + e−t

2

x3,n(t) =
x1(t)− x1(−t)

2
=
et − e−t

2
.

Dobiveni signali su hiperbolni signali za koje vrijedi:

x3,p(t) =
et + e−t

2
= cosh t

x3,n(t) =
et − e−t

2
= sinh t.

Parni signal eksponencijalnog signala et je kosinus hiperbolni (cosh t), a neparni
signal je sinus hiperbolni (sinh t).

Signal x4(t) rastavljen na njegov parni i neparni signal je:

x4(t) = t2 + cos t

x4,p(t) =
x4(t) + x4(−t)

2
=
t2 + cos t+ (−t)2 + cos(−t)

2
=
t2 + cos t+ t2 + cos t

2
= t2 + cos t

x4,n(t) =
x4(t)− x4(−t)

2
=
t2 + cos t−

(
(−t)2 + cos(−t)

)
2

=
t2 + cos t− t2 − cos t

2
= 0.

S obzirom da smo parni signal rastavili na zbroj parnog i neparnog signala, logi£no
je da je neparni dio signala jednak nuli.

Primjer 2.7. Izra£unajte sljede¢e integrale:

I1 =

∫ ∞
−∞

x(t)dt

I2 =

∫ −0.5
−4.1

x(t)dt

I3 =

∫ 3.2

0.5

x(t)dt
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ako je:

x(t) = δ(t+ 4)− 3.1δ(t+ 2) + 3.4δ(t+ 1) + 2.4δ(t)− 1.7δ(t− 1) + 2δ(t− 2)− 4δ(t− 3).

Nacrtajte signal x(t).

Rje²enje: Za dirac delta signal vrijedi:∫ ∞
−∞

δ(t)dt = 1

odnosno, povr²ina ispod diracovog signala iznosi jedan.

Slika 2.5: Graf signala x(t), primjer 2.7.

Prvi integral I1 sumira teºine svih dirac delta signala unutar signala x(t):

I1 =

∫ ∞
−∞

x(t)dt

I1 =

∫ ∞
−∞

(
δ(t+ 4)− 3.1δ(t+ 2) + 3.4δ(t+ 1) + 2.4δ(t)

−1.7δ(t− 1) + 2δ(t− 2)− 4δ(t− 3)

)
dt =

=

∫ ∞
−∞

δ(t+ 4)dt− 3.1

∫ ∞
−∞

δ(t+ 2)dt+ 3.4

∫ ∞
−∞

δ(t+ 1)dt+ 2.4

∫ ∞
−∞

δ(t)dt+ ...

...+ 1.7

∫ ∞
−∞

δ(t− 1)dt+ 2

∫ ∞
−∞

δ(t− 2)dt− 4

∫ ∞
−∞

δ(t− 3)dt =

= 1− 3.1 + 3.4 + 2.4− 1.7 + 2− 4 = 0.

Drugi ¢e integral sumirati teºine samo onih dirac delta signala koji se nalaze unutar
intervala [-4.1, -0.5]:
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I2 =

∫ −0.5
−4.1

x(t)dt

I2 =

∫ −0.5
−4.1

(δ(t+ 4)− 3.1δ(t+ 2) + 3.4δ(t+ 1)) dt =

=

∫ −0.5
−4.1

δ(t+ 4)dt− 3.1

∫ −0.5
−4.1

δ(t+ 2)dt+ 3.4

∫ −0.5
−4.1

δ(t+ 1)dt =

= 1− 3.1 + 3.4 = 1.3.

Tre¢i ¢e integral sumirati teºine samo onih dirac delta signala koji se nalaze unutar
intervala [0.5, 3.2]:

I3 =

∫ 3.2

0.5

x(t)dt

I3 =

∫ 3.2

0.5

(−1.7δ(t− 1) + 2δ(t− 2)− 4δ(t− 3)) dt =

= 1.7

∫ 3.2

0.5

δ(t− 1)dt+ 2

∫ 3.2

0.5

δ(t− 2)dt− 4

∫ 3.2

0.5

δ(t− 3)dt =

= −1.7 + 2− 4 = −3.7.

Primjer 2.8. Koriste¢i Eulerovu formulu dokaºite da vrijedi:

cos (ωt) =
ejωt + e−jωt

2

sin (ωt) =
ejωt − e−jωt

2j
.

Rje²enje: Eulerova formula glasi:

ejωt = cos (ωt) + j sin (ωt) .

Kada u eksponentu t zamijenimo s −t dobije se:

e−jωt = cos (ωt)− j sin (ωt) .

Zbrojimo li ove dvije relacije, dobit ¢emo:

ejωt = cos (ωt) + j sin (ωt)

e−jωt = cos (ωt)− j sin (ωt)

}
+

ejωt + e−jωt = 2 cos (ωt) / : 2

cos (ωt) =
ejωt + e−jωt

2
.

Za kosinus signal pokazali smo da vrijedi jednakost zadana zadatkom. Oduzmemo
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li sada dvije navedene relacije Eulerove formule, dobit ¢emo:

ejωt = cos (ωt) + j sin (ωt)

e−jωt = cos (ωt)− j sin (ωt)

}
−

ejωt − e−jωt = 2j sin (ωt) / : 2j

sin (ωt) =
ejωt − e−jωt

2j
.

Ovime smo dokazali ono ²to se u zadatku traºilo.

Primjer 2.9. Za signal na slici 2.6 napravite sljede¢e vremenske transformacije:

y1(t) = x(t− 2)

y2(t) = x(t+ 5)

y3(t) = x(2t)

y4(t) = x(−0.5t)

y5(t) = x(−t+ 3).

Slika 2.6: Graf signala x(t), primjer 2.9.

Rje²enje: Signal y1(t) dobije se kao pomak osnovnog signala x(t) za dva u desno
jer vrijedi da je pomak u desno de�niran kao x(t − t0) ako je t0 > 0 (u ovom slu£aju
t0 = 2). Pomaknuti signal prikazan je na slici 2.7.

Slika 2.7: Graf signala y1(t) = x(t− 2), primjer 2.9.
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Signal y2(t) dobije se kao pomak osnovnog signala x(t) za pet u lijevo jer vrijedi
da je pomak u lijevo de�niran kao x(t + t0) ako je t0 > 0 (u ovom slu£aju t0 = 5).
Pomaknuti signal prikazan je na slici 2.8.

Slika 2.8: Graf signala y2(t) = x(t+ 5), primjer 2.9.

Slika 2.9: Graf signala y3(t) = x(2t), primjer 2.9.

Signal y3(t) dobije se skaliranjem signala x(t). Za y(t) = x(at) i a > 0 vrijedi da se
signal saºima. Saºeti signal prikazan je na slici 2.9.

Signal y4(t) dobije se skaliranjem i zrcaljenjem signala x(t). Za y(t) = x(0.5t) vrijedi
da se signal pro²iruje dva puta (slika 2.10). Nakon skaliranja provodi se zrcaljenje oko
osi ordinata (slika 2.11).
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Slika 2.10: Graf signala x(0.5t), primjer 2.9.

Slika 2.11: Graf signala y4(t) = x(−0.5t), primjer 2.9.

Signal y5(t) dobije se zrcaljenjem i pomakom signala x(t). Za y(t) = x(−t) vrijedi
da se najprije zrcali (slika 2.12). Nakon zrcaljenja provodi se pomak ulijevo za tri (slika
2.15).

Slika 2.12: Graf signala x(−t), primjer 2.9.
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Slika 2.13: Graf signala y5(t) = x(−t+ 3), primjer 2.9.

Postoji i drugi na£in za dobivanje signala y5(t). Za signal y5(t) vrijedi (izlu£i se
minus (-)):

y5(t) = x (− (t− 3))

Sada se najprije vr²i pomak udesno za 3 (slika 2.14), a zatim zrcaljenje oko osi
ordinata (slika 2.15). Preporu£uje se rje²avanje zadataka na ovaj na£in.

Slika 2.14: Graf signala x(−(t− 3)), primjer 2.9.
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Slika 2.15: Graf signala y5(t) = x(−t+ 3), primjer 2.9.

Primjer 2.10. Signal sa slike 2.16 izrazite linearnom kombinacijom jedini£nih
stepenica.

Slika 2.16: Graf signala x(t), primjer 2.10.

Rje²enje: Za jedini£nu stepenicu vrijedi sljede¢a de�nicija:

µ(t) =

{
1 za t > 0
0 za t < 0

Pove¢anje amplitude i pomak jedini£ne stepenice izvodi se na sljede¢i na£in (npr.
pomak signala jednu sekundu udesno i pove¢anje amplitude £etiri puta):

4µ(t− 1) =

{
4 za t > 1
0 za t < 1

Signal x(t) sastoji se od nekoliko jedini£nih stepenica koje su pomaknute i poja£ane
po amplitudi. Svaka nova stepenica po£inje na mjestu prekida. Prva stepenica je
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4µ(t− 1) jer se u prvoj sekundi pojavljuje skok signala. Nakon toga, u tre¢oj sekundi
dolazi do pada signala za jedan. S obzirom da je amplituda prethodnog signala bila
£etiri, potrebno je oduzeti od prethodne stepenice stepenicu pomaknutu udesno za tri
sekunde s amplitudom jedan. Slijede¢i ovu uputu dolazimo do rje²enja:

x(t) = 4µ(t− 1)− µ(t− 3)− 4µ(t− 4)

2.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 2.1. Nacrtajte kontinuirani vremenski signal:

x(t) =

{
t− 1 za t ≥ 0
−2t− 1 za t < 0

, t ∈ R.

Zadatak 2.2. Nacrtajte diskretni vremenski signal:

x[k] =

{
k − 1 za k ≥ 0
−2k − 1 za k < 0

, k ∈ Z.

Zadatak 2.3. Odredite osnovni period sljede¢ih vremenskih signala:

x1(t) = cos (2.5t)

x2(t) = sin (4πt)

x3(t) = cot (3t)

x4(t) = 4 sin(2t) cos (2t)

x5(t) = (t+ 1) sin t.

Zadatak 2.4. Provjerite periodi£nost sljede¢ih signala. Za periodi£ne signale
odredite osnovni period.

x1(t) = cos (5t) + cos (2.5t)

x2(t) = sin (πt) + sin (2.1πt)

x3(t) = cos (3t) + sin

(
3

2
πt

)
.

Zadatak 2.5. Odredite parnost i neparnost sljede¢ih signala:

x1(t) =
(
t2 + 1

)
cos t

x2(t) = t2e−|t|

x3(t) =
(
t3 + t

)
sin t

x4(t) = |t| t.
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Zadatak 2.6. Sljede¢e signale zapi²ite u obliku zbroja parnih i neparnih signala.

x1(t) = 3t3 + 2t2 + t

x2(t) = t3 cos t+ t2 sin t

x3(t) = e−t

x4(t) = t5 + sin t.

Zadatak 2.7. Izra£unajte sljede¢e integrale:

I1 =

∫ ∞
−∞

x(t)dt

I2 =

∫ −0.5
−3.1

x(t)dt

I3 =

∫ 3.2

−0.1
x(t)dt.

ako je:

x(t) = 1.7δ(t+4)+2.13δ(t+3)−1.24δ(t+1)−4δ(t)+1.2δ(t−1)+2.5δ(t−2)+0.7δ(t−3).

Nacrtajte signal x(t).

Zadatak 2.8. Za signal na slici 2.17 napravite sljede¢e vremenske transformacije:

y1(t) = x(t− 3)

y2(t) = x(t+ 4)

y3(t) = x(1.5t)

y4(t) = x(−1.5t)

y5(t) = x(−2t− 6).

Napomena za signal y5(t): Najprije izlu£ite koe�cijent koji se nalazi uz nezavisnu
vremensku varijablu t, (-2(t+3)). Sada je potrebno napraviti skaliranje s dva, nakon
toga pomak ulijevo za 3, a na kraju se signal zrcali (zbog minusa).

Slika 2.17: Graf signala x(t), zadatak 2.8.
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Zadatak 2.9. Signal sa slike 2.18 izrazite linearnom kombinacijom jedini£nih
stepenica.

Slika 2.18: Graf signala x(t), zadatak 2.9.



Poglavlje 3

Vrste sustava

Sustavi se mogu podijeliti s obzirom na:

• Zakonitosti vladanja:

� Linearni sustavi,

� Nelinearni sustavi.

• Pona²anje u vremenu:

� Vremenski promjenjivi sustavi,

� Vremenski nepromjenjivi sustavi.

• Signal u vremenu:

� Kontinuirani sustavi,

� Diskretni sustavi.

• Svojstva signala:

� Deterministi£ki sustavi,

� Nedeterministi£ki sustavi,

� Stohasti£ki sustavi.

• Parametre:

� Sustavi s koncentriranim parametrima,

� Sustavi s raspodijeljenim parametrima.

• Broj pobuda i odziva:

� SISO sustavi (Single input, single output),

� MIMO sustavi (Multiple input, multiple output).

• Memoriju:

� Sustavi s memorijom,

� Sustavi bez memorije.
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• Kauzalnost:

� Kauzalni sustavi,
� Nekauzalni sustavi.

U nastavku ¢emo opisati samo najbitnija svojstva.

Sustav je linearan ako se na njega moºe primijeniti na£elo superpozicije. Neka je
x(t) ulaz u sustav S(·), a y(t) izlaz iz sustava. Za linearan sustav i proizvoljne konstante
α i β vrijedi:

S (αx1(t) + βx2(t)) = αy1(t) + βy2(t) (3.1)

Za sustav koji je opisan linearnim diferencijalnim jednadºbama (vi²e o tome u poglavlju
4) vrijedi da je linearan ako ima konstantne parametre (parametri su teºinski £lanovi
koji stoje uz vremenske derivacije ulaza i izlaza sustava).

Sustav je nelinearan ako nije linearan.

Sustav je vremenski nepromjenjiv ako ne mijenja svoja svojstva (ako su mu
parametri vremenski nepromjenjivi) tijekom vremena t. Ako je ulaz u sustav S(·)
x(t), a izlaz iz sustava y(t), tada za vremenski nepromjenjiv sustav vrijedi ako je
y(t) = S(x(t)) onda je y(t− t0) = S(x(t− t0)).

Kontinuirani sustavi su sustavi u kojima su sve varijable stanja kontinuirane
(kontinuirano se mijenjaju s vremenom). Ovakve sustave mogu¢e je opisati
diferencijalnim jednadºbama (linearnim i nelinearnim).

Diskretni sustavi su sustavi u kojima su sve varijable stanja diskretne (mijenjaju se
u diskretnim vremenskim trenucima). Ovakve sustave mogu¢e je opisati diferencijskim
jednadºbama (linearnim i nelinearnim).

Deterministi£ki sustavi su sustavi u kojima nema neizvjesnosti pri kreiranju
budu¢ih stanja sustava. Deterministi£ki sustav uvijek ¢e proizvesti isti odziv na neku
pobudu u(t) ako je po£etno stanje sustava uvijek isto. Kaºemo da kod deterministi£kog
sustava izlaz moºemo predvidjeti sa stopostotnom sigurno²¢u.

Stohasti£ki sustavi (£e²¢e stohasti£ki ili slu£ajni procesi) su sustavi kod kojih
postoji neodre�enost u kreiranju budu¢ih stanja sustava koji su opisani funkcijama
razdiobe. To zna£i, ako je poznato po£etno stanje sustava, postoje mnoge trajektorije
kojima sustav moºe i¢i iz nekog po£etnog stanja u kona£no pri £emu su neke trajektorije
vi²e vjerojatne, a druge manje vjerojatne.

Nedeterministi£ki sustavi su sustavi u kojima postoji izvjesnost u kreiranju
budu¢ih stanja sustava. Nedeterministi£ki sustav ne¢e uvijek proizvesti isti odziv
na neku pobudu u(t) ako je po£etno stanje sustava uvijek isto. Kaºemo da kod
nedeterministi£kog sustava ne moºemo predvidjeti izlaz.

Primjer 3.1. Odredite linearnost sljede¢ih sustava:

1. y(t) = 3x(t)

2. y(t) = ln (x(t))

3. y(t) = x2(t)

4. y(t) =
∫∞
−∞ 5x(t)dt.
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Rje²enje: Da bi sustav bio linearan mora vrijediti:

S (αx1(t) + βx2(t)) = αy1(t) + βy2(t).

Prema tome, umjesto x(t) potrebno je uvrstiti αx1(t)+βx2(t) i dobiti αy1(t)+βy2(t)
da bi sustav bio linearan.

Za prvi sustav vrijedi:

y(t) = 3x(t)⇒ 3 (αx1(t) + βx2(t)) = 3αx1(t) + 3βx2(t) = αy1(t) + βy2(t).

Sustav je linearan.

Za drugi sustav vrijedi:

y(t) = ln (x(t))⇒ ln (αx1(t) + βx2(t)) 6= α ln (x1(t)) + β ln (x2(t)) = αy1(t) + βy2(t).

Sustav nije linearan, nelinearan je. Za tre¢i sustav vrijedi:

y(t) = x2(t)⇒ (αx1(t) + βx2(t))
2 = α2x1

2(t) + 2αβx2(t)x2(t) + β2x2
2(t) 6=

6= α2x1
2(t) + β2x2

2(t) = αy1(t) + βy2(t).

Sustav nije linearan, nelinearan je. Za £etvrti sustav vrijedi:

y(t) =

∫ ∞
−∞

5 (αx1(t) + βx2(t)) dt⇒
∫ ∞
−∞

5αx1(t)dt+

∫ ∞
−∞

5βx2(t)dt =

= α

∫ ∞
−∞

5x1(t)dt+ β

∫ ∞
−∞

5x2(t)dt = αy1(t) + βy2(t).

Sustav je linearan.

Primjer 3.2. Odredite koji je sustav vremenski promjenjiv, a koji vremenski
nepromjenjiv:

1. y(t) = ex(t) + sin (x(t))

2. y(t) = etx(t).

Rje²enje: Najprije se umjesto x(t) uvrsti x(t − t0), a zatim se provjeri da li je to
jednako y(t− t0). Za prvi sustav vrijedi:

y(t) = ex(t) + sin (x(t))⇒ ex(t−t0) + sin (x(t− t0)) = y(t− t0).

Sustav je vremenski nepromjenjiv. Za drugi sustav vrijedi:

y(t) = etx(t) ⇒ etx(t−t0) 6= e(t−t0)x(t−t0) = y(t− t0).

Sustav je vremenski promjenjiv.
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3.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 3.1. Odredite linearnost sljede¢ih sustava:

1. y(t) = 7x(t)

2. y(t) = sin (x(t))

3. y(t) = x3(t)

4. y(t) = dx(t)
dt

.

Zadatak 3.2. Odredite koji je sustav vremenski promjenjiv, a koji vremenski
nepromjenjiv:

1. y(t) = ex(t) + cos (x2(t))

2. y(t) = tex(t).



Poglavlje 4

Linearne diferencijalne jednadºbe

4.1 Homogene linearne diferencijalne jednadºbe

Sustavi koje ¢emo opisivati linearnim diferencijalnim jednadºbama (u nastavku LDJ)
su kontinuirani linearni i vremenski nepromjenjivi sustavi (LTI Linear Time � Invariant
Systems).

Op¢a LDJ ima oblik:

any
(n)(t) + ...+ a2y

′′(t) + a1y
′(t) + a0y(t) = bmu

(m)(t) + ...+ b1u
′(t) + b0u(t) (4.1)

gdje su:

• an, an−1, ..., a0, bm, bm−1, ..., bo konstantni parametri LDJ,

• n je red LDJ, n ≥ m.

Desnu stranu izraza (4.1) ozna£imo s f(t):

f(t) = bmu
(m)(t) + ...+ b1u

′(t) + b0u(t). (4.2)

Totalni odziv sustava opisanog LDJ zbroj je homogenog yh(t) i partikularnog yp(t)
rje²enja:

y(t) = yh(t) + yp(t). (4.3)

LDJ za koju vrijedi f(t) = 0 naziva se homogena diferencijalna jednadºba (4.4):

any
(n)(t) + ...+ a2y

′′(t) + a1y
′(t) + a0y(t) = 0. (4.4)

Homogena LDJ nema partikularnog rje²enja (yp(t) = 0). Za homogenu LDJ
pretpostavljamo homogeno rje²enje:

yh(t) = Ceλt. (4.5)

koje uvrstimo u LDJ (4.4) te izra£unamo karakteristi£ne vrijednosti (korijene) LDJ
(sustava):

any
(n)(t) + ...+ a2y

′′(t) + a1y
′(t) + a0y(t) = 0

an
(
Ceλt

)(n)
+ ...+ a2

(
Ceλt

)′′
+ a1

(
Ceλt

)′
+ a0Ce

λt = 0

anλ
nCeλt + ...+ a2λ

2Ceλt + a1λCe
λt + a0Ce

λt = 0(
anλ

n + ...+ a2λ
2 + a1λ+ a0

)
Ceλt = 0

anλ
n + ...+ a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0.

(4.6)
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Homogena rje²enja LDJ ovise o karakteristi£nim vrijednostima LDJ:

anλ
n + ...+ a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0. (4.7)

• Ako su korijeni realni i razli£iti, pretpostavljeno homogeno rje²enje je:

yh(t) =
n∑
i=1

Cie
λit

yh(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t + ...+ Cne
λnt.

• Ako su korijeni realni i vi²estruki, pretpostavljeno homogeno rje²enje je:

yh(t) =
(
C1 + C2t+ ...+ Ckt

k−1) eλ1t +
n∑

i=k+1

Cie
λit

yh(t) =
(
C1 + C2t+ ...+ Ckt

k−1) eλ1t + Ck+1e
λk+1t + ...+ Cne

λnt.

• Ako su korijeni konjugirano kompleksni, pretpostavljeno homogeno rje²enje je:

yh(t) = eσt (C1 sin (ωt) + C2 cos (ωt)) +
n∑
i=3

Cie
λit

yh(t) = eσt (C1 sin (ωt) + C2 cos (ωt)) + C3e
λ3t + ...+ Cne

λnt.

Nakon ²to prona�emo homogeno rje²enje LDJ nepoznate koe�cijente
C1, C2, C3, ..., Cn izra£unamo na temelju po£etnih uvjeta:

y(0), y′(0), y′′(0), ..., y(n−1)(0). (4.8)

Po£etne uvjete uvrstimo u sljede¢i set jednadºbi (ukoliko su korijeni jednostruki i
realni):

y(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t + ...+ Cne
λnt

y′(t) = C1λ1e
λ1t + C2λ2e

λ2t + ...+ Cnλne
λnt

.

.

.

y(n−1)(t) = C1λ1
n−1eλ1t + C2λ2

n−1eλ2t + ...+ Cnλn
n−1eλnt.

(4.9)

Uvrstimo li t = 0 u relaciju (4.9) dobit ¢emo n jednadºbi s n nepoznanica
(koe�cijenata C1, C2, C3, ..., Cn):

y(0) = C1 + C2 + ...+ Cn

y′(0) = C1λ1 + C2λ2 + ...+ Cnλn

.

.

.

y(n−1)(0) = C1λ1
n−1 + C2λ2

n−1 + ...+ Cnλn
n−1.

(4.10)
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Primjer 4.1.1. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y′′(t) + 2y′(t) + 0.75y(t) = 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 1.2, y(0) = 2.3. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijalne jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Rje²enje: Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh(t) = Ceλt. Pretpostavljeno
rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadºbu te se tako dobije
karakteristi£na jednadºba:

yh
′′(t) + 2yh

′(t) + 0.75yh(t) = 0

yh(t) = Ceλt

yh
′(t) = λCeλt

yh
′′(t) = λ2Ceλt

λ2Ceλt + 2λCeλt + 0.75Ceλt = 0

Ceλt
(
λ2 + 2λ+ 0.75

)
= 0

λ2 + 2λ+ 0.75 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene jednadºbe:

λ2 + 2λ+ 0.75 = 0

λ1,2 =
−2±

√
4− 3

2
=
−2± 1

2
λ1 = −1.5, λ2 = −0.5.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su realni i razli£iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t

y(t) = yh(t) = C1e
−1.5t + C2e

−0.5t.

U op¢e homogeno rje²enje i u derivaciju op¢eg homogenog rje²enja uvrstimo t = 0
te izra£unamo koe�cijente C1, C2:

y(t) = C1e
−1.5t + C2e

−0.5t

y′(t) = −1.5C1e
−1.5t − 0.5C2e

−0.5t

y(0) = C1 + C2 = 2.3

y′(0) = −1.5C1 − 0.5C2 = 1.2/ · 2
C1 + C2 = 2.3

−3C1 − C2 = 2.4

−2C1 = 4.7

C1 = −2.35

C2 = 2.3− C2 = 4.65.
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Rje²enje homogene diferencijalne jednadºbe y′′(t) + 2y′(t) + 0.75y(t) = 0 je
(slika 4.1):

y(t) = −2.35e−1.5t + 4.65e−0.5t, t > 0.

Slika 4.1: Rje²enje homogene diferencijalne jednadºbe y′′(t) + 2y′(t) + 0.75y(t) = 0,
po£etni uvjeti: y′(0) = 1.2, y(0) = 2.3.

Primjer 4.1.2. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y′′(t) + 2y′(t) + 5y(t) = 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = −1, y(0) = 1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijalne jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Rje²enje: Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh(t) = Ceλt. Pretpostavljeno rje²enje
uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadºbu te dobijemo karakteristi£na jednadºba:

yh
′′(t) + 2yh

′(t) + 5yh(t) = 0

yh(t) = Ceλt

yh
′(t) = λCeλt

yh
′′(t) = λ2Ceλt

λ2Ceλt + 2λCeλt + 5Ceλt = 0

Ceλt
(
λ2 + 2λ+ 5

)
= 0

λ2 + 2λ+ 5 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene jednadºbe:

λ2 + 2λ+ 5 = 0

λ1,2 =
−2±

√
4− 20

2
=
−2±

√
−16

2
=
−2± j4

2
λ1,2 = −1± j2 = σ ± jω.
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Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su konjugirano kompleksni pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh(t) = eσt (C1 sin (ωt) + C2 cos (ωt))

y(t) = yh(t) = e−t (C1 sin (2t) + C2 cos (2t)) .

U op¢e homogeno rje²enje i u derivaciju op¢eg homogenog rje²enja uvrstimo t = 0
te izra£unamo koe�cijente C1, C2:

y(t) = e−t (C1 sin (2t) + C2 cos (2t))

y′(t) = −e−t (C1 sin (2t) + C2 cos (2t)) + e−t (C12 cos (2t)− 2C2 sin (2t))

y(0) = C2 = 1

y′(0) = −C2 + 2C1 = −1

C1 = 0.

Rje²enje homogene diferencijalne jednadºbe y′′(t) + 2y′(t) + 5y(t) = 0 je (slika 4.2):

y(t) = e−t cos (2t) , t > 0.

Slika 4.2: Rje²enje homogene diferencijalne jednadºbe y′′(t)+2y′(t)+5y(t) = 0, po£etni
uvjeti: y′(0) = −1, y(0) = 1.

Primjer 4.1.3. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y′′(t) + 4y′(t) + 4y(t) = 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 0, y(0) = 1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijalne jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Rje²enje: Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh(t) = Ceλt. Pretpostavljeno
rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadºbu te se tako dobije
karakteristi£na jednadºba:



32 Linearne diferencijalne jednadºbe

y′′h(t) + 4yh
′(t) + 4yh(t) = 0

yh(t) = Ceλt

yh
′(t) = λCeλt

yh
′′(t) = λ2Ceλt

λ2Ceλt + 4λCeλt + 2Ceλt = 0

Ceλt
(
λ2 + 4λ+ 4

)
= 0

λ2 + 4λ+ 4 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene jednadºbe:

λ2 + 4λ+ 4 = 0

λ1,2 =
−4±

√
16− 16

2
= −2

λ1 = −2, λ2 = −2.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su dvostruki pa prema tome pretpostavljamo
sljede¢e homogeno rje²enje:

yh(t) = eλ1t (C1 + C2t)

y(t) = yh(t) = e−2t (C1 + C2t) .

U op¢e homogeno rje²enje i u derivaciju op¢eg homogenog rje²enja uvrstimo t = 0
te se izra£unaju koe�cijenti C1, C2:

y(t) = e−2t (C1 + C2t)

y′(t) = −2e−2t (C1 + C2t) + e−2tC2

y(0) = C1 = 1

y′(0) = −2C1 + C2 = 0

C2 = 2C1 = 2.

Rje²enje homogene diferencijalne jednadºbe y′′(t) + 4y′(t) + 4y(t) = 0 je (slika 4.3):

y(t) = e−2t (1 + 2t) , t > 0.
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Slika 4.3: Rje²enje homogene diferencijalne jednadºbe y′′(t)+4y′(t)+4y(t) = 0, po£etni
uvjeti: y′(0) = 0, y(0) = 1.

4.1.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 4.1.1. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y′′(t) + 2.25y′(t) + 1.25y(t) = 0

Po£etni uvjeti su: y′(0) = −1, y(0) = 1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijalne jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 4.1.2. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y′′(t) + y′(t) + 4y(t) = 0

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 1, y(0) = 1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijalne jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 4.1.3. Sustav je opisan homogenom diferencijalnom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y′′(t) + 6y′(t) + 9y(t) = 0

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 0, y(0) = −1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijalne jednadºbe (homogeni odziv sustava).

4.2 Nehomogene linearne diferencijalne jednadºbe

Op¢a LDJ ima oblik:

any
(n)(t) + ...+ a2y

′′(t) + a1y
′(t) + a0y(t) = bmu

(m)(t) + ...+ b1u
′(t) + b0u(t). (4.11)

gdje su:
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• an, an−1, ..., a0, bm, bm−1, ..., bo konstantni parametri LDJ,

• n je red LDJ, n ≥ m.

Desnu stranu izraza (4.11) ozna£imo s f(t):

f(t) = bmu
(m)(t) + ...+ b1u

′(t) + b0u(t). (4.12)

Totalni odziv sustava opisanog LDJ je zbroj homogenog yh(t) i partikularnog yp(t)
rje²enja:

y(t) = yh(t) + yp(t). (4.13)

LDJ za koju vrijedi f(t) 6= 0 naziva se nehomogena diferencijalna jednadºba (4.14):

any
(n)(t) + ...+ a2y

′′(t) + a1y
′(t) + a0y(t) = f(t). (4.14)

Partikularna rje²enja sustava ovise o funkciji f(t).

• Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = B0 +B1t+ ...+BM t
M ,

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = K0 +K1t+ ...+KM t
M .

• Za funkciju f(t) oblika:
f(t) = B,

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = K.

• Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = Beat, a 6= λ1, λ2, λ3, ..., λn,

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = Keat.

• Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = Beat, a = λ1 = λ2 = ... = λk, a 6= λk+1, λk+2, ..., λn,

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = Ktkeat.
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• Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = BeattM , a 6= λ1, λ2, λ3, ..., λn,

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = eat
(
K0 +K1t+ ...+KM t

M
)
.

• Za funkciju f(t) oblika:
f(t) = B cosω0t,

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = K1 cosω0t+K2 sinω0t.

• Za funkciju f(t) oblika:
f(t) = B sinω0t,

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = K1 cosω0t+K2 sinω0t.

Pretpostavljeno partikularno rje²enje yp(t) = K1 cosω0t+K2 sinω0tmoºe se zapisati
u obliku:

yp(t) = A sin(ω0t+ ϕ) = A cos(ϕ) sin(ω0t) + A sin(ϕ) cos(ω0t), (4.15)

gdje je A amplituda, a ϕ fazni pomak partikularnog rje²enja yp(t) u odnosu na
funkciju f(t). Amplituda i fazni pomak mogu se izra£unati pomo¢u sljede¢ih relacija:

A =
√
K2

1 +K2
2

ϕ = tan−1K1

K2
.

(4.16)

Ako je funkcija f(t) linearna kombinacija navedenih oblika funkcija, tada ¢e
pretpostavljeno partikularno rje²enje biti linearna kombinacija navedenih oblika
partikularnih rje²enja.

• Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = A+Beat, a 6= λ1, λ2, λ3, ..., λn

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = K1 +K2e
at

• Za funkciju f(t) oblika:
f(t) = A+B sinω0t.

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = K1 +K2 cosω0t+K3 sinω0t.
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• Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = At+Beat, a 6= λ1, λ2, λ3, ..., λn

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = K1 +K2t+K3e
at.

• Za funkciju f(t) oblika:

f(t) = At+B sinω0t

pretpostavljeno partikularno rje²enje je:

yp(t) = K1 +K2t+K3 cosω0t+K4 sinω0t.

Nakon ²to odredimo partikularno rje²enje yp(t), potrebno je rije²iti homogenu LDJ
tako da postavimo f(t) = 0. Nepoznate koe�cijente C1, C2, C3, ..., Cn ra£unamo na
temelju po£etnih uvjeta:

y(0), y′(0), y′′(0), ..., y(n−1)(0). (4.17)

Po£etne uvjete uvrstimo u totalni odziv (4.13):

y(t) = yh(t) + yp(t)

y′(t) = yh
′(t) + yp

′(t)

.

.

.

y(n−1)(t) = yh
(n−1)(t) + yp

(n−1)(t).

(4.18)

Uvrstimo li t = 0 u relaciju (4.18) dobije se n jednadºbi s n nepoznanica
(koe�cijenata C1, C2, C3, ..., Cn):

y(0) = yh(0) + yp(0)

y′(0) = yh
′(0) + yp

′(0)

.

.

.

y(n−1)(0) = yh
(n−1)(0) + yp

(n−1)(0).

(4.19)
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Primjer 4.2.1. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 0.3y′(t) + 0.02y(t) = 12, t ≥ 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijalne jednadºbe (totalni odziv sustava).

Rje²enje: Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i
partikularnog rje²enja:

y(t) = yh(t) + yp(t).

Prvo ¢emo rije²iti op¢u homogenu jednadºbu (f(t) = 0), zatim prona¢i
partikularno rje²enje te ¢emo na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odrediti
koe�cijente C1, C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh(t) = Ceλt.
Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadºbu te tako
dobijemo karakteristi£nu jednadºbu. Homogena diferencijalna jednadºba sustava je:

y′′(t) + 0.3y′(t) + 0.02y(t) = 0.

Slijedi op¢e homogeno rje²enje diferencijalne jednadºbe:

yh
′′(t) + 0.3yh

′(t) + 0.02yh(t) = 0

yh(t) = Ceλt

yh
′(t) = λCeλt

yh
′′(t) = λ2Ceλt

λ2Ceλt + 0.3λCeλt + 0.02Ceλt = 0

Ceλt
(
λ2 + 0.3λ+ 0.02

)
= 0

λ2 + 0.3λ+ 0.02 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene jednadºbe:

λ2 + 0.3λ+ 0.02 = 0

λ1,2 =
−0.3±

√
0.09− 0.08

2
=
−0.3± 0.1

2
λ1 = −0.2, λ2 = −0.1.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su realni i razli£iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t

yh(t) = C1e
−0.2t + C2e

−0.1t.

Koe�cijente C1 i C2 ¢emo izra£unati nakon ²to prona�emo partikularno rje²enje.
S obzirom da je funkcija f(t) oblika konstante, pretpostavljamo sljede¢e partikularno
rje²enje:

yp(t) = K.
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Pretpostavljeno partikularno rje²enje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadºbu sustava:

yp
′′(t) + 0.3yp

′(t) + 0.02yp(t) = 12

yp(t) = K

y′p(t) = 0

y′′p(t) = 0

1 · 0 + 0.3 · 0 + 0.02K = 12

K = 600

te dobijemo partikularno rje²enje sustava:

yp(t) = 600.

Totalni odziv sustava je:

y(t) = C1e
−0.2t + C2e

−0.1t + 600, t > 0.

Iskoristimo po£etne uvjete kako bismo izra£unali koe�cijente C1 i C2. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo t = 0:

y(t) = C1e
−0.2t + C2e

−0.1t + 600

y′(t) = −0.2C1e
−0.2t +−0.1C2e

−0.1t

y(0) = C1 + C2 + 600 = 0

y′(0) = −0.2C1 − 0.1C2 = 0⇒ C2 = −2C1

C1 + C2 = −600⇒ C1 − 2C1 = −600⇒ C1 = 600

C2 = −1200.

Totalni odziv sustava je (slika 4.4):

y(t) = 600e−0.2t − 1200e−0.1t + 600, t > 0.

Slika 4.4: Rje²enje nehomogene diferencijalne jednadºbe y′′(t)+0.3y′(t)+0.02y(t) = 12,
po£etni uvjeti: y′(0) = 0, y(0) = 0.
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Primjer 4.2.2. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 1.3y′(t) + 0.3y(t) = 3t2, t ≥ 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijalne jednadºbe (totalni odziv sustava).

Rje²enje: Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i
partikularnog rje²enja:

y(t) = yh(t) + yp(t).

Prvo ¢emo rije²iti op¢u homogenu jednadºbu (f(t) = 0), zatim prona¢i partikularno
rje²enje te ¢emo na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odrediti koe�cijente C1,
C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh(t) = Ceλt.

Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadºbu te tako
dobijemo karakteristi£nu jednadºbu. Homogena diferencijalna jednadºba sustava je:

y′′(t) + 1.3y′(t) + 0.3y(t) = 0.

Slijedi op¢e homogeno rje²enje diferencijalne jednadºbe:

yh
′′(t) + 1.3yh

′(t) + 0.3yh(t) = 0

yh(t) = Ceλt

yh
′(t) = λCeλt

yh
′′(t) = λ2Ceλt

λ2Ceλt + 1.3λCeλt + 0.3Ceλt = 0

Ceλt
(
λ2 + 1.3λ+ 0.3

)
= 0

λ2 + 1.3λ+ 0.3 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene jednadºbe:

λ2 + 1.3λ+ 0.3 = 0

λ1,2 =
−1.3±

√
1.69− 1.2

2
=
−1.3± 0.7

2
λ1 = −1, λ2 = −0.3.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su realni i razli£iti pa prema tome pretpostav-
ljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t

yh(t) = C1e
−t + C2e

−0.3t.

Koe�cijente C1 i C2 ¢emo izra£unati nakon ²to prona�emo partikularno rje²enje.
S obzirom da je funkcija f(t) oblika polinoma, pretpostavljamo sljede¢e partikularno
rje²enje:

yp(t) = K0 +K1t+K2t
2.
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Pretpostavljeno partikularno rje²enje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadºbu sustava:

yp
′′(t) + 1.3yp

′(t) + 0.3yp(t) = 3t2

yp(t) = K0 +K1t+K2t
2

y′p(t) = K1 + 2K2t

y′′p(t) = 2K2

2K2 + 1.3 (K1 + 2K2t) + 0.3
(
K0 +K1t+K2t

2
)

= 3t2

0.3K2t
2 + 2.6K2t+ 0.3K1t+ 2K2 + 1.3K1 + 0.3K0 = 3t2

0.3K2 = 3⇒ K2 = 10

2.6K2 + 0.3K1 = 0⇒ 0.3K1 = −2.6K2 ⇒ K1 = −260

3
2K2 + 1.3K1 + 0.3K0 = 0⇒ 0.3K0 = −2K2 − 1.3K1

0.3K0 = −20 +
338

3
/0.3

K0 =

(
−60 + 338

3

)
10

3
=

2780

9

te dobijemo partikularno rje²enje sustava:

yp(t) =
2780

9
− 260

3
t+ 10t2.

Totalni odziv sustava je:

y(t) = C1e
−t + C2e

−0.3t +
2780

9
− 260

3
t+ 10t2, t > 0.

Iskoristimo po£etne uvjete kako bismo izra£unali koe�cijente C1 i C2. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo t = 0:

y(t) = C1e
−t + C2e

−0.3t +
2780

9
− 260

3
t+ 10t2

y′(t) = −C1e
−t − 0.3C2e

−0.3t − 260

3
+ 20t

y(0) = C1 + C2 +
2780

9
= 0⇒ C1 + C2 = −2780

9

y′(0) = −C1 − 0.3C2 −
260

3
= 0⇒ −C1 − 0.3C2 =

260

3

C1 + C2 = −2780

9

−C1 − 0.3C2 =
260

3

0.7C2 = −2780

9
+

780

9
= −2000

9

C2 = −20000

63

C1 = −2780

9
+

20000

63
=

60

7
.
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Totalni odziv sustava je (slika 4.5):

y(t) =
60

7
e−t − 20000

63
e−0.3t +

2780

9
− 260

3
t+ 10t2, t > 0.

Slika 4.5: Rje²enje nehomogene diferencijalne jednadºbe y′′(t)+1.3y′(t)+0.3y(t) = 3t2,
po£etni uvjeti: y′(0) = 0, y(0) = 0.

Primjer 4.2.3. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = sin t, t ≥ 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijalne jednadºbe (totalni odziv sustava).

Rje²enje: Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i
partikularnog rje²enja:

y(t) = yh(t) + yp(t).

Prvo ¢emo rije²iti op¢u homogenu jednadºbu (f(t) = 0), zatim prona¢i partikularno
rje²enje te ¢emo na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odrediti koe�cijente C1,
C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh(t) = Ceλt.

Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadºbu te tako
dobijemo karakteristi£nu jednadºbu. Homogena diferencijalna jednadºba sustava je:

y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = 0.

Slijedi op¢e homogeno rje²enje diferencijalne jednadºbe:
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yh
′′(t) + 5yh

′(t) + 6yh(t) = 0

yh(t) = Ceλt

yh
′(t) = λCeλt

yh
′′(t) = λ2Ceλt

λ2Ceλt + 5λCeλt + 6Ceλt = 0

Ceλt
(
λ2 + 5λ+ 6

)
= 0

λ2 + 5λ+ 6 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene jednadºbe:

λ2 + 5λ+ 6 = 0

λ1,2 =
−5±

√
25− 24

2
=
−5± 1

2
λ1 = −3, λ2 = −2.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su realni i razli£iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t

yh(t) = C1e
−3t + C2e

−2t.

Koe�cijente C1 i C2 ¢emo izra£unati nakon ²to prona�emo partikularno rje²enje. S
obzirom da je funkcija f(t) oblika sinus funkcije pretpostavljamo sljede¢e partikularno
rje²enje:

yp(t) = K1 cos t+K2 sin t.

Pretpostavljeno partikularno rje²enje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadºbu sustava:

yp
′′(t) + 5yp

′(t) + 6yp(t) = sin t

yp(t) = K1 cos t+K2 sin t

y′p(t) = −K1 sin t+K2 cos t

y′′p(t) = −K1 cos t−K2 sin t

−K1 cos t−K2 sin t+ 5 (−K1 sin t+K2 cos t) + 6 (K1 cos t+K2 sin t) = sin t

−K2 sin t− 5K1 sin t+ 6K2 sin t−K1 cos t+ 5K2 cos t+ 6K1 cos t = sin t

−5K1 + 5K2 = 1

5K2 + 5K1 = 0⇒ K1 = −K2

10K2 = 1⇒ K2 = 0.1

K1 = −0.1

te dobijemo partikularno rje²enje sustava:

yp(t) = −0.1 cos t+ 0.1 sin t.
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Partikularno rje²enje se u ovom slu£aju moºe zapisati u obliku relacije (4.15). Prema
relaciji (4.16) amplituda i faza jednaki su (K1 = −0.1, K2 = 0.1):

A =
√
K2

1 +K2
2 =

√
(−0.1)2 + 0.12 = 0.1414

ϕ = tan−1K1

K2
= tan−1−0.1

0.1
= −π

4
.

Partikularno rje²enje, prema relaciji (4.15), ima sljede¢i oblik:

yp(t) = 0.1414 sin
(
t− π

4

)
.

Totalni odziv sustava je:

y(t) = C1e
−3t + C2e

−2t − 0.1 cos t+ 0.1 sin t, t > 0.

Iskoristimo po£etne uvjete kako bismo izra£unali koe�cijente C1 i C2. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo t = 0:

y(t) = C1e
−3t + C2e

−2t − 0.1 cos t+ 0.1 sin t

y′(t) = −3C1e
−3t − 2C2e

−2t + 0.1 sin t+ 0.1 cos t

y(0) = C1 + C2 − 0.1 = 0

y′(0) = −3C1 − 2C2 + 0.1 = 0

C1 + C2 = 0.1/ · 3
−3C1 − 2C2 = −0.1

3C1 + 3C2 = 0.3

−3C1 − 2C2 = −0.1

C2 = 0.2

C1 = 0.1− C2 = −0.1.

Totalni odziv sustava je (slika 4.6):

y(t) = −0.1e−3t + 0.2e−2t − 0.1 cos t+ 0.1 sin t, t > 0.

Slika 4.6: Rje²enje nehomogene diferencijalne jednadºbe y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = sin t,
po£etni uvjeti: y′(0) = 0, y(0) = 0.
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Primjer 4.2.4. Na slici 4.7 prikazan je RLC krug.

Slika 4.7: RLC krug

Odredite diferencijalnu jednadºbu RLC kruga.

Rje²enje: Sustav sa slike 4.7 moºemo opisati sljede¢im diferencijalnim jednadºbama:

uul(t) = Ri(t) + L
di(t)

dt
+

1

C

∫ t

0

i(τ)dτ

uiz(t) =
1

C

∫ t

0

i(τ)dτ

gdje je:

• Ri(t) - pad napona na otporniku,

• Ldi(t)
dt

- pad napona na induktivitetu,

• 1
C

∫ t
0
i(τ)dτ - pad napona na kondenzatoru,

• uul(t) - ulazni napon,

• uiz(t) - izlazni napon.

Nadalje, s obzirom na ulaz i izlaz sustava potrebno je eliminirati struju i(t):

uul(t) = Ri(t) + L
di(t)

dt
+

1

C

∫ t

0

i(τ)dτ ⇒ uul(t) = Ri(t) + L
di(t)

dt
+ uiz(t)

uiz(t) =
1

C

∫ t

0

i(τ)dτ/
d

dt
⇒ u′iz(t) =

1

C
i(t)⇒ i(t) = Cu′iz(t)/

d

dt
⇒ i′(t) = Cu′′iz(t)

uul(t) = RCu′iz(t) + LCu′′iz(t) + uiz(t)

LCu′′iz(t) +RCu′iz(t) + uiz(t) = uul(t).

Diferencijalna jednadºba sustava RLC kruga sa slike 4.7 je:

LCu′′iz(t) +RCu′iz(t) + uiz(t) = uul(t).

Radi jednostavnosti izlazni napon uiz(t) moºemo zamijeniti s y(t), a ulazni napon
uul(t) s u(t):
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LCy′′(t) +RCy′(t) + y(t) = u(t).

Neka uz najvi²u derivaciju izlaza stoji jedinica (podijelimo cijelu jednadºbu s LC):

y′′(t) +
R

L
y′(t) +

1

LC
y(t) =

1

LC
u(t).

Primjer 4.2.5. Odredite odziv sustava RLC kruga sa slike 4.7 ako vrijedi: L = 1 H,
C = 0.5 F, R = 1 Ω, u(t) = 5 V. Svi po£etni uvjeti jednaki su nuli.

Rje²enje: Diferencijalna jednadºba RLC kruga je: y′′(t)+ R
L
y′(t)+ 1

LC
y(t) = 1

LC
u(t).

U diferencijalnu jednadºbu RLC kruga uvrstimo parametre i ulazni signal (pobudu) te
dobijemo:

y′′(t) + y′(t) + 2y(t) = 2u(t).

Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i partikularnog
rje²enja:

y(t) = yh(t) + yp(t).

Prvo ¢emo rije²iti op¢u homogenu jednadºbu (f(t) = 0), zatim prona¢i partikularno
rje²enje te ¢emo na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odrediti koe�cijente C1,
C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh(t) = Ceλt.

Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadºbu te tako
dobijemo karakteristi£nu jednadºbu. Homogena diferencijalna jednadºba sustava je:

y′′(t) + y′(t) + 2y(t) = 0.

Slijedi op¢e homogeno rje²enje diferencijalne jednadºbe:

yh
′′(t) + yh

′(t) + 2yh(t) = 0

yh(t) = Ceλt

yh
′(t) = λCeλt

yh
′′(t) = λ2Ceλt

λ2Ceλt + λCeλt + 2Ceλt = 0

Ceλt
(
λ2 + λ+ 2

)
= 0

λ2 + λ+ 2 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene jednadºbe:

λ2 + λ+ 2 = 0

λ1,2 =
−1±

√
1− 8

2
=
−1±

√
−7

2

−1± j
√

7

2

λ1 = −1

2
+ j

√
7

2
, λ2 = −1

2
− j
√

7

2
.
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Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su konjugirano kompleksni pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh(t) = eσt (C1 sin (ωt) + C2 cos (ωt))

yh(t) = e−
1
2
t

(
C1 sin

(√
7

2
t

)
+ C2 cos

(√
7

2
t

))
V.

Koe�cijente C1 i C2 izra£unamo nakon ²to prona�emo partikularno rje²enje. S
obzirom da je funkcija f(t) oblika konstante pretpostavljamo sljede¢e partikularno
rje²enje:

yp(t) = K.

Pretpostavljeno partikularno rje²enje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadºbu sustava:

yp
′′(t) + yp

′(t) + 2yp(t) = 2 · 5
yp(t) = K

y′p(t) = 0

y′′p(t) = 0

1 · 0 + 1 · 0 + 2K = 2 · 5
K = 5

te dobijemo partikularno rje²enje sustava:

yp(t) = 5 V.

Totalni odziv sustava je:

y(t) = C1e
−3t + C2e

−2t + 5 V, t > 0.

Iskoristimo po£etne uvjete kako bismo izra£unali koe�cijente C1 i C2. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo t = 0:

y(t) = e−
1
2
t

(
C1 sin

(√
7

2
t

)
+ C2 cos

(√
7

2
t

))
+ 5

y′(t) = −1

2
e−

1
2
t

(
C1 sin

(√
7

2
t

)
+ C2 cos

(√
7

2
t

))
+

+e−
1
2
t

(√
7

2
C1 cos

(√
7

2
t

)
−
√

7

2
C2 sin

(√
7

2
t

))
y(0) = C2 + 5 = 0⇒ C2 = −5

y′(0) = −1

2
C2 +

√
7

2
C1 = 0

C1 = −5

√
7

7
.
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Totalni odziv sustava je (slika 4.8):

y(t) = 5− e−
1
2
t

(
5

√
7

7
sin

(√
7

2
t

)
+ 5 cos

(√
7

2
t

))

y(t) = 5

(
1− e−

1
2
t

(√
7

7
sin

(√
7

2
t

)
+ cos

(√
7

2
t

)))
V, t > 0.

Slika 4.8: Odziv RLC kruga s parametrima L = 1 H, C = 0.5 F i R = 1 Ω, ulaznim
signalom u(t) = 5 V i po£etnim uvjetima jednakim nula

Primjer 4.2.6. Odredite odziv sustava RLC kruga sa slike 4.7 ako vrijedi: L = 1 H,
C = 0.04 F, R = 10 Ω i

1. u(t) = 12e−2t V,

2. u(t) = 5e−5t V.

Svi po£etni uvjeti jednaki su nuli.

Rje²enje Za pobudu u(t) = 12e−2t V vrijedi:

Diferencijalna jednadºba RLC kruga je: y′′(t) + R
L
y′(t) + 1

LC
y(t) = 1

LC
u(t). U

diferencijalnu jednadºbu RLC kruga uvrstimo parametre i ulazni signal (pobudu) te se
dobije:

y′′(t) + 10y′(t) + 25y(t) = 25u(t).

Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i partikularnog
rje²enja:

y(t) = yh(t) + yp(t).



48 Linearne diferencijalne jednadºbe

Prvo ¢emo rije²iti op¢u homogenu jednadºbu (f(t) = 0), zatim prona¢i partikularno
rje²enje te ¢emo na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odrediti koe�cijente C1,
C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh(t) = Ceλt.

Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijalnu jednadºbu te tako
dobijemo karakteristi£nu jednadºbu. Homogena diferencijalna jednadºba sustava je:

y′′(t) + 10y′(t) + 25y(t) = 0.

Slijedi op¢e homogeno rje²enje diferencijalne jednadºbe:

yh
′′(t) + 10yh

′(t) + 25yh(t) = 0

yh(t) = Ceλt

yh
′(t) = λCeλt

yh
′′(t) = λ2Ceλt

λ2Ceλt + 10λCeλt + 25Ceλt = 0

Ceλt
(
λ2 + 10λ+ 25

)
= 0

λ2 + 10λ+ 25 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijeni karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene jednadºbe:

λ2 + 10λ+ 25 = 0

λ1,2 =
−10±

√
100− 100

2
= −5

λ1 = −5, λ2 = −5.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su dvostruki pa prema tome pretpostavljamo
sljede¢e homogeno rje²enje:

yh(t) = eλ1t (C1 + C2t)

yh(t) = e−5t (C1 + C2t) .

Koe�cijente C1 i C2 ¢emo izra£unati nakon ²to prona�emo partikularno rje²enje.
S obzirom da je funkcija f(t) oblika eksponencijalne funkcije, potrebno je obratiti
paºnju na parametar a eksponencijalne funkcije. S obzirom da parametar
eksponencijalne funkcije nije jednak nekom od korijena karakteristi£ne jednadºbe
pretpostavlja se sljede¢e partikularno rje²enje:

yp(t) = Ke−2t

Pretpostavljeno partikularno rje²enje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadºbu sustava:

yp
′′(t) + 10yp

′(t) + 25yp(t) = 25 · 12e−2t

yp(t) = Ke−2t

y′p(t) = −2Ke−2t

y′′p(t) = 4Ke−2t

1 · 4Ke−2t + 10
(
−2Ke−2t

)
+ 25Ke−2t = 25 · 12e−2t

9Ke−2t = 300e−2t

K =
100

3
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te se dobije partikularno rje²enje sustava:

yp(t) =
100

3
e−2t.

Totalni odziv sustava je:

y(t) = e−5t (C1 + C2t) +
100

3
e−2t V, t > 0..

Iskoristimo po£etne uvjete kako bismo izra£unali koe�cijenti C1 i C2. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo t = 0:

y(t) = e−5t (C1 + C2t) +
100

3
e−2t

y′(t) = −5e−5t (C1 + C2t) + C2e
−5t − 200

3
e−2t

y(0) = C1 +
100

3
= 0⇒ C1 = −100

3

y′(0) = −5C1 + C2 −
200

3
= 0⇒ C2 = 5C1 +

200

3
= −300

3
= −100.

Totalni odziv sustava je (slika 4.9):

y(t) = e−5t
(
−100

3
− 100t

)
+

100

3
e−2t =

100

3

(
e−2t − e−5t (1 + 3t)

)
V, t > 0.

Slika 4.9: Odziv RLC kruga s parametrima L = 1 H, C = 0.04 F i R = 10 Ω, ulaznim
signalom u(t) = 12e−2t V i po£etnim uvjetima jednakim nula

Za pobudu u(t) = 5e−5t V vrijedi:

Homogeno rje²enje moºemo preuzeti iz prethodnog primjera:

yh(t) = eλ1t (C1 + C2t)

yh(t) = e−5t (C1 + C2t) .
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Koe�cijente C1 i C2 ¢emo izra£unati nakon ²to prona�emo partikularno rje²enje. S
obzirom da je funkcija f(t) oblika eksponencijalne funkcije, potrebno je obratiti paºnju
na parametar a eksponencijalne funkcije.

S obzirom da je parametar eksponencijalne funkcije jednak dvostrukim korijenima
karakteristi£ne jednadºbe pretpostavljamo sljede¢e partikularno rje²enje:

yp(t) = Kt2e−5t.

Pretpostavljeno partikularno rje²enje uvrstimo u nehomogenu diferencijalnu
jednadºbu sustava:

yp(t) = Kt2e−5t

yp
′′(t) + 10yp

′(t) + 25yp(t) = 25 · 5e−5t

yp(t) = Kt2e−5t

y′p(t) = −5Kt2e−5t + 2Kte−5t

y′′p(t) = 25Kt2e−5t − 10Kte−5t − 10Kte−5t + 2Ke−5t

25Kt2e−5t − 20Kte−5t + 2Ke−5t + 10
(
−5Kt2e−5t + 2Kte−5t

)
+ 25Kt2e−5t = 125e−5t

25Kt2e−5t − 50Kt2e−5t + 25Kt2e−5t − 20Kte−5t + 20Kte−5t + 2Ke−5t = 125e−5t

2K = 125⇒ K =
125

2

te dobijemo partikularno rje²enje sustava:

yp(t) =
125

2
t2e−5t.

Totalni odziv sustava je:

y(t) = e−5t (C1 + C2t) +
125

2
t2e−5t = e−5t

(
C1 + C2t+

125

2
t2
)

V, t > 0.

Iskoristimo po£etne uvjete kako bismo izra£unali koe�cijenti C1 i C2. U totalni
odziv i derivaciju totalnog odziva uvrstimo t = 0:

y(t) = e−5t
(
C1 + C2t+

125

2
t2
)

y′(t) = −5e−5t
(
C1 + C2t+

125

2
t2
)

+ e−5t (C2 + 125t)

y(0) = C1 = 0

y′(0) = −5C1 + C2 = 0⇒ C2 = 5C1 = 0.

Totalni odziv sustava je (slika 4.10):

y(t) =
125

2
t2e−5t V, t > 0.
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Slika 4.10: Odziv RLC kruga s parametrima L = 1 H, C = 0.04 F i R = 10 Ω, ulaznim
signalom u(t) = 5e−5t V i po£etnim uvjetima jednakim nula

4.2.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 4.2.1. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + y′(t) + 3y(t) = 8, t ≥ 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 1, y(0) = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijalne jednadºbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 4.2.2. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 0.5y′(t) + 0.06y(t) = 3 + 2t2, t ≥ 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijalne jednadºbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 4.2.3. Sustav je opisan nehomogenom diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = cos(2t) + sin(2t), t ≥ 0.

Po£etni uvjeti su: y′(0) = 0, y(0) = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijalne jednadºbe (totalni odziv sustava).
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Zadatak 4.2.4. Na slici 4.11 prikazan je RLC krug.

Slika 4.11: RLC krug

Odredite diferencijalnu jednadºbu RLC kruga te odzive u ovisnosti o parametrima
i ulaznom signalu za sljede¢e slu£ajeve:

1. L = 1 H, C = 0.4 F i R = 1 Ω, u(t) = 10 + 2t V

2. L = 1 H, C = 4 F i R = 1 Ω, u(t) = 5e−t V

3. L = 1 H, C = 4 F i R = 1 Ω, u(t) = 5e−0.5t V.
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Blokovski prikaz sustava

Osnovni simboli koji se koriste u blokovskom prikazu sustava su:

• blok - predstavlja vezu izme�u ulazne i izlazne veli£ine.

• signalne linije - to su linije sa strjelicama kojima se prikazuje tok signala. Njima
se povezuju ostale komponente blok dijagrama.

• sumacijske to£ke - krug koji sluºi za zbrajanje i oduzimanje dvaju i vi²e signala.

• to£ke odvajanja - to£ka na signalnoj liniji koja ozna£ava odvajanje signala prema
nekom bloku ili sumacijskoj to£ki.

• integrator - integrira ulazni signal.

• poja£anje - poja£ava ulazni signal.

Osnovni simboli blok dijagrama prikazani su na slici 5.1

Slika 5.1: Osnovni simboli u blok dijagramima

Primjer 5.1. Sustav je opisan diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 2.3y′(t) + 4y(t) = 2.3u(t).

Prikaºite ovaj sustav blokovski.



54 Blokovski prikaz sustava

Rje²enje Zadani sustav je drugog reda te ¢e stoga imati dva integratora. S obzirom
da vrijedi:

y′(t) =

∫ t

0

y′′(t)dτ

y(t) =

∫ t

0

y′(t)dτ,

odnosno blokovski prikazano na slici 5.2:

Slika 5.2: Kaskada dva integratora

potrebno je izraziti drugu derivaciju izlaza sustava pomo¢u ostalih:

y′′(t) = 2.3u(t)− 2.3y′(t)− 4y(t).

U izvedenom izrazu nalaze se operacije mnoºenja konstantom, zbrajanja i oduzi-
manja te integriranja. Blokovski prikaz sustava prikazan je na slici 5.3.

Slika 5.3: Blokovski prikaz sustava y′′(t) + 2.3y′(t) + 4y(t) = 2.3u(t)

Primjer 5.2. Sustav je opisan diferencijalnom jednadºbom:

y′′′(t) + 3.1y′′(t) + 0.1y′(t) + 8.2y(t) = 8.2u(t).

Prikaºite ovaj sustav blokovski.
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Rje²enje Zadani sustav je drugog reda te ¢e stoga imati dva integratora. S obzirom
da vrijedi:

y′′(t) =

∫ t

0

y′′′(t)dτ

y′(t) =

∫ t

0

y′′(t)dτ

y(t) =

∫ t

0

y′(t)dτ,

odnosno blokovski prikazano na slici 5.4:

Slika 5.4: Kaskada tri integratora

potrebno je izraziti drugu derivaciju izlaza sustava pomo¢u ostalih:

y′′′(t) = 8.2u(t)− 3.1y′′(t)− 0.1y′(t)− 8.2y(t).

U izvedenom izrazu nalaze se operacije mnoºenja konstantom, zbrajanja i oduzi-
manja te integriranja. Blokovski prikaz sustava prikazan je na slici 5.5.

Slika 5.5: Blokovski prikaz sustava y′′′(t) + 3.1y′′(t) + 0.1y′(t) + 8.2y(t) = 8.2u(t)

Primjer 5.3. Sustav je opisan blokovskom shemom na slici 5.6:

Slika 5.6: Blokovski prikaz sustava
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Prikaºite ovaj sustav linearnom diferencijalnom jednadºbom.

Rje²enje Prikaºimo najvi²u derivaciju izlaza sustava linearnom kombinacijom ostalih
derivacija izlaza i ulaza:

y′′′(t) = u(t)− 4.8y′′(t)− 3.6y′(t)− 2.4y(t).

Sve £lanove koji predstavljaju derivaciju izlaza prebacimo na lijevu stranu te dobi-
jemo diferencijalnu jednadºbu sustava:

y′′′(t) + 4.8y′′(t) + 3.6y′(t) + 2.4y(t) = u(t).

5.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 5.1. Sustav je opisan diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 0.7y′(t) + 2.1y(t) = 100u(t).

Prikaºite ovaj sustav blokovski.

Zadatak 5.2. Sustav je opisan diferencijalnom jednadºbom:

y′′′(t) + 2.1y′′(t)− 0.7y′(t)− 22.1y(t) = −5.3u(t).

Prikaºite ovaj sustav blokovski.

Zadatak 5.3. Sustav je opisan blokovskom shemom na slici 5.7:

Slika 5.7: Blokovski prikaz sustava

Prikaºite ovaj sustav linearnom diferencijalnom jednadºbom.
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Impulsni odziv i konvolucijski integral

Impulsni odziv sustava je odziv sustava na dirac delta signal δ(t) u vremenskoj
domeni. Impulsni odziv u potpunosti opisuje mirni kontinuirani sustav s jednim ulazom
i jednim izlazom. Impulsni odziv (teºinska funkcija) ozna£ava se s g(t) i pritom vrijedi
g(t) = 0, t < 0. Ako je sustav linearan i vremenski nepromjenjiv tada se njegov mirni
sustav (sustav s po£etnim uvjetima jednakima nuli y(0) = y′(0) = y′′(0) = ... =
y(n−1)(0) = 0) moºe izra£unati pomo¢u konvolucijskog integrala:

ym(t) = g(t) ∗ u(t) =

∫ ∞
−∞

g(τ)u(t− τ)dτ

ym(t) = g(t) ∗ u(t) =

∫ ∞
−∞

g(t− τ)u(τ)dτ,

(6.1)

odnosno konvolucijom impulsnog odziva i ulaznog signala. Konvolucija se ozna£ava s
operatorom ∗.

Primjer 6.1. Odredite odziv mirnog sustava na jedini£nu skokovitu pobudu µ(t)
opisanog impulsnim odzivom:

g(t) =

{
e−3t za t > 0

0 za t < 0
.

Rje²enje Impulsni odziv ima de�niciju (s obzirom na nezavisnu varijablu t) sli£nu
jedini£noj stepenici pa g(t) moºemo skra¢eno napisati kao:

g(t) = e−3tµ(t).

Da bismo odredili odziv sustava na jedini£nu skokovitu pobudu koristimo
konvolucijski integral:

y(t) = g(t) ∗ u(t) =

∫ ∞
−∞

g(τ)u(t− τ)dτ.

Umjesto ulaznog signala uvrstimo step signal, a umjesto funkcije g(τ) impulsni
odziv te dobijemo:
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y(t) =

∫ ∞
−∞

e−3τµ(τ)µ(t− τ)dτ =

∫ t

0

e−3τdτ = −1

3
e−3τ

∣∣∣∣t
0

=
1

3

(
1− e−3t

)
, t > 0,

odnosno tako dobijemo odziv sustava na jedini£nu stepenicu. Granice integracije kod
konvolucijskog integrala pomi£u se na interval [0, t] iz razloga ²to umnoºak µ(τ)µ(t−τ)
egzistira samo na tom intervalu (slika 6.1).

Slika 6.1: Umnoºak jedini£nih stepenica

Primjer 6.2. Odredite odziv mirnog sustava na jedini£nu skokovitu pobudu µ(t)
opisanog impulsnim odzivom:

g(t) = µ(t) =

{
1 za t > 0
0 za t < 0

.

Rje²enje Da bismo odredili odziv sustava na jedini£nu skokovitu pobudu koristimo
konvolucijski integral:

y(t) = g(t) ∗ u(t) =

∫ ∞
−∞

g(τ)u(t− τ)dτ.

Umjesto ulaznog signala uvrstimo step signal, a umjesto funkcije g(τ) impulsni
odziv pa dobijemo:

y(t) =

∫ ∞
−∞

µ(τ)µ(t− τ)dτ =

∫ t

0

1dτ = t|t0 = t, t > 0,

odnosno tako dobijemo odziv sustava na jedini£nu stepenicu. Moºemo zaklju£iti da
se radi o impulsnom odzivu sustavu tipa integrator.

Primjer 6.3. Odredite odziv mirnog sustava na impulsnu pobudu δ(t) opisanog
impulsnim odzivom:

g(t) =

{
t za t > 0
0 za t < 0

.
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Rje²enje Impulsni odziv ima de�niciju (s obzirom na nezavisnu varijablu t) sli£nu
jedini£noj stepenici pa g(t) skra¢eno moºemo napisati kao:

g(t) = tµ(t).

Da bismo odredili odziv sustava na jedini£nu skokovitu pobudu koristimo
konvolucijski integral:

y(t) = g(t) ∗ u(t) =

∫ ∞
−∞

g(τ)u(t− τ)dτ.

Umjesto ulaznog signala uvrstimo step signal, a umjesto funkcije g(τ) impulsni
odziv pa dobijemo:

y(t) =

∫ ∞
−∞

τµ(τ)δ(t− τ)dτ =

∫ ∞
0

τδ(t− τ)dτ =

∫ ∞
0

tδ(t− τ)dτ

y(t) = t

∫ ∞
0

δ(t− τ)dτ = t · 1 = t, t > 0,

odnosno tako dobijemo odziv sustava na jedini£nu stepenicu. Uo£imo svojstvo
prosijavanja i da je impulsni odziv zaista odziv na impulsnu pobudu.

6.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 6.1. Odredite odziv mirnog sustava na jedini£nu skokovitu pobudu µ(t)
opisanog impulsnim odzivom:

g(t) =

{
e−10t za t > 0

0 za t < 0
.

Zadatak 6.2. Odredite odziv mirnog sustava na jedini£nu skokovitu pobudu µ(t)
opisanog impulsnim odzivom:

g(t) =

{
t za t > 0
0 za t < 0

.

Zadatak 6.3. Odredite odziv mirnog sustava na impulsnu pobudu δ(t) opisanog
impulsnim odzivom:

g(t) =

{
e−2t za t > 0

0 za t < 0
.
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Poglavlje 7

Laplaceova transformacija

7.1 Laplaceova transformacija i njena svojstva

Jedna od transformacija, kojom se diferencijalne jednadºbe mogu transformirati
u jednostavniju, algebarsku formu, naziva se Laplaceova transformacija. Ova
transformacija pogodna je za sustave vi²eg reda jer omogu¢uje rje²avanje
diferencijalnih jednadºbi na jednostavan na£in. De�nicija Laplaceove transformacije
je:

X(s) =

∫ ∞
0−

x(t)e−stdt (7.1)

gdje je s kompleksna varijabla.

Slika 7.1: Shematski prikaz rje²enja diferencijalne jednadºbe

Na slici 7.1 prikazan je shematski prikaz rje²avanja diferencijalne jednadºbe.
Diferencijalne jednadºbe transformiraju se u algebarski oblik. Rje²avamo algebarsku
jednadºbu te inverznom transformacijom dobijemo rje²enje diferencijalne jednadºbe.

Funkcija x(t) naziva se original ili gornja funkcija, a funkcija X(s) naziva se slika ili
donja funkcija. Da bismo olak²ali zapisivanje, mala slova neka predstavljaju originale
(gornje funkcije), a velika slova neka predstavljaju slike (donje funkcije). Laplaceovu
transformaciju skra¢eno ¢emo pisati na jedan od dva na£ina:

x(t) d tX(s) ili X(s) = L (x(t))

gdje je originalu x(t) pridruºena slika X(s).
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U nastavku ¢emo navesti svojstva Laplaceove transformacije.

• Linearnost Laplaceove transformacije: Ako je:

x(t) d t X(s) , y(t) d t Y (s), (7.2)

tada vrijedi:
αx(t) + βy(t) d t αX(s) + βY (s). (7.3)

• Mnoºenje varijable s konstantom:

x(at) d t 1
a
X( s

a
)

X(bs) t d 1
b
x( t

b
).

(7.4)

• Prigu²enje originala x(t): Prigu²enje originala odgovara pomakom slike
ulijevo:

e−atx(t) d t X(s+ a). (7.5)

• Teorem o pomaku originala: Neka je x(t) d t X(s) i a > 0. Pomak
originalu udesno odgovara prigu²enju slike:

x(t− a)µ(t− a) d t e−asX(s). (7.6)

• Deriviranje originala x(t): Za deriviranje originala x(t) vrijedi:

x′(t) d t sX(s)− x(0)

x′′(t) d t s2X(s)− sx(0)− x′(0)

.

.

.

x(n)(t) d t snX(s)− sn−1x(0)− sn−2x′(0)− ...− x(n−1)(0).

(7.7)

• Deriviranje slike x(t): Deriviranje u frekvencijskoj domeni (s domeni) odgovara
mnoºenju s −t u vremenskoj domeni:

(−t)x(t) d t X ′(s)
. . .
. . .
. . .

(−t)nx(t) d t X(n)(s).

(7.8)

• Integriranje originala: Integriranje originala odgovara dijeljenju slike s
kompleksnom varijablom s. ∫ t

0
x(t)dt d t X(s)

s
. (7.9)

• Integriranje slike: Integriranje slike odgovara dijeljenju originala s vremenskom
varijablom t.

x(t)
t

d t ∫∞
s
X(s)ds. (7.10)
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• Teorem o konvoluciji: Konvolucija dvaju originala odgovara umno²ku slika:

y(t) = g(t) ∗ u(t) =
∫ t
0
g(τ)u(t− τ)dτ d t Y (s) = G(s)U(s). (7.11)

Prema navedenom teoremu konvolucije (7.11) de�nirajmo prijenosnu funkciju
sustava G(s):

G(s) =
Y (s)

U(s)
. (7.12)

Prijenosna funkcija predstavlja opis sustava u Laplaceovoj domeni. To je ujedno i
odziv sustava na dirac delta impuls δ(t), ali u Laplaceovoj domeni. Prema tome,
prijenosna funkcija je Laplaceova transformacije impulsnog odziva sustava.

Tablica osnovnih Laplaceovih transformata nalazi se u poglavlju 13 PRILOG.

Primjer 7.1.1 Prema de�niciji odredite Laplaceovu transformaciju sljede¢ih signala:

x1(t) = 5µ(t)

x2(t) = 10µ(t− 3)

x3(t) = 2e−3.5t

x4(t) = cos 3t

x5(t) = δ(t) + δ(t− 3)

x6(t) = 2t.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

Rje²enje De�nicija jednostrane Laplaceove transformacije (u nastavku Laplaceove
transformacije) je:

X(s) =

∫ ∞
0−

e−stx(t)dt.

Donja granica Laplaceove transformacije 0− obuhva¢a pobude oblika dirac delta
signala. Za sve ostale signale granica se moºe postaviti u nulu jer se radi o kauzalnim
signalima koji egzistiraju za t ≥ 0. Laplaceova transformacija signala x1(t) je:

X1(s) =

∫ ∞
0−

e−stx1(t)dt =

∫ ∞
0−

e−st5µ(t)dt = 5

∫ ∞
0

e−stdt

X1(s) = −5

s
e−st

∣∣∞
0

= 0−
(
−5

s

)
=

5

s
.

Laplaceova transformacija signala x2(t) je:

X2(s) =

∫ ∞
0−

e−stx2(t)dt =

∫ ∞
0−

e−st10µ(t− 3)dt = 10

∫ ∞
3

e−stdt

X2(s) = −10

s
e−st

∣∣∞
3

= 0−
(
−10

s
e−3s

)
=

10

s
e−3s.
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Signal µ(t − 3) jednak je nuli za vrijeme t < 3. Prema tome, pomi¢e se donja
granica integracije jer signal ne egzistira (jednak je nuli) za vrijeme t < 3.

Laplaceova transformacija signala x3(t) je:

X3(s) =

∫ ∞
0−

e−stx3(t)dt =

∫ ∞
0−

e−st2e−3.5tdt = 2

∫ ∞
0

e−ste−3.5tdt

X3(s) = 2

∫ ∞
0

e−(s+3.5)tdt = − 2

s+ 3.5
e−(s+3.5)t

∣∣∞
0

= 0−
(
− 2

s+ 3.5

)
=

2

s+ 3.5
.

Laplaceova transformacija signala x4(t) je:

X4(s) =

∫ ∞
0−

e−stx4(t)dt =

∫ ∞
0−

e−st cos 3tdt =

∫ ∞
0

e−st cos 3tdt

X4(s) =

∫ ∞
0

e−st cos 3tdt

∣∣∣∣ u = e−st dv = cos 3t dt
du = −se−stdt v = 1

3
sin 3t

∣∣∣∣
X4(s) = e−st

1

3
sin 3t

∣∣∣∣∞
0

+
1

3
s

∫ ∞
0

e−st sin 3tdt = 0− 0 +
1

3
s

∫ ∞
0

e−st sin 3tdt

X4(s) =
1

3
s

∫ ∞
0

e−st sin 3tdt

∣∣∣∣ u = e−st dv = sin 3t dt
du = −se−stdt v = −1

3
cos 3t

∣∣∣∣
X4(s) =

1

3
s

(
−e−st 1

3
cos 3t

∣∣∣∣∞
0

− 1

3
s

∫ ∞
0

e−st cos 3tdt

)
=

X4(s) =
1

3
s

(
−0 +

1

3
− 1

3
s

∫ ∞
0

e−st cos 3tdt

)
=

1

9
s− 1

9
s2X4(s)

X4(s)

(
1 +

1

9
s2
)

=
1

9
s/ :

(
1 +

1

9
s2
)

X4(s) =
1
9
s

1 + 1
9
s2

=
s

s2 + 9
.

Laplaceova transformacija signala x5(t) je:

X5(s) =

∫ ∞
0−

e−stx5(t)dt =

∫ ∞
0−

e−st (δ(t) + δ(t− 3)) dt

X5(s) =

∫ ∞
0−

e−stδ(t)dt+

∫ ∞
0−

e−stδ(t− 3)dt

X5(s) = e−s·0
∫ ∞
0−

δ(t)dt+ e−3s
∫ ∞
0−

δ(t− 3)dt

X5(s) = 1 + e−3s.

Laplaceova transformacija signala x6(t) je:
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X6(s) =

∫ ∞
0−

e−stx6(t)dt =

∫ ∞
0−

e−st2tdt =

∫ ∞
0

e−st2tdt

X6(s) = 2

∫ ∞
0

e−sttdt

∣∣∣∣ u = t dv = e−st dt
du = dt v = −1

s
e−st

∣∣∣∣
X6(s) = 2

(
−t1
s
e−st

∣∣∣∣∞
0

+
1

s

∫ ∞
0

e−stdt

)
= 2

(
−0 + 0 +

1

s

∫ ∞
0

e−stdt

)
X6(s) = −2

1

s2
e−st

∣∣∞
0

= −0−
(
−2

1

s2

)
=

2

s2
.

Primjer 7.1.2 Koriste¢i svojstvo prigu²enja originala Laplaceove transformacije
odredite Laplaceove transformate sljede¢ih signala:

x1(t) = e−3tµ(t)
x2(t) = e−2t sin πt
x3(t) = ett.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

Rje²enje Pretpostavimo da znamo Laplaceove transformacije osnovnih signala (mogu
se pro£itati iz tablica Laplaceove transformacije koje se nalaze u poglavlju PRILOG
13). Laplaceova transformacija zadanih signala koje mnoºi eksponencijalna funkcija je:

µ(t) d t 1
s

sinπt d t π
s2+π2

t d t 1
s2
.

Prigu²enje originala odgovara pomaku kompleksne varijable s ulijevo za parametar
prigu²enja a:

e−atx(t) d t X(s+ a).

Koriste¢i ovo svojstvo vrijedi:

x1(t) = e−3tµ(t), a = 3

e−3tµ(t) d t 1
s+a

= 1
s+3

x2(t) = e−2t sinπt, a = 2

e−2t sin πt d t π
(s+a)2+π2 = π

(s+2)2+π2

x3(t) = ett, a = −1

ett d t 1
(s+a)2

= 1
(s−1)2 .

Primjer 7.1.3 Koriste¢i svojstvo pomaka originala ulijevo odredite Laplaceove
transformacije sljede¢ih signala:

x1(t) = 10tµ(t− 2)
x2(t) = e−2tµ(t− 3)
x3(t) = (t2 + 4t+ 7)µ(t− 1).
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Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

Rje²enje Pomak originala ulijevo odgovara prigu²enju Laplaceovog transformata:

x(t− b)µ(t− b) d t e−bsX(s).

Iz de�nicije pomaka originala uo£avamo da ¢emo sve vremenske signale morati
prilagoditi pomaku step signala. Za signal x1(t) vrijedi:

x1(t) = 10tµ(t− 2) = 10 (t− 2 + 2)µ(t− 2)
x1(t) = 10 (t− 2)µ(t− 2) + 20µ(t− 2).

Rastavimo sada signal x1(t) na zbroj signala za koje znamo na¢i Laplaceove tran-
sformacije:

10t d t 10
s2
⇒ 10 (t− 2)µ(t− 2) d t e−2s 10

s2

20 d t 20
s
⇒ 20µ(t− 2) d t e−2s 20

s

x1(t) = 10 (t− 2)µ(t− 2) + 20µ(t− 2) d t X1(s) = e−2s
(
10
s2

+ 20
s

)
.

Za signal x2(t) vrijedi:

x2(t) = e−2tµ(t− 3) = e−2(t−3+3)µ(t− 3) = e−6e−2(t−3)µ(t− 3).

Podesimo sada signal x2(t) prema pomacima jedini£nih stepenica i na�imo Lapla-
ceovu transformaciju:

e−2t d t 1
s+2

⇒ e−2(t−3)µ(t− 3) d t e−3s 1
s+2

x2(t) = e−6e−2(t−3)µ(t− 3) d t X2(s) = e−6e−3s 1
s+2

= e−3(s+2) 1
s+2

.

Zadatak se moºe rije²iti i na drugi na£in. Koristit ¢emo najprije svojstvo o pomaku
originala ulijevo, a zatim svojstvo o prigu²enju originala:

µ(t) d t 1
s
⇒ µ(t− 3) d t e−3s 1

s

x2(t) = e−2tµ(t− 3) d t X2(s) = e−3(s+2) 1
s+2

.

Ovdje je prigu²ena eksponencijalna funkcija uzrokovala pomak kompleksne varijable s
za 2.

Za signal x3(t) vrijedi:

x3(t) = (t2 + 4t+ 7)µ(t− 1) =
((

(t− 1)2 + 2t− 1
)

+ 4t+ 7
)
µ(t− 1)

x3(t) =
(
(t− 1)2 + 6t+ 6

)
µ(t− 1) =

(
(t− 1)2 + 6 (t− 1) + 6 + 6

)
µ(t− 1)

x3(t) =
(
(t− 1)2 + 6 (t− 1) + 12

)
µ(t− 1).

Rastavimo sada signal x3(t) na zbroj signala za koje znamo na¢i Laplaceove
transformacije:

t2 d t 2
s3
⇒ (t− 1)2µ(t− 1) d t e−s 2

s3

6t d t 6
s2
⇒ 6 (t− 1)µ(t− 1) d t e−s 6

s2

12µ(t) d t 12
s
⇒ 12µ(t− 1) d t e−s 12

s

x3(t) =
(
(t− 1)2 + 6 (t− 1) + 12

)
µ(t− 1) d t X3(s) = e−s

(
2
s3

+ 6
s2

+ 12
s

)
.
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Primjer 7.1.4 Koriste¢i svojstvo deriviranja originala odredite Laplaceove
transformacije sljede¢ih signala:

x′1(t) = d
dt

(cos 4t)
x′2(t) = d

dt
(t)

x′3(t) = d
dt

(e−3t) .

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

Rje²enje Svojstvo deriviranja originala moºe se opisati sljede¢im relacijama:

x′(t) d t sX(s)− x(0)

x′′(t) d t s2X(s)− sx(0)− x′(0)

.

.

.

x(n)(t) d t snX(s)− sn−1x(0)− sn−2x′(0)− ...− x(n−1)(0).

Derivirani signali dani u zadatku su:

x1(t) = cos 4t
x2(t) = t
x3(t) = e−3t.

Njihovi Laplaceovi transformati su:

x1(t) = cos 4t d t X1(s) = s
s2+16

x2(t) = t d t X2(s) = 1
s2

x3(t) = e−3t d t X3(s) = 1
s+3

.

Signali u trenutku t = 0 poprimaju sljede¢e vrijednosti:

x1(0) = cos 0 = 1
x2(0) = 0
x3(0) = e−3·0 = 1.

Koriste¢i svojstvo deriviranja originala dobiveni su sljede¢i Laplaceovi
transformati:

x′1(t) = d
dt

(cos 4t) d t sX1(s)− x1(0) = s2

s2+16
− 1 = −16

s2+16

x′2(t) = d
dt

(t) d t sX2(s)− x2(0) = s
s2
− 0 = 1

s

x′3(t) = d
dt

(e−3t) d t sX3(s)− x3(0) = s
s+3
− 1 = −3

s+3
.

Provjerimo usput svojstvo deriviranja originala:

x′1(t) = d
dt

(cos 4t) = −4 sin 4t d t −4 4
s2+16

= −16
s2+16

x′2(t) = d
dt

(t) = 1 d t 1
s

x′3(t) = d
dt

(e−3t) = −3e−3t d t −3 1
s+3

= −3
s+3

.

Dobili smo iste rezultate.
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Primjer 7.1.5 Koriste¢i svojstvo integriranja originala odredite Laplaceove
transformacije sljede¢ih signala:

∫ t
0
x1(t)dt =

∫ t
0

2tdt∫ t
0
x2(t)dt =

∫ t
0

cos 2tdt∫ t
0
x3(t)dt =

∫ t
0
e−2tdt.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

Rje²enje Svojstvo integriranja originala moºe se opisati sljede¢om relacijom:

∫ t
0
x(t)dt d t X(s)

s
.

Integrirani signali dani u zadatku su:

x1(t) = 2t
x2(t) = cos 2t
x3(t) = e−2t.

Njihovi Laplaceovi transformati su:

2t d t 2
s2

cos 2t d t s
s2+4

e−2t d t 1
s+2

.

Koriste¢i svojstvo integriranja originala dobiveni su sljede¢i Laplaceovi
transformati:

∫ t
0
x1(t)dt =

∫ t
0

2tdt d t X1(s)
s

= 2
s3∫ t

0
x2(t)dt =

∫ t
0

cos 2tdt d t X2(s)
s

= 1
s2+4∫ t

0
x3(t)dt =

∫ t
0
e−2tdt d t X3(s)

s
= 1

s
1
s+2

.

Provjerite svojstvo integriranja originala.

Primjer 7.1.6 Koriste¢i svojstvo deriviranja slike odredite Laplaceove transformacije
sljede¢ih signala:

x1(t) = t cos 2t
x2(t) = t2e−2t.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

Rje²enje Svojstvo deriviranja slike moºe se opisati sljede¢om relacijom:
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(−t)x(t) d t X ′(s)

t2x(t) d t X ′′(s)
.
.
.

(−t)nx(t) d t X(n)(s)

U signalu x1(t), cos 2t mnoºi t pa je potrebno samo jednom derivirati sliku signala
cos 2t. Obratite paºnju na predznak. Naime, ako vrijedi:

(−t)x(t) d t X ′(s),

onda vrijedi:

tx(t) d t −X ′(s).
Laplaceova transformacija signala cos 2t je:

cos 2t d t s
s2+4

.

Ako prethodni transformat deriviramo i pomnoºimo s -1, dobit ¢emo Laplaceovu
transformaciju signala x1(t):

− d
ds

(
s

s2+4

)
= − s2+4−s(2s)

(s2+4)2
= s2−4

(s2+4)2

x1(t) = t cos 2t d t X1(s) = s2−4
(s2+4)2

.

U signalu x2(t), e−2t mnoºi t2 pa je potrebno dva puta derivirati sliku signala e−2t.
Obratite paºnju na predznak.

Laplaceova transformacija signala e−2t je:

e−2t d t 1
s+2

.

Ako prethodni transformat deriviramo dva puta, dobit ¢emo Laplaceovu
transformaciju signala x2(t):

d
ds

(
1
s+2

)
= −1

(s+2)2

d
ds

(
−1

(s+2)2

)
= 2(s+2)

(s+2)4
= 2

(s+2)3

x2(t) = t2e−2t d t X2(s) = 2
(s+2)3

.

Primjer 7.1.7 Odredite Laplaceovu transformaciju konvolucije dvaju signala:

x1(t) = cos 3t
x2(t) = e−3t.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.
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Rje²enje Konvolucija dvaju signala u vremenskoj domeni reprezentira se umno²kom
slika u Laplaceovoj domeni:

y(t) = g(t) ∗ u(t) =
∫∞
−∞ g(τ)u(t− τ)dτ d t Y (s) = G(s)U(s).

Laplaceova transformacija signala x1(t) i x2(t) je:

cos 3t d t s
s2+9

e−3t d t 1
s+3

.

Laplaceova transformacija konvolucije signala x1(t) i x2(t) je:

x1(t) ∗ x2(t) = cos 3t ∗ e−3t d t X1(s)X2(s) = s
s2+9

1
s+3

.

Primjer 7.1.8 Odredite Laplaceovu transformaciju sljede¢ih signala:

x1(t) = te−2t cos 3t
x2(t) = (t− 4)3e−4tµ(t− 4)

x3(t) =
∫ t
0
t2e−4t sin 2tdt

x4(t) =
∫∞
−∞ cos 3τ sin (t− τ)dτ.

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za t < 0.

Rje²enje Navedene signale transformirat ¢emo u Laplaceovu domenu kori²tenjem
svih dosad navedenih svojstava. U signalu x1(t) najprije transformiramo cos 3t:

cos 3t d t s
s2+9

.

Mnoºenjem signala cos 3t s t deriviramo sliku signala cos 3t i mnoºimo s -1:

t cos 3t d t − d
ds

(
s

s2+9

)
= − s2+9−2s2

(s2+9)2
= s2−9

(s2+9)2
.

Prigu²enjem originala pomi£e se kompleksna varijabla s u transformatu:

x1(t) = e−2tt cos 3t d t X1(s) = (s+2)2−9

((s+2)2+9)
2 .

U signalu x2(t) najprije transformiramo t3:

t3 d t 6
s4
.

Pomakom originala udesno, prigu²uje se slika:

(t− 4)3µ(t− 4) d t e−4s 6
s4
.

Prigu²enjem originala pomi£e se kompleksna varijabla s u transformatu:

x2(t) = e−4t(t− 4)3µ(t− 4) d t e−4(s+4) 6
(s+4)4

.
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U signalu x3(t) najprije transformiramo sin 2t:

sin 2t d t 2
s2+4

.

Mnoºenjem signala sin 2t s t2 dva puta deriviramo sliku signala sin 2t:

t sin 2t d t − d
ds

(
2

s2+4

)
= − −4s

(s2+4)2
= 4s

(s2+4)2

t2 sin 2t d t − d
ds

(
4s

(s2+4)2

)
= −4(s2+4)

2
−16s2(s2+4)

(s2+4)4
= 12s2−16

(s2+4)3
.

Prigu²enjem originala pomi£e se kompleksna varijabla s u transformatu:

e−4tt2 sin 2t d t 12(s+4)2−16

((s+4)2+4)
3 .

Integriranje originala rezultira dijeljenjem slike Laplaceove transformacije
podintegralne funkcije sa s:

x3(t) =
∫ t
0
t2e−4t sin 2tdt d t X3(s) = 1

s
12(s+4)2−16

((s+4)2+4)
3 .

U signalu x4(t) pojavljuje se konvolucija dvaju signala cos 3t i sin t £iji su Laplaceovi
transformati:

cos 3t d t s
s2+9

sin t d t 1
s2+1

.

Laplaceova transformacija konvolucije signala cos 3t i sin t je:

x4(t) =
∫∞
−∞ cos 3τ sin (t− τ)dτ d t X4(s) = s

s2+9
1

s2+1
.

Primjer 7.1.9 Odziv mirnog sustava na jedini£nu stepenicu je:

y(t) = 2− 2e−2t + te−2t, t ≥ 0.

Odredite prijenosnu funkciju sustava.

Rje²enje Prijenosna funkcija de�nirana je omjerom Laplaceovih transformacija
izlaza i ulaza sustava:

Y (s) = G(s)U(s)⇒ G(s) =
Y (s)

U(s)
.

Laplaceova transformacija izlaza je:

y(t) = 2− 2e−2t + te−2t d t Y (s) = 2
s
− 2

s+2
+ 1

(s+2)2

Y (s) = 2
s
− 2

s+2
+ 1

(s+2)2
= 2(s+2)2−2s(s+2)+s

s(s+2)2
=

2(s2+4s+4)−(2s2+4s)+s
s(s+2)2

Y (s) = 5s+8
s(s+2)2

.
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Laplaceova transformacija ulaznog signala µ(t) je:

u(t) = µ(t) d t U(s) = 1
s
.

Prijenosna funkcija sustava je:

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

5s+8
s(s+2)2

1
s

=
5s+ 8

(s+ 2)2
.

Primjer 7.1.10 Sustav je opisan sljede¢om diferencijalnom jednadºbom:

y′′′(t) + 0.1y′′(t) + 2.1y′(t) + y(t) = u(t).

Po£etni su uvjeti sustava y′′(0) = 5, y′(0) = 0, y(0) = 2. Odredite prijenosnu
funkciju sustava.

Rje²enje Da bismo sustav, koji je opisan diferencijalnom jednadºbom prezentirali
prijenosnom funkcijom, potrebno je koristiti svojstvo deriviranja originala. Prije svega
potrebno je znati de�niciju prijenosne funkcije. Prijenosna funkcija predstavlja
matemati£ki model sustava, a de�nira se kao omjer izlaza mirnog sustava u
Laplaceovoj domeni i ulaza mirnog sustava u Laplaceovoj domeni. Naglasak je stavljen
na miran sustav. Prema tome, po£etni su uvjeti ovdje nepotrebni za izra£un prijenosne
funkcije jer su svi po£etni uvjeti mirnog sustava jednaki nuli. Prema tome, derivacije
izlaza transformiraju se prema:

y(t) d t Y (s)

y′(t) d t sY (s)− y(0) = sY (s)− 0 = sY (s)

y′′(t) d t s2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s)− 0− 0 = s2Y (s)

y′′′(t) d t s3Y (s)− s2y(0)− sy′(0)− y′′(0) = s3Y (s)− 0− 0− 0 = s3Y (s).

Na temelju prethodnog ra£una, za sustav opisan diferencijalnom jednadºbom, slijedi
prijenosna funkcija:

y′′′(t) + 0.1y′′(t) + 2.1y′(t) + y(t) = u(t) d td t s3Y (s) + 0.1s2Y (s) + 2.1sY (s) + Y (s) = U(s)
(s3 + 0.1s2 + 2.1s+ 1)Y (s) = U(s)/ : U(s)/ : (s3 + 0.1s2 + 2.1s+ 1)

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

1

s3 + 0.1s2 + 2.1s+ 1
.

Primjer 7.1.11 Sustav je opisan sljede¢om diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 1.1y′(t) + 2.5y(t) = 2u(t).

Po£etni su uvjeti sustava y′(0) = −1, y(0) = 1. Odredite izlaz Y (s) sustava u
Laplacevoj domeni ako je na ulaz u sustav dovedena pobuda tipa jedini£na rampa.
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Rje²enje U ovom se zadatku ne traºi prijenosna funkcija sustava kao u prethodnom,
ve¢ izlaz sustava u Laplaceovoj domeni. U ovom slu£aju potrebno je uzeti u obzir i
po£etne uvjete pa vrijedi:

y(t) d t Y (s)

y′(t) d t sY (s)− y(0) = sY (s)− 1

y′′(t) d t s2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s)− s+ 1.

Prethodni izvod primijenimo na diferencijalnu jednadºbu sustava pa dobijemo:

y′′(t) + 1.1y′(t) + 2.5y(t) = 2u(t) d t
s2Y (s)− s+ 1 + 1.1 (sY (s)− 1) + 2.5Y (s) = 2U(s)⇒
(s2 + 1.1s+ 2.5)Y (s)− s− 0.1 = 2U(s)⇒
(s2 + 1.1s+ 2.5)Y (s) = 2U(s) + s+ 0.1/ : (s2 + 1.1s+ 2.5)

Y (s) = 2U(s)
s2+1.1s+2.5

+ s+0.1
s2+1.1s+2.5

.

Ulaz u sustav je jedini£na rampa:

u(t) = t d t U(s) = 1
s2
.

Uvrstimo li to u relaciju za Y (s), dobit ¢emo kona£no rje²enje:

Y (s) =
2

s2 (s2 + 1.1s+ 2.5)︸ ︷︷ ︸
odziv mirnog sustava

+
s+ 0.1

s2 + 1.1s+ 2.5︸ ︷︷ ︸
odziv nepobu�enog sustava

.

7.1.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 7.1.1 Prema de�niciji odredite Laplaceovu transformaciju sljede¢ih signala:

x1(t) = 15µ(t)

x2(t) = 14µ(t− 5)

x3(t) = 2e2t

x4(t) = sin 4t

x5(t) = δ(t− 1) + δ(t+ 3)

x6(t) = t2.

Zadatak 7.1.2 Koriste¢i svojstvo prigu²enja originala Laplaceove transformacije odre-
dite Laplaceove transformate sljede¢ih signala:

x1(t) = 2e−5tµ(t)
x2(t) = e−2t cosπt
x3(t) = e−tt2.

Zadatak 7.1.3 Koriste¢i svojstvo pomaka originala u lijevo odredite Laplaceove tran-
sformacije sljede¢ih signala:
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x1(t) = t2µ(t− 2)
x2(t) = e−4tµ(t− 1)
x3(t) = (t+ 4)µ(t− 2).

Zadatak 7.1.4 Koriste¢i svojstvo deriviranja originala odredite Laplaceove transfor-
macije sljede¢ih signala:

x′1(t) = d
dt

(sin 2t)
x′2(t) = d

dt
(t2)

x′3(t) = d
dt

(e3t) .

Zadatak 7.1.5 Koriste¢i svojstvo integriranja originala odredite Laplaceove transfor-
macije sljede¢ih signala:

∫ t
0
x1(t)dt =

∫ t
0
t2dt∫ t

0
x2(t)dt =

∫ t
0

sin 2tdt∫ t
0
x3(t)dt =

∫ t
0
e−5tdt.

Zadatak 7.1.6 Koriste¢i svojstvo deriviranja slike odredite Laplaceove transforma-
cije sljede¢ih signala:

x1(t) = t sin 2t
x2(t) = t3e−t.

Zadatak 7.1.7 Odredite Laplaceovu transformaciju konvolucije dvaju signala:

x1(t) = sin 3t
x2(t) = t2.

Zadatak 7.1.8 Odredite Laplaceovu transformaciju sljede¢ih signala:

x1(t) = t2e−3t sin 4t
x2(t) = (t− 2)4e−2tµ(t− 2)

x3(t) =
∫ t
0
te−4t sin 3tdt

x4(t) =
∫∞
−∞ sin 3τ sin (t− τ)dτ.

Zadatak 7.1.9 Odziv mirnog sustava na jedini£nu rampu je:

y(t) = 12t− 10− 2e−2t − 2e−3t + 2te−3t, t ≥ 0.

Odredite prijenosnu funkciju sustava.
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Zadatak 7.1.10 Sustav je opisan sljede¢om diferencijalnom jednadºbom:

y′′′(t) + 2.2y′′(t) + 5y′(t) + 4y(t) = 4u(t).

Po£etni su uvjeti sustava y′′(0) = 2, y′(0) = 0, y(0) = 2. Odredite prijenosnu
funkciju sustava.

Zadatak 7.1.11 Sustav je opisan sljede¢om diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 3y′(t) + 4y(t) = 2u(t).

Po£etni su uvjeti sustava y′(0) = −1, y(0) = 1. Odredite izlaz Y (s) sustava u
Laplacevoj domeni ako je na ulaz u sustav dovedena pobuda tipa jedini£na stepenica.

7.2 Inverzna Laplaceova transformacija

Da bismo dobili rje²enje diferencijalne jednadºbe potrebno je algebarski izraz, koji
smo dobili Laplaceovom transformacijom, transformirati u pogodan oblik za inverznu
Laplaceovu transformaciju. Ako je X(s) slika originala x(t), tada je i x(t) original slike
X(s). De�nicija inverzne Laplaceove transformacije je:

x(t) =
1

2πj
lim
ω→∞

∫ σ+jω

σ−jω
X(s)estds. (7.13)

De�nicija (7.13) presloºena je za izra£un vremenskog signala x(t) te ¢emo pokazati
druge, jednostavnije na£ine. Problem inverzne Laplaceove transformacije znatno je
sloºeniji od problema Laplaceove transformacije.

Neka je prijenosna funkcija sustava u Laplaceovoj domeni predstavljena kao
racionalna funkcija:

G(s) =
P (s)

Q(s)
=
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + ...+ a1s+ a0
, n > m. (7.14)

Racionalnu funkciju (7.14) potrebno je rastaviti na proste razlomke. Ovaj je
problem posebno jednostavan ukoliko su sve nulto£ke polinoma nazivnika Q(s)
realne i jednostruke. Nulto£ke polinoma nazivnika Q(s) prijenosne funkcije
predstavljaju polove sustava (ozna£avat ¢emo ih s pi), a nulto£ke polinoma brojnika
P (s) prijenosne funkcije predstavljaju nule sustava (ozna£avat ¢emo ih s ni).

U nastavku teksta koristit ¢emo samo termine nule i polovi sustava. Ako su polovi
prijenosne funkcije (7.14) jednostruki i realni, tada se racionalna prijenosna funkcija
G(s) = P (s)/Q(s) moºe napisati u obliku:

G(s) =
P (s)

Q(s)
=

K1

s− p1
+

K2

s− p2
+ ...+

Kn

s− pn
. (7.15)

Inverzna transformacija razlomljene racionalne funkcije G(s) je eksponencijalna
funkcija:

g(t) = K1e
p1t +K2e

p2t + ...+Kne
pnt. (7.16)
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Koe�cijenti K1, K2, ..., Kn mogu se dobiti prema sljede¢oj relaciji:

Kk = lim
s→pk

P (s)(s− pk)
Q(s)

, k = 1, ..., n. (7.17)

Ovakav razvoj racionalne funkcije na proste razlomke u literaturi se nazivaHeavisideov
razvoj. To je samo jedan od na£ina kako se mogu odrediti koe�cijenti K1, K2, ..., Kn.
Sljede¢i na£in temelji se na izjedna£avanju koe�cijenata uz iste potencije kompleksne
varijable s:

P (s)

Q(s)
=
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + ...+ a1s+ a0
=

K1

s− p1
+

K2

s− p2
+ ...+

Kn

s− pn
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b1s+ b0

(s− p1) (s− p2) · · · (s− pn)
=

K1

s− p1
+ ...+

Kn

s− pn
/ (s− p1) · · · (s− pn)

bms
m + ...+ b1s+ b0 = K1 (s− p2) · · · (s− pn) + ...+Kn (s− p1) · · · (s− pn−1) .

(7.18)
Ako G(s) ima kompleksne polove, tada se racionalna funkcija rastavlja kao
(p1,2 = −σ ∓ jω):

P (s)

Q(s)
=
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + ...+ a1s+ a0
=

K1 +K2s

(s+ σ + jω)(s+ σ − jω)
+ ...+

Kn

s− pn
.

(7.19)

Ako G(s) ima dvostruke, trostruke, £etverostruke i vi²estruke polove, tada se
racionalna funkcija rastavlja kao:

P (s)

Q(s)
=
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + ...+ a1s+ a0
=

K1,1

s− p1
+ ...+

K1,r

(s− p1)r
+ ...+

Kn

s− pn
,

(7.20)
gdje je r vi²estrukost pola. Koe�cijenti vi²estrukih polova relacije (7.20) mogu se dobiti
na sljede¢i na£in:

K1,i =
1

(r − i)!
lim
s→p1

{
dr−i

dsr−i

[
(s− p1)r

P (s)

Q(s)

]}
, i = r, r − 1, ..., 2, 1 (7.21)

U slu£aju da imamo vi²e vi²estrukih polova, istom analogijom kao i u prethodnom
primjeru mogu se dobiti svi koe�cijenti rastava prijenosne funkcije na proste
razlomke. Nakon rastavljanja racionalne funkcije na proste razlomke inverzna
Laplaceova transformacija dobije se kori²tenjem tablice Laplaceove transformacije koja
se nalazi u poglavlju 13. PRILOG.

Primjer 7.2.1 Odredite inverznu Laplaceovu transformaciju sljede¢ih transformata:

X1(s) = 2
s+2

X2(s) = 1
(s+1)2

X3(s) = s+1
s2+s+2

X4(s) = s+1
s2
.



7.2 Inverzna Laplaceova transformacija 77

Rje²enje Svi zadaci ovog tipa mogu se rije²iti kori²tenjem tablica Laplaceove
transformacije i poznavaju¢i svojstva Laplaceove transformacije. Transformat X1(s)
prema tablici odgovara Laplaceovom transformatu eksponencijalne funkcije pa prema
tome vrijedi:

X1(s) = 2
s+2

t d x1(t) = 2e−2t.

Transformat X2(s) ne moºe se prona¢i u tablici Laplaceove transformacije, ali
poznato je iz prija²njih tablica da vrijedi:

1
s2

t d t.

Ako u transformatu imamo pomak varijable za 1 ulijevo, to odgovara prigu²enju
originalnog signala (originalan signal je t). Prema tome, vrijedi:

X2(s) = 1
(s+1)2

t d x2(t) = e−tt.

Transformat X3(s) tako�er se ne moºe prona¢i u tablici Laplaceove
transformacije. U ovom slu£aju najprije je potrebno izra£unati polove sustava
(karakteristi£ne vrijednosti sustava). Polovi sustava nulto£ke su nazivnika Laplace-
ovog transformata. Za transformat X3(s) vrijedi da su polovi:

s2 + s+ 2 = 0⇒ s1,2 =
−1±

√
1− 8

2
= −1

2
± j
√

7

2
.

Polovi su konjugirano kompleksni ²to upu¢uje na to da ¢e original biti sinus i kosinus
signal. S obzirom da polovi imaju i realnu komponentu, zaklju£ujemo da ¢e sinus i
kosinus signali biti prigu²eni. Transformat X3(s) najprije je potrebno transformirati u
pogodan oblik na na£in da se dio nazivnika svede na potpuni kvadrat:

X3(s) = s+1
s2+s+2

= s+1
s2+s+ 1

4
+ 7

4

= s+1

(s+ 1
2)

2
+ 7

4

X3(s) =
s+ 1

2
+ 1

2

(s+ 1
2)

2
+ 7

4

=
s+ 1

2

(s+ 1
2)

2
+ 7

4

+
1
2

(s+ 1
2)

2
+ 7

4

.

Iz rastavljenog transformata uo£avamo kruºnu frekvenciju ω i parametar eksponen-
cijalne funkcije jer vrijedi:

cosωt d t s
s2+ω2

sinωt d t ω
s2+ω2

e−at cosωt d t s+a
(s+a)2+ω2

e−at sinωt d t ω
(s+a)2+ω2 .

Prema tome, vrijedi da je ω =
√
7
2
, a parametar eksponencijalne funkcije a = 1

2
.

Nadalje, vrijedi:

X3(s) =
s+ 1

2

(s+ 1
2)

2
+ 7

4

+

√
7√
7

1
2

(s+ 1
2)

2
+ 7

4

=
s+ 1

2

(s+ 1
2)

2
+ 7

4

+ 1√
7

√
7

2

(s+ 1
2)

2
+ 7

4

�
x3(t) = e−

1
2
t
(

cos
√
7
2
t+ 1√

7
sin

√
7
2
t
)
.
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Transformat X4(s) najprije je potrebno svesti na zbroj dvaju transformata:

X4(s) =
s+ 1

s2
=

1

s
+

1

s2
.

Iz tablica se moºe izra£unati:

1
s

t d µ(t)
1
s2

t d t.

Zbog linearnosti Laplaceove transformacije vrijedi:

X4(s) = s+1
s2

t d x4(t) = µ(t) + t.

Primjer 7.2.2 Odredite impulsni odziv sustava:

G(s) =
1

s+ 1
.

Rje²enje Impulsni odziv sustava je odziv sustava na dirac impuls δ(t). Za dirac
impuls δ(t) vrijedi:

u(t) = δ(t) d t U(s) = 1.

Koriste¢i de�niciju prijenosne funkcije vrijedi:

G(s) =
Y (s)

U(s)
/U(s)⇒ Y (s) = G(s)U(s).

a za konkretan sustav i pobudu:

Y (s) = G(s) · 1 = G(s).

Moºemo zaklju£iti da je inverzna Laplaceova transformacija prijenosne funkcije δ(t)
sustava jednaka impulsnom odzivu sustava:

G(s) = 1
s+1

d t g(t) = e−t.

Primjer 7.2.3 Odredite odziv sustava:

G(s) =
1

s+ 1

na jedini£nu skokovitu pobudu u(t) = µ(t).

Rje²enje Za jedini£nu skokovitu pobudu vrijedi:

u(t) = µ(t) d t U(s) = 1
s
.

Koriste¢i de�niciju prijenosne funkcije vrijedi:
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G(s) =
Y (s)

U(s)
/U(s)⇒ Y (s) = G(s)U(s),

a za konkretan sustav i pobudu:

Y (s) = G(s)
1

s
=

1

s+ 1

1

s
.

S obzirom da je odziv sloºenijeg tipa i nije ga mogu¢e direktno (bez tablica)
inverznom Laplaceovom transformacijom transformirati u vremensko podru£je, koristit
¢emo Heavisideov razvoj na proste razlomke:

Y (s) =
1

s+ 1

1

s
=
A

s
+

B

s+ 1
.

Polovi od Y (s) su:

s(s+ 1) = 0⇒ s = 0 ∧ s+ 1 = 0
s1 = 0, s2 = −1.

Odredimo sada koe�cijente A i B:

Y (s) = 1
s

1
s+1

= A
s

+ B
s+1

A = lim
s→0

sY (s) = lim
s→0

s
s(s+1)

= lim
s→0

1
(s+1)

= 1

B = lim
s→−1

(s+ 1)Y (s) = lim
s→−1

s+1
s(s+1)

= lim
s→−1

1
s

= −1.

Vrijedi:

Y (s) =
1

s
− 1

s+ 1
.

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini£ne stepenice:

y(t) = 1− e−t.

Primjer 7.2.4 Odredite odziv sustava:

G(s) =
1

s+ 1

na pobudu jedini£ne rampe u(t) = t.

Rje²enje Za pobudu tipa jedini£ne rampe vrijedi:

u(t) = t d t U(s) = 1
s2
.

Koriste¢i de�niciju prijenosne funkcije vrijedi:
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G(s) =
Y (s)

U(s)
/U(s)⇒ Y (s) = G(s)U(s),

a za konkretan sustav i pobudu:

Y (s) = G(s)
1

s
=

1

s+ 1

1

s2
.

S obzirom da je odziv sloºenijeg tipa i nije ga mogu¢e direktno (bez tablica) inverz-
nom Laplaceovom transformacijom transformirati u vremensko podru£je, koristit ¢emo
Heavisideov razvoj na proste razlomke:

Y (s) =
1

s+ 1

1

s2
=
A

s
+
B

s2
+

C

s+ 1
.

Polovi od Y (s) su:

s2(s+ 1) = 0⇒ s2 = 0 ∧ s+ 1 = 0
s1 = 0, s2 = 0, s3 = −1.

Odredimo sada koe�cijente A, B i C. Potrebno je uzeti u obzir vi²estrukost pola 0.
Koristimo relaciju za prora£un koe�cijenata uz vi²estruke polove:

K1.i =
1

(r − i)!
lim
s→pk

{
dr−i

dsr−i

[
(s− p1)r

P (s)

Q(s)

]}
, i = 1, 2, K1,1 = A,K1,2 = B

gdje je:

• r - vi²estrukost pola (npr. ako je broj istih polova 2, r = 2)

• i - redni broj koe�cijenta iznad pola vi²estrukosti i

Prema tome, vrijedi:

Y (s) = 1
s2

1
s+1

= A
s

+ B
s2

+ C
s+1

A = 1
(2−1)! lim

s→0

{
d
ds

[s2Y (s)]
}

= lim
s→0

d
ds

[
1
s+1

]
= lim

s→0

−1
(s+1)2

= −1

B = lim
s→0

s2Y (s) = lim
s→0

1
(s+1)

= 1

C = lim
s→−1

(s+ 1)Y (s) = lim
s→−1

1
s2

= 1.

Vrijedi:

Y (s) = −1

s
+

1

s2
+

1

s+ 1
.

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini£ne stepenice:

y(t) = −1 + t+ e−t.
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Primjer 7.2.5 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 2y′(t) + 3y(t) = 3u(t)

na pobudu jedini£ne stepenice.

Rje²enje Za mirni sustav vrijedi da su po£etni uvjeti jednaki nuli. Koriste¢i svojstvo
derivacije originala dobije se:

y(t) d tY (s)

y′(t) d tsY (s)− y(0) = sY (s)− 0 = sY (s)

y′′(0) d ts2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s)

u(t) = µ(t) d tU(s) = 1
s
.

Na temelju prethodnog izlaganja prijenosna funkcija sustava je:

y′′(t) + 2y′(t) + 3y(t) = 3u(t) d tY (s) (s2 + 2s+ 3) = 3U(s)⇒
G(s) = Y (s)

U(s)
= 3

s2+2s+3
.

Koriste¢i de�niciju prijenosne funkcije vrijedi:

G(s) =
Y (s)

U(s)
/U(s)⇒ Y (s) = G(s)U(s),

a za konkretan sustav i pobudu:

Y (s) = G(s)
1

s
=

3

s2 + 2s+ 3

1

s
.

Polovi od Y (s) su:

s (s2 + 2s+ 3) = 0⇒ s = 0 ∧ s2 + 2s+ 3 = 0

s1 = 0, s2,3 = −1± j
√

2.

Kada su polovi konjugirano kompleksni, tada je Laplaceov transformat jednostav-
nije rastaviti na proste razlomke koriste¢i metodu izjedna£avanja koe�cijenata uz iste
potencije od s. Isto tako vrijedi,nako su polovi konjugirano kompleksni, tada ¢e rezul-
tat inverzne transformacije uvijek biti sinus ili kosinus signal oteºan s eksponencijalnim
£lanom e−at. Prema tome, nazivnik razlomka £iji su polovi konjugirano kompleksni mo-
raju se svesti na potpuni kvadrat. Slijedi izra£un:

Y (s) = G(s)1
s

= 3
s2+2s+3

1
s

= A
s

+ Bs+C
s2+2s+3

/s (s2 + 2s+ 3)

A (s2 + 2s+ 3) + (Bs+ C) s = 3⇒ 3A = 3⇒
A = 12A+ C = 0⇒ C = −2, A+B = 0⇒ B = −1
Y (s) = 1

s
− s+2

s2+2s+3
= 1

s
− s+1+1

(s+1)2+2

Y (s) = 1
s
− s+1

(s+1)2+2
−

1
√

2√
2

(s+1)2+2
.

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini£ne stepenice:
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y(t) = 1− e−t
(

cos
√

2t+
1√
2

sin
√

2t

)
.

Drugi na£in (kompliciraniji u slu£aju kompleksnih, dvostrukih i vi²estrukih polova)
na koji se moºe rije²iti problem inverzne Laplaceove transformacije od Y (s) je kori²tenje
Heavisideovog razvoja. Prema Heavisideovom razvoju Y (s) rastavljamo kao (u obzir
se uzimaju polovi koje smo prora£unali):

Y (s) = G(s)1
s

= 3
s2+2s+3

1
s

= A
s

+ B
s+1−j

√
2

+ C
s+1+j

√
2

A = lim
s→0

sY (s) = lim
s→0

3
s2+2s+3

= 1

B = lim
s→−1+j

√
2

(
s+ 1− j

√
2
)
Y (s) = lim

s→−1+j
√
2

3

s(s+1+j
√
2)

= 3

(−1+j
√
2)j2
√
2

B = 3

(−1+j
√
2)j2
√
2

= 3
−4−2

√
2j

−4+j2
√
2

−4+j2
√
2

= −12+j6
√
2

24
= −2+j

√
2

4

C = lim
s→−1−j

√
2

(
s+ 1 + j

√
2
)
Y (s) = lim

s→−1−j
√
2

3

s(s+1−j
√
2)

= 3

(−1−j
√
2)(−j2

√
2)

C = 3

(−1−j
√
2)(−j2

√
2)

= 3
−4+2

√
2j

−4−j2
√
2

−4−j2
√
2

= −12−j6
√
2

24
= −2−j

√
2

4

Y (s) = 1
s

+
−2+j

√
2

4

s+1−j
√
2

+
−2−j

√
2

4

s+1+j
√
2
.

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini£ne stepenice:

y(t) = 1 +
−2 + j

√
2

4
e−t+j

√
2t − 2 + j

√
2

4
e−t−j

√
2t.

Prethodni izraz potrebno je srediti uz kori²tenje Eulerovih formula za sinus i kosinus:

cos (ωt) = ejωt+e−jωt

2

sin (ωt) = ejωt−e−jωt
2j

.

Sre�ivanjem ¢emo dobiti:

y(t) = 1 + −2+j
√
2

4
e−tej

√
2t − 2+j

√
2

4
e−te−j

√
2t

y(t) = 1 + e−t
(
−2+j

√
2

4
ej
√
2t − 2+j

√
2

4
e−j
√
2t
)

y(t) = 1 + e−t
(
−1

2
ej
√
2t − 1

2
e−j
√
2t + j

√
2
4
ej
√
2t − j

√
2
4
e−j
√
2t
)

y(t) = 1 + e−t
(
− ej

√
2t+e−j

√
2t

2
+ j

√
2
2
ej
√

2t−e−j
√
2t

2
j
j

)
y(t) = 1 + e−t

(
− ej

√
2t+e−j

√
2t

2
− j

√
2√

2
√
2
ej
√
2t−e−j

√
2t

2j

)
y(t) = 1− e−t

(
cos
√

2t+ 1√
2

sin
√

2t
)
.

Rje²enja dobivena dvjema metodama su jednaka.

Primjer 7.2.6 Odredite odziv sustava opisanog diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 2.5y′(t) + y(t) = 2u(t)

na pobudu jedini£ne stepenice. Po£etni su uvjeti sustava: y(0) = 1, y′(0) = −1.
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Rje²enje Koriste¢i svojstvo derivacije originala dobije se:

y(t) d tY (s)

y′(t) d tY (s)− y(0) = sY (s)− 1

y′′(0) d ts2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s)− s+ 1

u(t) = µ(t) d tU(s) = 1
s
.

Na temelju prethodnog izlaganja vrijedi:

y′′(t) + 2.5y′(t) + y(t) = 2u(t)

�
s2Y (s)− s+ 1 + 2.5 (sY (s)− 1) + Y (s) = 2U(s) = 2

s

Y (s) (s2 + 2.5s+ 1) = 2
s

+ s+ 1.5 = 2+s2+1.5s
s

Y (s) = 2+s2+1.5s
s(s2+2.5s+1)

.

Polovi od Y(s) su:

s (s2 + 2.5s+ 1) = 0⇒ s = 0 ∧ s2 + 2.5s+ 1 = 0
s1 = 0, s2 = −0.5, s3 = −2.

Transformat Y (s) potrebno je rastaviti na proste razlomke koriste¢i Heavisideov
razvoj:

Y (s) = 2+s2+1.5s
s(s2+2.5s+1)

= 2+s2+1.5s
s(s+0.5)(s+2)

= A
s

+ B
s+0.5

+ C
s+2

A = lim
s→0

sY (s) = lim
s→0

2+s2+1.5s
s2+2.5s+1

= 2

B = lim
s→−0.5

(s+ 0.5)Y (s) = lim
s→−0.5

2+s2+1.5s
s(s+2)

= −2

C = lim
s→−2

(s+ 2)Y (s) = lim
s→−2

2+s2+1.5s
s(s+0.5)

= 1

Y (s) = 2
s
− 2

s+0.5
+ 1

s+2
.

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava na pobudu
jedini£ne stepenice s po£etnim uvjetima y(0) = 1, y′(0) = −1:

y(t) = 2− 2e−0.5t + e−2t.

Primjer 7.2.7 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 4y′(t) + 3y(t) = 3u(t)

na pobudu u(t) = e−3t.

Rje²enje Za mirni sustav vrijedi da su po£etni uvjeti jednaki nuli. Koriste¢i svojstvo
derivacije originala dobije se:

y(t) d tY (s)

y′(t) d tsY (s)− y(0) = sY (s)− 0 = sY (s)

y′′(0) d ts2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s)

u(t) = e−3t d tU(s) = 1
s+3

.
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Na temelju prethodnog izlaganja prijenosna funkcija sustava je:

y′′(t) + 4y′(t) + 3y(t) = 3u(t) d tY (s) (s2 + 4s+ 3) = 3U(s)⇒
G(s) = Y (s)

U(s)
= 3

s2+4s+3
.

Koriste¢i de�niciju prijenosne funkcije vrijedi:

G(s) =
Y (s)

U(s)
/U(s)⇒ Y (s) = G(s)U(s),

a za konkretan sustav i pobudu:

Y (s) = G(s)
1

s+ 3
=

3

s2 + 4s+ 3

1

s+ 3
.

Polovi od Y (s) su:

s (s2 + 4s+ 3) = 0⇒ s2 + 4s+ 3 = 0 ∧ s+ 3 = 0
s1 = −1, s2 = −3, s3 = −3.

Transformat Y (s) sada ima oblik:

Y (s) =
3

(s+ 1) (s+ 3)2
.

Primijetimo da se pojavljuju dvostruki polovi. Kao ²to smo rekli, kada se pojave
vi²estruki polovi, najjednostavnije je koristiti metodu izjedna£avanja koe�cijenata uz
iste potencije od s. Transformat Y (s) moºemo rastaviti na sljede¢e proste razlomke:

Y (s) =
3

(s+ 1) (s+ 3)2
=

A

s+ 1
+

B

s+ 3
+

C

(s+ 3)2
.

Nadalje vrijedi:

Y (s) = 3
(s+1)(s+3)2

= A
s+1

+ B
s+3

+ C
(s+3)2

/ (s+ 1) (s+ 3)2

A(s+ 3)2 +B(s+ 1)(s+ 3) + C(s+ 1) = 3
A(s2 + 6s+ 9) +B(s2 + 4s+ 3) + C(s+ 1) = 3
9A+ 3B + C = 3⇒ −9B + 3B + C = 3
6A+ 4B + C = 0⇒ −6B + 4B + C = 0/− 1
A+B = 0⇒ A = −B = 3

4

−6B + C = 3
2B − C = 0

}
− 4B = 3⇒ B = −3

4

C = 2B = −3
2

Y (s) =
3
4

s+1
−

3
4

s+3
−

3
2

(s+3)2
.

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava:

y(t) =
3

4
e−t − 3

4
e−3t − 3

2
te−3t.
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Drugi na£in (kompliciraniji u slu£aju kompleksnih, dvostrukih i vi²estrukih polova)
na koji se moºe rije²iti problem inverzne Laplaceove transformacije od Y (s) je kori²tenje
Heavisideovog razvoja. Uzmimo u obzir vi²estrukost pola -3. Koristimo formulu s
predavanja:

K2.i =
1

(r − i)!
lim
s→pk

{
dr−i

dsr−i

[
(s− p1)r

P (s)

Q(s)

]}
, i = 1, 2, K2,1 = A,K2,2 = B.

Prema Heavisideovom razvoju Y (s) rastavljamo kao (u obzir se uzimaju polovi koje
smo prora£unali):

Y (s) = 3
(s+1)(s+3)2

= A
s+1

+ B
s+3

+ C
(s+3)2

A = lim
s→−1

(s+ 1)Y (s) = lim
s→−1

3
(s+3)2

= 3
4

B = 1
(2−1)! lim

s→−3

{
d
ds

[
(s+ 3)2Y (s)

]}
= lim

s→−3
d
ds

[
3
s+1

]
= lim

s→−3
−3

(s+1)2
= −3

4

C = lim
s→−3

(s+ 1)2Y (s) = lim
s→−3

3
s+1

= −3
2

Y (s) =
3
4

s+1
−

3
4

s+3
−

3
2

(s+3)2
.

Inverznom Laplaceovom transformacijom od Y (s) dobije se odziv sustava:

y(t) =
3

4
e−t − 3

4
e−3t − 3

2
te−3t.

Na oba na£ina dobili smo isti rezultat.

7.2.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 7.2.1 Odredite inverznu Laplaceovu transformaciju sljede¢ih transformata:

X1(s) = −2
s−2

X2(s) = 2
(s+1)3

X3(s) = s+2
s2+2s+2

X4(s) = s2+s+1
s3

.

Zadatak 7.2.2 Odredite impulsni odziv sustava:

G(s) =
2

s+ 3
.

Zadatak 7.2.3 Odredite odziv sustava:

G(s) =
2

s+ 3

na pobudu jedini£ne stepenice u(t) = µ(t).



86 Laplaceova transformacija

Zadatak 7.2.4 Odredite odziv sustava:

G(s) =
2

s+ 3

na pobudu jedini£ne rampe u(t) = t.

Zadatak 7.2.5 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 2y′(t) + 2y(t) = 2u(t)

na pobudu jedini£ne stepenice.

Zadatak 7.2.6 Odredite odziv sustava opisanog diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 4.5y′(t) + 2y(t) = 2u(t)

na pobudu jedini£ne stepenice. Po£etni su uvjeti sustava: y(0) = −1, y′(0) = 1.

Zadatak 7.2.7 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = 2u(t)

na pobudu u(t) = e−2t.

Zadatak 7.2.8 Odredite odziv mirnog sustava opisanog diferencijalnom jednadºbom:

y′′(t) + 4y′(t) + 4y(t) = u(t)

na pobudu u(t) = e−2t.



Poglavlje 8

Fourierovi redovi

Svaka se funkcija f(t) na ograni£enom intervalu moºe prikazati u obliku sume
harmonika:

f(t) = C0 +
∞∑
n=1

Cn sin(nωt+ ϕ). (8.1)

Suma 8.1 predstavlja razvoj funkcije f(t) u Fourierov red. Slijedi nekoliko na£ina
razvoja funkcije f(t) u Fourierov red:

• Fourierov red funkcije f(t) na intervalu −π ≤ t ≤ π:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos(nt) + bn sin(nt)), (8.2)

a Fourierovi koe�cijenti Fourierovog reda ra£unaju se prema:

a0 = 1
π

π∫
−π
f(t)dt

an = 1
π

π∫
−π
f(t) cos(nt)dt, n > 0

bn = 1
π

π∫
−π
f(t) sin(nt)dt, n > 0.

(8.3)

• Trigonometrijski Fourierov red periodi£ne funkcije f(t) s periodom T = b− a je:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos

(
2nπt

T

)
+ bn sin

(
2nπt

T

))
, (8.4)
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a Fourierovi koe�cijenti Fourierovog reda ra£unaju se prema:

a0 = 2
T

b∫
a

f(t)dt

an = 2
T

b∫
a

f(t) cos
(
2nπt
T

)
dt, n > 0

bn = 2
T

b∫
a

f(t) sin
(
2nπt
T

)
dt, n > 0.

(8.5)

• Fourierovi redovi parnih i neparnih funkcija:

� Ako je funkcija parna (f(−t) = f(t)) Fourierov red je:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos

(
nπt

L

)
, (8.6)

a Fourierovi koe�cijenti Fourierovog reda ra£unaju se prema:

a0 = 2
L

L∫
0

f(t)dt

an = 2
L

L∫
0

f(t) cos
(
nπt
L

)
dt, n > 0.

(8.7)

� Ako je funkcija neparna (f(−t) = −f(t)) Fourierov red je:

f(t) =
∞∑
n=1

bn sin

(
nπt

L

)
, (8.8)

a Fourierovi koe�cijenti Fourierovog reda ra£unaju se prema:

bn =
2

L

L∫
0

f(t) sin

(
nπt

L

)
dt, n > 0. (8.9)

Primjer 8.1 Funkciju f(t) sa slike 8.1 potrebno je razviti u Fourierov red na intervalu
[−π, π].
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Slika 8.1: Funkcija f(t)

Rje²enje Fourierov red funkcije f(t) na intervalu [−π, π] razvija se u sumu oblika:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt).

Potrebno je prona¢i koe�cijente Fourierovog reda a0, an i bn prema:

a0 = 1
π

π∫
−π
f(t)dt

an = 1
π

π∫
−π
f(t) cos(nt)dt, n > 0

bn = 1
π

π∫
−π
f(t) sin(nt)dt, n > 0.

Funkcija se matemati£ki na intervalu [−π, π] moºe prikazati u dva zasebna intervala:

f(t) =

{
π za −π ≤ t < 0
t za 0 ≤ t < π.

Za Fourierov koe�cijent a0 vrijedi:

a0 = 1
π

π∫
−π
f(t)dt = 1

π

0∫
−π
f(t)dt+ 1

π

π∫
0

f(t)dt = 1
π

0∫
−π
πdt+ 1

π

π∫
0

tdt

a0 = t|0−π + t2

2π

∣∣∣π
0

= (0− (−π)) +
(
π2

2π
− 0
)

= π + π
2

= 3π
2
.

Za Fourierove koe�cijente an vrijedi:
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an = 1
π

π∫
−π
f(t) cos(nt)dt = 1

π

0∫
−π
π cos(nt)dt+ 1

π

π∫
0

t cos(nt)dt

1
π

0∫
−π
π cos(nt)dt =

0∫
−π

cos(nt)dt = 1
n

sin(nt)
∣∣0
−π = 0− 0 = 0

1
π

π∫
0

t cos(nt)dt

∣∣∣∣ u = t dv = cos(nt)dt
du = dt v = 1

n
sin(nt)

∣∣∣∣ = 1
π
t
n

sin(nt)
∣∣π
0
− 1

π

π∫
0

1
n

sin(nt)dt =

= − 1
π

π∫
0

1
n

sin(nt)dt = − 1
π

π∫
0

1
n

sin(nt)dt = 1
π

1
n2 cos(nt)

∣∣π
0

= 1
π

1
n2 (cos(nπ)− 1)

cos(nπ) =

{
1 za n = 2, 4, 6, ...
−1 za n = 1, 3, 5, ...

= (−1)n

1
π

1
n2 (cos(nπ)− 1) = 1

π
1
n2 ((−1)n − 1)

an = 1
π

0∫
−π
π cos(nt)dt+ 1

π

π∫
0

t cos(nt)dt = 1
π

1
n2 ((−1)n − 1) .

Za Fourierove koe�cijente bn vrijedi:

bn = 1
π

π∫
−π
f(t) sin(nt)dt = 1

π

0∫
−π
π sin(nt)dt+ 1

π

π∫
0

t sin(nt)dt

1
π

0∫
−π
π sin(nt)dt =

0∫
−π

sin(nt)dt = − 1
n

cos(nt)
∣∣0
−π = − 1

n
(1− cos(nt))

1
π

π∫
0

t sin(nt)dt

∣∣∣∣ u = t dv = sin(nt)dt
du = dt v = − 1

n
cos(nt)

∣∣∣∣ = − t
πn

cos(nt)
∣∣π
0

+
π∫
0

1
n

cos(nt)dt =

= − π
πn

cos(nπ)−
π∫
0

1
n

cos(nt)dt = − 1
n

cos(nπ)− 1
n2 sin(nt)

∣∣π
0

= − 1
n

cos(nπ)

bn = 1
π

0∫
−π
π sin(nt)dt+ 1

π

π∫
0

t sin(nt)dt = − 1
n

(1− cos(nt))− 1
n

cos(nπ) = − 1
n
.

Izra£unate koe�cijente sada uvrstimo u Fourierov red funkcije f(t):

f(t) = a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

f(t) = 3π
4

+
∞∑
n=1

(
1
π

1
n2 ((−1)n − 1) cosnt− 1

n
sinnt

)
.

Prethodna relacija predstavlja Fourierov razvoj funkcije f(t) sa slike 8.1. Slika 8.2
prikazuje aproksimaciju funkcije f(t) sa slike 8.1 s prvih 10 harmonika.
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Slika 8.2: Funkcija f(t) sa slike 8.1 razvijena u Fourierov red

Primjer 8.2 Na slici 8.3 prikazan je poluvalni ispravlja£ koji je spojen na izmjeni£nu
mreºu 220V/50Hz. Potrebno je odrediti Fourierov razvoj ispravljenog napona.

Slika 8.3: Poluvalni ispravlja£

Izmjeni£ni napon prikazan je na slici 8.4 i matemati£ki se moºe zapisati kao:

u(t) = 220
√

2 sin (100πt) V.

Slika 8.4: Izmjeni£ni napon 220V/50Hz
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Rje²enje Poluvalni ispravlja£ za ispravljanje napona koristi diodu. Za diodu je
poznato da je propusno polarizirana kada je na anodi pozitivniji napon od napona
na katodi. Prema tome, dioda propu²ta samo pozitivne poluperiode sinusnog mreºnog
napona. Zato se ovaj ispravlja£ i naziva poluvalnim ispravlja£em. Ispravljeni napon
prikazan je na slici 8.5.

Slika 8.5: Poluvalno ispravljen izmjeni£ni napon 220V/50Hz

Ispravljeni signal je periodi£an s periodom T = 20 ms. Koristimo razvoj funkcije
u(t) = 220

√
2 sin (100πt) V u trigonometrijski Fourierov red prema relaciji:

u(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos

2nπt

T
+ bn sin

2nπt

T

)
V.

Potrebno je prona¢i koe�cijente Fourierovog reda a0, an i bn prema:

a0 = 2
T

b∫
a

u(t)dt

an = 2
T

b∫
a

u(t) cos 2nπt
T
dt, n > 0

bn = 2
T

b∫
a

u(t) sin 2nπt
T
dt, n > 0.

Ispravljeni napon na jednoj periodi matemati£ki se moºe opisati prema relaciji:

u(t) =

{
220
√

2 sin (100πt) V za 0 ≤ t < 0.01
0 za 0.01 ≤ t < 0.02

.

Za Fourierov koe�cijent a0 vrijedi:

a0 = 2
T

T∫
0

u(t)dt = 2
0.02

0.02∫
0

u(t)dt = 100
0.01∫
0

u(t)dt+ 100
0.02∫
0.01

u(t)dt

a0 = 100
0.01∫
0

220
√

2 sin (100πt)dt = −100220
√
2

100π
cos (100πt)|0.010

a0 = −220
√
2

π
(cos (100π · 0.01)− 1) = 440

√
2

π
.

Za Fourierove koe�cijente an vrijedi:
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an = 2
T

T∫
0

u(t) cos 2nπt
T
dt = 2

0.02

0.02∫
0

u(t) cos 2nπt
0.02

dt

an = 100
0.01∫
0

u(t) cos (100nπt) dt+ 100
0.02∫
0.01

u(t) cos (100nπt) dt

an = 100
0.01∫
0

220
√

2 sin (100πt) cos (100nπt) dt.

Podintegralna funkcija je umnoºak sinus i kosinus funkcije. Da bismo rije²ili ovaj
integral moramo dva puta raditi parcijalnu integraciju ²to moºe biti komplicirano. Rije-
²it ¢emo ovaj zadatak na lak²i na£in, koriste¢i formule pretvorbe umno²ka
trigonometrijskih funkcija u zbroj:

sinx cos y = 1
2

(sin(x+ y) + sin(x− y))
cosx sin y = 1

2
(sin(x+ y)− sin(x− y))

cosx cos y = 1
2

(cos(x+ y) + cos(x− y))
sinx sin y = 1

2
(cos(x− y)− cos(x+ y)) .

Nastavljamo izvod Fourierovih koe�cijenata an:

an = 100
0.01∫
0

220
√

2 sin (100πt) cos (100nπt) dt, sinx cos y = 1
2

(sin(x+ y) + sin(x− y))

an = 22000
√

2
0.01∫
0

1
2

(sin (100πt+ 100nπt) + sin (100πt− 100nπt))dt

an = 22000
√
2
2

0.01∫
0

(sin (100π (1 + n) t) + sin (100π (1− n) t))dt

an = −22000
√
2
2

(
cos(100π(1+n)t)

100π(1+n)
+ cos(100π(1−n)t)

100π(1−n)

)∣∣∣0.01
0

an = −22000
√
2
2

(
cos(π(1+n))−1

100π(1+n)
+ cos(π(1−n))−1

100π(1−n)

)
an = −220

√
2

2π

(
cos(π(1+n))−1

(1+n)
+ cos(π(1−n))−1

(1−n)

)
cos (π (1 + n)) = cos (π + πn) = − cos (πn)
cos (π (1− n)) = cos (π − πn) = − cos (−πn) = − cos (πn)

an = −220
√
2

2π

(
− cos(πn)−1

(1+n)
+ − cos(πn)−1

(1−n)

)
= 220

√
2

2π
(cos (πn) + 1)

(
1

(1+n)
+ 1

(1−n)

)
an = 220

√
2

2π
(cos (πn) + 1) 1−n+1+n

(1+n)(1−n) = 220
√
2
π

(cos(πn)+1)
1−n2

cos(nπ) =

{
1 za n = 2, 4, 6, ...
−1 za n = 1, 3, 5, ...

= (−1)n

an = 220
√
2
π

((−1)n+1)
1−n2 .

Za Fourierove koe�cijente bn vrijedi:
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bn = 2
T

T∫
0

f(t) sin 2nπt
T
dt = 2

0.02

0.02∫
0

f(t) sin 2nπt
0.02

dt

bn = 100
0.01∫
0

f(t) sin (100nπt) dt+ 100
0.02∫
0.01

f(t) sin (100nπt) dt

bn = 100
0.01∫
0

220
√

2 sin (100πt) sin (100nπt) dt, sinx sin y = 1
2

(cos(x− y)− cos(x+ y))

bn = 22000
√

2
0.01∫
0

1
2

(cos (100πt− 100nπt)− cos (100πt+ 100nπt))dt

bn = 22000
√
2
2

0.01∫
0

(cos (100π (1− n) t)− cos (100π (1 + n) t))dt

bn = 22000
√
2
2

(
sin(100π(1−n)t)

100π(1−n) − sin(100π(1+n)t)
100π(1+n)

)∣∣∣0.01
0

bn = −22000
√
2
2

(
sin(π(1−n))−0
100π(1−n) + sin(π(1+n))−0

100π(1+n)

)
sin (π (1− n)) = sin (π − πn) = − sin (−πn) = sin (πn) = 0
sin (π (1 + n)) = sin (π + πn) = − sin (πn) = 0.

Ukoliko dovoljno ne poznajemo limese, zaklju£it ¢emo da su svi koe�cijenti bn
jednaki nuli. Me�utim, to bi bila gre²ka koja bi nas navela na krivi zaklju£ak. �to
se doga�a kada je n = 1? Tada pribrojnik:

sin (π (1− n))

100 (1− n)

postaje neodre�en jer imamo izraz 0/0. Sada ¢emo upotrijebiti limese kako bismo
uspje²no izra£unali koe�cijent b1:

lim
n→1

bn = lim
n→1

(
−220

√
2

2π

(
sin(π(1−n))

(1−n) + sin(π(1+n))
π(1+n)

))
lim
n→1

bn = −220
√
2

2π
lim
n→1

sin(π(1−n))
(1−n) .

S obzirom da smo do²li do izraza 0/0, koristit ¢emo L'Hôpitalovo pravilo 1:

lim
n→1

bn = −220
√
2

2π
lim
n→1

d
dn

(sin(π(1−n)))
d
dn

(1−n) = −220
√
2

2π
lim
n→1

−π cos(π(1−n))
−1 = 110

√
2

b1 = 110
√

2, bn = 0, n > 1.

Izra£unate koe�cijente sada uvrstimo u Fourierov red funkcije f(t):

u(t) = a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos 2nπt

T
+ bn sin 2nπt

T

)
V

u(t) = 440
√
2

2π
+
∞∑
n=1

an cos (100nπt) +
∞∑
n=1

bn sin (100nπt) V

u(t) = 220
√
2

π
+ 220

√
2
π

∞∑
n=1

((−1)n+1)
1−n2 cos (100nπt) + 110

√
2 sin (100πt) V.

1Deriviramo brojnik posebno, nazivnik posebno i ponovno poku²amo izra£unati limes
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Prethodna relacija predstavlja Fourierov razvoj funkcije u(t) sa slike 8.5. Slika 8.6
prikazuje aproksimaciju funkcije u(t) sa slike 8.5 s prvih 7 harmonika.

Slika 8.6: Funkcija u(t) sa slike 8.5 razvijena u Fourierov red

Primjer 8.3 Funkciju f(t) sa slike 8.7 potrebno je razviti u Fourierov red.

Slika 8.7: Parna funkcija f(t)

Rje²enje Funkcija sa slike 8.7 je simetri£na s obzirom na os ordinata (y os) pa je
time parna funkcija. Parne funkcije, razvijene u Fourierov red, sadrºe samo kosinus
funkcije Fourierovog reda. Za parno simetri£nu funkciju na intervalu [−L,L] vrijedi
razvoj:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
nπt

L
.

Koe�cijenti uz kosinus funkciju ra£unaju se prema sljede¢im izrazima:

a0 = 2
L

L∫
0

f(t)dt

an = 2
L

L∫
0

f(t) cos nπt
L
dt, n > 0.
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Budu¢i da period funkcije f(t) sa slike 8.7 iznosi T = 2 s, slijedi da je L = 1 s.
Matemati£ki, funkcija na intervalu [0, L] ima oblik f(t) = t.

Za Fourierov koe�cijent a0 vrijedi:

a0 =
2

L

L∫
0

f(t)dt =
2

1

1∫
0

f(t)dt =
2

1

1∫
0

tdt = 2
t2

2

∣∣∣∣1
0

= 1.

Za Fourierove koe�cijente an vrijedi:

an = 2
L

L∫
0

f(t) cos nπt
L
dt = 2

1

1∫
0

f(t) cos (nπt) dt = 2
1∫
0

t cos (nπt) dt

an = 2
1∫
0

t cos (nπt) dt

∣∣∣∣ u = t dv = cos (nπt) dt

du = dt v = sin(nπt)
nπ

∣∣∣∣ = 2t sin(nπt)
nπ

∣∣∣1
0
− 2

1∫
0

sin(nπt)
nπ

dt

an = 0− 0− 2
nπ

1∫
0

sin (nπt)dt = 2
n2π2 cos (nπt)

∣∣1
0

= 2
n2π2 (cos (nπt)− 1)

cos(nπ) =

{
1 za n = 2, 4, 6, ...
−1 za n = 1, 3, 5, ...

= (−1)n

an = 2
n2π2 ((−1)n − 1) .

Uvrstimo sada izra£unate koe�cijente u Fourierov red:

f(t) = a0
2

+
∞∑
n=1

an cos nπt
L

f(t) = 1
2

+
∞∑
n=1

2
n2π2 ((−1)n − 1) cos (nπt).

Prethodna relacija predstavlja Fourierov razvoj funkcije f(t) sa slike 8.7. Slika 8.8
prikazuje aproksimaciju funkcije f(t) sa slike 8.7 s prvih 10 harmonika.

Slika 8.8: Funkcija f(t) sa slike 8.7 razvijena u Fourierov red
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Primjer 8.4 Funkciju f(t) sa slike 8.9 potrebno je razviti u Fourierov red.

Slika 8.9: Neparna funkcija f(t)

Rje²enje Funkcija sa slike 8.9 je simetri£na s obzirom na ishodi²te pa je time ne-
parna funkcija. Neparne funkcije, razvijene u Fourierov red sadrºe samo sinus funkcije
Fourierovog reda. Za neparno simetri£nu funkciju na intervalu [−L,L] vrijedi razvoj:

f(t) =
∞∑
n=1

bn sin
nπt

L
.

Koe�cijenti uz sinus funkciju ra£unaju se prema sljede¢im izrazima:

bn =
2

L

L∫
0

f(t) sin
nπt

L
dt, n > 0.

Budu¢i da period funkcije f(t) sa slike 8.9 iznosi T = 2 s slijedi da je L = 1 s.
Matemati£ki, funkcija na intervalu [0, L] ima oblik f(t) = t.

Za Fourierove koe�cijente bn vrijedi:

bn = 2
L

L∫
0

f(t) sin nπt
L
dt = 2

1

1∫
0

f(t) sin (nπt) dt = 2
1∫
0

t sin (nπt) dt

bn = 2
1∫
0

t sin (nπt) dt

∣∣∣∣ u = t dv = sin (nπt) dt

du = dt v = − cos(nπt)
nπ

∣∣∣∣ = −2t cos(nπt)
nπ

∣∣∣1
0

+ 2
1∫
0

cos(nπt)
nπ

dt

bn = −2 cos(nπ)
nπ
− 0 + 2

nπ

1∫
0

cos (nπt)dt = −2 cos(nπ)
nπ

+ 2
n2π2 sin (nπt)

∣∣1
0

= −2 cos(nπ)
nπ

cos(nπ) =

{
1 za n = 2, 4, 6, ...
−1 za n = 1, 3, 5, ...

= (−1)n

bn = −2 (−1)n
nπ

.

Uvrstimo sada izra£unate koe�cijente u Fourierov red:
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f(t) =
∞∑
n=1

bn sin nπt
L

f(t) = −
∞∑
n=1

2 (−1)n
nπ

sin (nπt).

Prethodna relacija predstavlja Fourierov razvoj funkcije f(t) sa slike 8.9. Slika 8.10
prikazuje aproksimaciju funkcije f(t) sa slike 8.9 s prvih 15 harmonika.

Slika 8.10: Funkcija f(t) sa slike 8.9 razvijena u Fourierov red

8.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 8.1 Funkciju f(t) sa slike 8.11 potrebno je razviti u Fourierov red na
intervalu [−π, π].

Slika 8.11: Funkcija f(t)

Zadatak 8.2 Na slici 8.3 prikazan je punovalni ispravlja£ koji je spojen na izmjeni£nu
mreºu 220V/50Hz. Potrebno je odrediti Fourierov razvoj ispravljenog napona.
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Slika 8.12: Punovalni ispravlja£

Izmjeni£ni napon prikazan je na slici 8.13 i matemati£ki se moºe zapisati kao:

u(t) = 220
√

2 sin (100πt) V.

Slika 8.13: Izmjeni£ni napon 220V/50Hz

Napomena: Punovalni oblik ispravljenog napona prikazan je na slici 8.14.

Slika 8.14: Punovalno ispravljen izmjeni£ni napon 220V/50Hz

Zadatak 8.3 Funkciju f(t) sa slike 8.15 potrebno je razviti u Fourierov red.



100 Fourierovi redovi

Slika 8.15: Parna funkcija f(t)

Zadatak 8.4 Funkciju f(t) sa slike 8.16 potrebno je razviti u Fourierov red.

Slika 8.16: Neparna funkcija f(t)



Poglavlje 9

Svojstva Fourierovih redova,

Kompleksni Fourierov red

Kompleksni Fourierov red de�niran je kao:

f(t) =
∞∑

n=−∞

cne
jnω0t =

∞∑
n=−∞

cne
j n2πt

T , ω0 =
2π

T
, (9.1)

a koe�cijenti kompleksnog Fourierovog reda su:

cn =
1

T

∫
T

f(t)e−jnω0tdt. (9.2)

Linijski spektar periodi£nog signala:

cn = |cn| ej arg(cn) (9.3)

pri £emu je:

|cn| =
√

Re{cn}2 + Im{cn}2 (9.4)

i

arg(cn) = arctan

(
Im {cn}
Re {cn}

)
. (9.5)

Veza izme�u koe�cijenata Fourierovog reda i Kompleksnog Fourierovog reda je:

c0 =
a0
2
, cn =

an − jbn
2

, c−n =
an + jbn

2
(9.6)

Trigonometrijski Fourierov red periodi£ne funkcije f(t) s osnovnom kruºnom
frekvencijom ω0 moºe se zapisati i kao:

f(t) = ±α0

2
+
∞∑
n=1

αn sin (nω0t+ ϕn) (9.7)
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pri £emu je:

α0 = |a0|
αn =

√
a2n + b2n

tanϕn = an
bn
.

(9.8)

Paresevalova jednakost dana je relacijom:

P =
1

T

∫
T

|f(t)|2dt =
∞∑

n=−∞

|cn|2. (9.9)

Jednakost (9.9) koristi se za ra£unanje srednje snage signala.

Primjer 9.1 Periodi£na funkcija f(t) razvijena je u Fourierov red prikazan izrazom:

f(t) =
1

4
+

1

π2

∞∑
n=1

1

n2
((−1)n − 1) cosnt− 1

π

∞∑
n=1

1

n
(−1)n sinnt.

Odredite srednju vrijednost funkcije, koe�cijent Fourierovog reda a0, osnovnu kruºnu
frekvenciju i osnovni period, amplitudu i fazu osnovnog harmonika i amplitudu i fazu
£etvrtog harmonika.

Rje²enje Krenimo od trigonometrijskog Fourierovog reda:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos

2nπt

T
+ bn sin

2nπt

T

)
ili

f(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos (nω0t) + bn sin (nω0t)).

Srednja vrijednost funkcije sadrºana je u £lanu a0
2
. Prema tome, srednja vrijednost

signala je 1
4
. Koe�cijent a0 dva puta je ve¢i od srednje vrijednosti signala pa vrijedi:

a0
2

=
1

4
⇒ a0 = 2 · 1

4
=

1

2
.

Osnovna kruºna frekvencija ili osnovni period mogu se izra£unati iz op¢eg
trigonometrijskog Fourierovog reda i zadanog trigonometrijskog Fourierovog reda.
Osnovnu kruºnu frekvenciju moºemo izra£unati iz argumenta kosinus ili sinus £lana
(nω0t) uz uvjet n = 1 (osnovni harmonik je onaj harmonik za koji vrijedi da je n = 1):

cos (nω0t) = cosnt, n = 1
cos (ω0t) = cos t⇒ ω0t = t⇒ ω0 = 1.

Prema tome, osnovna je kruºna frekvencija ω0 = 1 rad s−1. Period sada moºemo
izra£unati na dva na£ina: prvi je iz op¢eg trigonometrijskog reda koji sadrºi period u
razvoju Fourierovog reda, a drugi je veza izme�u perioda i kruºne frekvencije.



103

Za prvi slu£aj vrijedi:

cos 2nπt
T

= cosnt, n = 1
cos 2πt

T
= cos t⇒ 2πt

T
= t⇒ T = 2π.

Za drugi slu£aj vrijedi:

ω0 =
2π

T
⇒= T =

2π

ω0

=
2π

1
= 2π.

U oba slu£aja dobili smo isti rezultat ²to je bilo i o£ekivano.

Da bismo izra£unali amplitudu i fazu osnovnog (prvog) harmonika, moramo iz
Fourierovog reda izra£unati koe�cijente an i bn pa vrijedi:

an = 1
π2n2 ((−1)n − 1)

bn = − 1
πn

(−1)n.

Za n = 1 vrijedi:

a1 = 1
π212

(
(−1)1 − 1

)
= − 2

π2

b1 = − 1
π·1(−1)1 = 1

π
.

Amplituda i faza n-tog harmonika je:

αn =
√
a2n + b2n

tanϕn = an
bn
.

Prema tome, amplituda osnovnog (prvog) harmonika je:

α1 =
√
a21 + b21 =

√(
− 2

π2

)2

+

(
1

π

)2

=

√
4

π4
+

1

π2
= 0.3773.

Faza osnovnog (prvog) harmonika je:

tanϕ1 =
a1
b1

=
− 2
π2

1
π

=
−2

π
⇒ ϕ1 = arctan

(
−2

π

)
= −0.5669 = −32.48◦.

Za n = 4 vrijedi:

a4 = 1
π242

(
(−1)4 − 1

)
= 0

b4 = − 1
π·4(−1)4 = − 1

4π
.

Prema tome, amplituda £etvrtog harmonika je:

α4 =
√
a24 + b24 =

√
(0)2 +

(
− 1

4π

)2

=
1

4π
= 0.0796.

Faza £etvrtog harmonika je:

tanϕ4 =
a4
b4

=
0

− 1
4π

= 0⇒ ϕ1 = arctan

(
0

−1

)
= −π = −180◦.
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Primjer 9.2 Periodi£nu funkciju f(t) zadanu slikom 9.1 razvijte u Kompleksni
Fourierov red.

Slika 9.1: Funkcija f(t)

Izra£unajte koe�cijent c0.

Rje²enje Period funkcije f(t) iznosi T = 2 s. Prema tome, za kruºnu frekvenciju
vrijedi:

ω0 =
2π

T
=

2π

2
= π.

Kompleksni Fourierov red glasi:

f(t) =
∞∑

n=−∞

cne
jnπt.

Matemati£ki se funkcija f(t) (slika 9.1) moºe zapisati kao:

f(t) =

{
0 za −1 ≤ t < 0
1 za 0 ≤ t < 1

.

Koe�cijente kompleksnog Fourierovog reda ra£unat ¢emo prema sljede¢oj relaciji:

cn = 1
T

∫
T
f(t)e−jnπtdt = 1

2

1∫
−1
f(t)e−jnπtdt = 1

2

0∫
−1
f(t)e−jnπtdt+ 1

2

1∫
0

f(t)e−jnπtdt

cn = 1
2

1∫
0

1·e−jnπtdt = 1
2

1
−jnπ e

−jnπt|10 = 1
−j2nπ (e−jnπ·1 − e−jnπ·0)

cn = 1
−j2nπ (e−jnπ − 1) .

Ovdje bismo mogli stati s izra£unom koe�cijenta cn, ali ovaj izraz moºemo i dodatno
pojednostavniti:

cn = 1
−j2nπ (e−jnπ − 1) = e−

jnπ
2

−j2nπ

(
e−

jnπ
2 − e jnπ2

)
= e−

jnπ
2

nπ

(
e
jnπ
2 −e−

jnπ
2

j2

)
cn = e−

jnπ
2

nπ
sin
(
nπ
2

)
.
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Prema tome, kompleksni Fourierov red periodi£ne funkcije sa slike 9.1 je:

f(t) =
∞∑

n=−∞

cne
jnπt =

∞∑
n=−∞

1

−j2nπ
(
e−jnπ − 1

)
ejnπt

ili na drugi na£in:

f(t) =
∞∑

n=−∞
cne

jnπt =
∞∑

n=−∞

e−
jnπ
2

nπ
sin
(
nπ
2

)
ejnπt =

∞∑
n=−∞

1
nπ

sin
(
nπ
2

)
ejnπt−

jnπ
2

f(t) =
∞∑

n=−∞

1
nπ

sin
(
nπ
2

)
ejnπ(t−

1
2).

Sada je potrebno odrediti koe�cijent c0:

c0 = lim
n→0

cn = lim
n→0

e−
jnπ
2

nπ
sin
(nπ

2

)
= lim

n→0

sin
(
nπ
2

)
nπ

=
0

0
.

Dobiveni je izraz neodre�en jer imamo izraz 0/0. U skladu s tim primijenit ¢emo
L'Hôpitalovo pravilo:

c0 = lim
n→0

d
dn

(
sin
(
nπ
2

))
d
dn

(nπ)
= lim

n→0

π
2

cos
(
nπ
2

)
π

=
1

2
.

Koe�cijent c0 je srednja vrijednost signala ²to se vidi i na slici 9.1.

Primjer 9.3 Ako je koe�cijent cn Fourierovog reda jednak:

cn =
j

2nπ

(
e−jnπ − 1

)
,

odredite koe�cijente trigonometrijskog Fourierovog reda a0, an i bn i zapi²ite
trigonometrijski red funkcije f(t). Osnovna kruºna frekvencija je ω0 = π rad s−1.

Rje²enje: Za koe�cijente kompleksnog Fourierovog reda vrijedi:

c0 =
a0
2
, cn =

an − jbn
2

, c−n =
an + jbn

2
.

Prema tome, koe�cijent a0 je:

a0 = 2c0,

a koe�cijenti an i bn su:
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cn = an−jbn
2

c−n = an+jbn
2

}
+

cn + c−n = an
2

+ an
2

= an
an = cn + c−n

cn = an−jbn
2

c−n = an+jbn
2

}
−

cn − c−n = −j bn
2
− j bn

2
= −jbn/ · j

bn = j(cn − c−n).

Ako je cn jednak:

cn =
j

2nπ

(
e−jnπ − 1

)
,

tada je c−n jednak (samo n zamijenimo s −n u koe�cijentu cn):

c−n = − j

2nπ

(
ejnπ − 1

)
.

Redom ra£unamo koe�cijente:

a0 = 2c0 = lim
n→0

2cn = lim
n→0

j2
2nπ

(e−jnπ − 1) = 0
0

a0 = lim
n→0

j d
dn(e−jnπ−1)

d
dn

(nπ)
= lim

n→0

j·(−jπ)e−jnπ
π

= π
π

= 1

an = cn + c−n = j
2nπ

(e−jnπ − 1)− j
2nπ

(ejnπ − 1)
an = j

2nπ
(e−jnπ − 1− ejnπ + 1) = − j

2nπ
(ejnπ − e−jnπ) = 1

nπ
sin (nπ) = 0

bn = j (cn − c−n) = j
(

j
2nπ

(e−jnπ − 1) + j
2nπ

(ejnπ − 1)
)

bn = j j
2nπ

(e−jnπ − 1 + ejnπ − 1) = − 1
2nπ

(e−jnπ + ejnπ − 2)

bn = − 1
nπ

(
e−jnπ+ejnπ

2
− 1
)

= − 1
nπ

(cos (nπ)− 1) .

S obzirom da je ω0 = π, trigonometrijski Fourierov red imao bi oblik:

f(t) = a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos (nω0t) + bn sin (nω0t))

f(t) = 1
2
−
∞∑
n=1

1
nπ

(cos (nπ)− 1) sin (nπt).

Primjer 9.4 Za zadanu periodi£nu funkciju f(t):

f(t) = cos
(π

3
t
)

+ sin(πt)− sin

(
8π

6
t

)
+ 2 cos (3πt)

odredite koe�cijente Fourierovog reda i odredite srednju snagu signala.
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Rje²enje Osnovna kruºna frekvencija funkcije f(t) je ω0 = π/3 1.

Zapi²imo funkciju f(t) tako da sadrºi vi²ekratnike osnovne frekvencije:

f(t) = cos
(π

3
t
)

+ sin
(

3
π

3
t
)
− sin

(
4
π

3
t
)

+ 2 cos
(

9
π

3
t
)
.

Transformirajmo funkciju f(t) u eksponencijalni oblik koriste¢i Eulerove formule:

cos (ω0t) = ejω0t+e−jω0t

2

sin (ω0t) = ejω0t−e−jω0t
2j

.

Transformirani oblik funkcije je:

f(t) =
ej

π
3
t + e−j

π
3
t

2
+
ej3

π
3
t − e−j3π3 t

2j
− ej4

π
3
t − e−j4π3 t

2j
+ 2

ej9
π
3
t + e−j9

π
3
t

2
.

Sortirajmo sada u funkciji f(t) vi²ekratnike osnovne frekvencije od najmanjeg do
najve¢eg:

f(t) = e−j9
π
3
t +

e−j4
π
3
t

2j
− e−j3

π
3
t

2j
+
e−j

π
3
t

2
+
ej

π
3
t

2
+
ej3

π
3
t

2j
− ej4

π
3
t

2j
+ ej9

π
3
t.

Iz ovog oblika funkcije lako uo£avamo koe�cijente:

c−9 = 1, c−4 = 1
2j
, c−3 = − 1

2j
, c−1 = 1

2

c1 = 1
2
, c3 = 1

2j
, c4 = 1

2j
, c9 = 1.

Svi ostali koe�cijenti cn jednaki su 0. Srednju snagu signala (funkcije) odredit ¢emo
koriste¢i Parsevalovu jednakost:

P =
1

T

∫
T

|f(t)|2dt =
∞∑

n=−∞

|cn|2,

odnosno:

P =
∞∑

n=−∞
|cn|2 = c2−9 + c2−4 + c2−3 + c2−1 + c21 + c23 + c24 + c29

P = (|1|)2 +
(∣∣∣ 12j ∣∣∣)2 +

(∣∣∣− 1
2j

∣∣∣)2 +
(∣∣1

2

∣∣)2 +
(∣∣1

2

∣∣)2 +
(∣∣∣ 12j ∣∣∣)2 +

(∣∣∣− 1
2j

∣∣∣)+ (|1|)2

P = 1 + 1
4

+ 1
4

+ 1
4

+ 1
4

+ 1
4

+ 1
4

+ 1 = 14
4
.

1U cijelom zbroju sinus i kosinus funkcija prona�e se sinus/kosinus funkcija s najmanjom kruºnom
frekvencijom. Sve ostale kruºne frekvencije sinus i kosinus funkcija moraju biti ve¢e od osnovne
frekvencije n puta gdje je n > 1. Ako nije tako, signal nije periodi£an i nije ga mogu¢e razviti u
Fourierov red
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9.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 9.1 Periodi£na funkcija f(t) razvijena je u Fourierov red prikazan izrazom:

f(t) =
4

2
+
∞∑
n=1

((
− 2

nπ
sin

nπ

2

)
cos

nπt

2
+

(
1

nπ
(−1)n +

2

nπ
cos

nπ

2
− 3

nπ

)
sin

nπt

2

)
.

Odredite srednju vrijednost funkcije, koe�cijent Fourierovog reda a0, osnovnu kruºnu
frekvenciju i osnovni period, amplitudu i fazu osnovnog harmonika i amplitudu i fazu
tre¢eg harmonika.

Zadatak 9.2 Periodi£nu funkciju f(t) zadanu slikom 9.2 razvijte u kompleksni
Fourierov red.

Slika 9.2: Funkcija f(t)

Izra£unajte koe�cijent c0.

Zadatak 9.3 Ako je koe�cijent cn Fourierovog reda jednak:

cn =
j

2nπ
sin
(nπ

2

)
,

odredite koe�cijente trigonometrijskog Fourierovog reda a0, an i bn i zapi²ite
trigonometrijski red funkcije f(t). Osnovna kruºna frekvencija je ω0 = π rad s−1.

Zadatak 9.4 Za zadanu periodi£nu funkciju f(t):

f(t) = cos (2πt) + 3 sin(πt) + sin(3πt)− 2 cos(3πt)

odredite koe�cijente Fourierovog reda i odredite srednju snagu signala.
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Fourierova transformacija

Transformacijski par dvostrane Fourierove transformacije je:

X(jω) =

∞∫
−∞

x(t)e−jωtdt (10.1)

i

x(t) =
1

2π

∞∫
−∞

X(jω)ejωtdω. (10.2)

Jednostrana Fourierova transformacija de�nirana je kao:

X(jω) =

∞∫
0

x(t)e−jωtdt. (10.3)

Frekvencijska karakteristika de�nirana je izrazom:

X(jω) = |X(jω)| ej arg(X(jω)). (10.4)

Parsevalova jednakost za energiju signala je:

Ex =

∞∫
−∞

|x(t)|2dt =
1

2π

∞∫
−∞

|X(jω)|2dω. (10.5)

Zbog sli£nosti Laplaceove i Fourierove transformacije sva svojstva koja vrijede
za Laplaceovu transformaciju vrijede i za Fourierovu transformaciju uz supstituciju
s = jω :

X(jω) = X(s)|s=jω =

∞∫
−∞

x(t)e−stdt

∣∣∣∣∣∣
s=jω

=

∞∫
−∞

x(t)e−jωtdt. (10.6)
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Fourierov transformat prijenosne funkcije G(jω) prema (10.6) je:

G(jω) =

∞∫
0

g(t)e−jωtdt (10.7)

i naziva se frekvencijska karakteristika sustava za koju vrijedi:

G(jω) = |G(jω)| ej arg(G(jω)), (10.8)

gdje je:

• |G(jω)| amplitudno frekvencijska karakteristika sustava G(s),

• arg(G(jω)) fazno frekvencijska karakteristika sustava G(s).

Transformacijski parovi koji su bitni, a nisu obuhva¢eni Laplaceovom transformacijom
su:

1
F←→ 2πδ(ω)

ejω0t F←→ 2πδ(ω − ω0).

Primjer 10.1 Na aperiodi£ni signal x(t) zadan slikom 10.1 primijenite Fourierovu
transformaciju.

Slika 10.1: Signal x(t)

Rje²enje Aperiodi£ni signali imaju kontinuirani spektar i na njih primjenjujemo Fo-
urierovu transformaciju prema de�niciji:

X(jω) =

∞∫
−∞

x(t)e−jωtdt.

Matemati£ki se signal sa slike 10.1 moºe prikazati kao:

x(t) =

{
1 za −1 ≤ t < 0
0 za t < −1 ∧ t ≥ 0

.
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Obratite pozornost na to da signal x(t) nije periodi£an. Primijenimo sada Fouri-
erovu transformaciju:

X(jω) =
∞∫
−∞

x(t)e−jωtdt =
0∫
−1

1 · e−jωtdt = 1
−jω e

−jωt|0−1 = 1
−jω (1− ejω)

X(jω) = 2ej
ω
2

−j2ω

(
e−j

ω
2 − ej ω2

)
= 2ej

ω
2

ω

(
ej
ω
2 −e−j

ω
2

j2

)
= 2ej

ω
2

ω
sin
(
ω
2

)
.

Frekvencijska karakteristika signala x(t) moºe se izra£unati prema relacijama:

|X(jω)| =
√

Re{X(jω)}2 + Im{X(jω)}2

arg(X(jω)) = arctan
(

Im{X(jω)}
Re{X(jω)}

)
,

a ima oblik (slika 10.2):

Slika 10.2: Frekvencijska karakteristika signala x(t)

Primjer 10.2 Odredite Fourierovu transformaciju jedini£ne skokovite stepenice:

µ(t) =

{
1 za t ≥ 0
0 za t < 0

.

Rje²enje Na jedini£nu skokovitu funkciju primijenimo Fourierovu transformaciju:

X(jω) =
∞∫
−∞

x(t)e−jωtdt =
0∫
−∞

µ(t)e−jωtdt+
∞∫
0

µ(t)e−jωtdt =
∞∫
0

1 · e−jωtdt

X(jω) = − 1
jω
e−jωt

∣∣∣∞
0

= − 1
jω

(0− 1) = 1
jω
.
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Fourierova transformacija dobivena je po de�niciji. Fourierova transformacija
specijalan je slu£aj Laplaceove transformacije kada je s = jω. Za jedini£nu
skokovitu funkciju vrijedi da je njezin Laplaceov transformat:

X(s) =
1

s
.

Uvo�enjem supstitucije s = jω dobit ¢emo:

X(jω) =
1

jω
.

Primjer 10.3 Koriste¢i Fourierovu transformaciju odredite spektar X(jω) ako je
zadan signal x(t):

x(t) = sin(πt).

Rje²enje U ovom zadatku koristit ¢emo transformacijski par:

1

2π
ejω0t F←→ δ(ω − ω0)

ejω0t F←→ 2πδ(ω − ω0).

Prema tome, koriste¢i Eulerove formule,zapisat ¢emo sinus funkciju u
eksponencijalnom obliku:

x(t) = sin(πt) =
ejπt − e−jπt

2j

j

j
= −j e

jπt − e−jπt

2
.

Iskoristimo sada navedene transformacijske parove

ejπt
F←→ 2πδ(ω − π)

e−jπt
F←→ 2πδ(ω + π).

Slijedi:

sin(πt) = −j e
jπt − e−jπt

2

F←→

F←→ −j 2πδ(ω − π)− 2πδ(ω + π)

2
= −jπδ(ω − 3) + jπδ(ω + 3).

Spektar signala x(t) prikazan je na slici 10.3. Za²to je graf ba² ovakvog oblika? Na
prvom dijelu frekvencijske karakteristike nacrtana je apsolutna vrijednost komponenata
spektra X(jω). Drugi dio frekvencijske karakteristike prikazuje faznu karakteristiku.
S obzirom da su obje komponente spektra X(jω) imaginarne, fazni je pomak signala
π
2
. Predznak ispred j odre�uje predznak faze. Kosinus funkcije imaju samo realne

komponente pa stoga nema faznog pomaka. Prema tome, samo je u tom slu£aju
|X(jω)| = X(jω). Budu¢i da je fazni pomak jednak nuli, nije potrebno crtati fazni
dijagram.
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Slika 10.3: Frekvencijska karakteristika (spektar) signala x(t) = sin(πt)

Primjer 10.4 Sustav je opisan prijenosnom funkcijom:

G(s) =
s

s2 + 2s+ 2
.

Odredite frekvencijsku karakteristiku sustava G(jω).

Rje²enje Da bismo odredili frekvencijsku karakteristiku sustava G(jω), u opisu je
sustava G(s) potrebno napraviti samo supstituciju s = jω:

G(jω) = G(s)|s=jω =
s

s2 + 2s+ 2

∣∣∣∣
s=jω

=
jω

(jω)2 + 2jω + 2

G(jω) =
jω

2− ω2 + 2jω
.

10.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 10.1 Na aperiodi£ni signal x(t) zadan slikom 10.4 primijenite Fourierovu
transformaciju.

Slika 10.4: Signal x(t)
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Zadatak 10.2 Odredite Fourierovu transformaciju jedini£ne rampe:

r(t) =

{
t za t ≥ 0
0 za t < 0

.

Zadatak 10.3 Koriste¢i Fourierovu transformaciju odredite spektar X(jω) ako je
zadan signal x(t):

x(t) = cos(πt) + sin(2πt).

Zadatak 10.4 Sustav je opisan prijenosnom funkcijom:

G(s) =
s2 + 2

s3 + 2s2 + 2s+ 3
.

Odredite frekvencijsku karakteristiku sustava G(jω).
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Linearne diferencijske jednadºbe

11.1 Homogene linearne diferencijske jednadºbe

Sustavi koje ¢emo opisivati linearnim diferencijskim jednadºbama diskretni su
linearni i vremenski nepromjenjivi sustavi. Op¢a linearna diferencijska jednadºba ima
sljede¢i oblik:

a0y[k]+ ...+an−1y[k−n+1]+any[k−n] = b0u[k]+ ...+ bm−1u[k−m+1]+ bmu[k−m],
(11.1)

gdje su:

• an, an−1, ..., a0, bm, bm−1, ..., bo konstantni parametri linearne diferencijske jednadºbe,

• n red linearne diferencijske jednadºbe, n ≥ m.

Desnu stranu izraza (11.1) ozna£imo s f [k]:

f [k] = b0u[k] + ...+ bm−1u[k −m+ 1] + bmu[k −m]. (11.2)

Totalni odziv sustava opisanog linearnom diferencijskom jednadºbom zbroj je
homogenog yh[k] i partikularnog yp[k] rje²enja:

y[k] = yh[k] + yp[k]. (11.3)

Linearna diferencijska jednadºba za koju vrijedi f [k] = 0 naziva se homogena
diferencijska jednadºba (11.4):

a0y[k] + a1y[k − 1] + ...+ an−1y[k − n+ 1] + any[k − n] = 0. (11.4)

Homogena linearna diferencijska jednadºba nema partikularnog rje²enja (yp[k] = 0).
Za homogenu linearnu diferencijsku jednadºbu pretpostavlja se homogeno rje²enje:

yh[k] = Cqk (11.5)
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koje uvrstimo u linearnu diferencijsku jednadºbu (11.4) te izra£unamo karakteristi£ne
vrijednosti (korijene) linearne diferencijske jednadºbe:

any[k] + ...+ a2y[k − n+ 2] + a1y[k − n+ 1] + a0y[k − n] = 0

anCq
k + ...+ a2Cq

k−n+2 + a1Cq
k−n+1 + a0Cq

k−n = 0

anCq
k + ...+ a2Cq

kq−n+2 + a1Cq
kq−n+1 + a0Cq

kq−n = 0/ · qn

anCq
k+n + ...+ a2Cq

k+2 + a1Cq
k+1 + a0Cq

k = 0

Cqk
(
anq

n + ...+ a2q
2 + a1q + a0

)
= 0

anq
n + ...+ a2q

2 + a1q + a0 = 0.

(11.6)

Homogena rje²enja linearne diferencijske jednadºbe ovise o karakteristi£nim
vrijednostima:

anq
n + ...+ a2q

2 + a1q
1 + a0 = 0. (11.7)

• Ako su korijeni realni i razli£iti, pretpostavljeno homogeno rje²enje je:

yh[k] =
n∑
i=1

Ciq
k
i

yh[k] = C1q
k
1 + C2q

k
2 + ...+ Cnq

k
n.

• Ako su korijeni realni i vi²estruki, pretpostavljeno homogeno rje²enje je:

yh[k] =
(
C1 + C2k + ...+ Cjk

j−1) qk1 +
n∑

i=j+1

Ciq
k
i

yh[k] =
(
C1 + C2k + ...+ Cjk

j−1) qk1 + Cj+1q
k
j+1 + ...+ Cnq

k
n.

• Ako su korijeni q1 i q2 konjugirano kompleksni, pretpostavljeno homogeno rje²enje
je:

yh[k] = rk (C1 sin (ωk) + C2 cos (ωk)) +
n∑
i=3

Ciq
k
i

yh[k] = rk (C1 sin (ωk) + C2 cos (ωk)) + C3q
k
3 + ...+ Cnq

k
n.

gdje su:

r =

√
Re {q1}2 + Im {q1}2

ω = arctan

[
Im {q1}
Re {q1}

]
.

Nakon ²to prona�emo homogeno rje²enje linearne diferencijske jednadºbe, nepoz-
nate koe�cijente C1, C2, C3, ..., Cn ra£unamo na temelju po£etnih uvjeta:

y[−1], y[−2], y[−3], ..., y[−n]. (11.8)
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Po£etne uvjete uvrstimo u sljede¢i set jednadºbi (ukoliko su korijeni jednostruki i
realni):

y[−1] = C1q
−1
1 + C2q

−1
2 + ...+ Cnq

−1
n

y[−2] = C1q
−2
1 + C2q

−2
2 + ...+ Cnq

−2
n

.

.

.

y[−n] = C1q
−n
1 + C2q

−n
2 + ...+ Cnq

−n
n .

(11.9)

Izraz (11.9) predstavlja sustav s n jednadºbi i n nepoznanica (koe�cijenata C1, C2,
C3,..., Cn). Diferencijske jednadºbe mogu se rije²iti i kora£nom metodom. Ova metoda
zasniva se na ra£unanju sljede¢eg stanja y[k] na temelju prethodnih stanja kori²tenjem
jednadºbe diferencije (11.4):

a0y[k] + a1y[k − 1] + ...+ an−1y[k − n+ 1] + any[k − n] = 0

a0y[k] = −a1y[k − 1]− ...− an−1y[k − n+ 1]− any[k − n]/ : a0

y[k] = −a1
a0
y[k − 1]− ...− an−1

a0
y[k − n+ 1]− an

a0
y[k − n].

(11.10)

U izraz (11.10) redom uvrstimo k = 0, 1, 2, ..., j te dobijemo:

y[0] = −a1
a0
y[−1]− ...− an−1

a0
y[−n+ 1]− an

a0
y[−n]

y[1] = −a1
a0
y[0]− ...− an−1

a0
y[−n+ 2]− an

a0
y[−n+ 1]

.

.

.

y[j] = −a1
a0
y[j − 1]− ...− an−1

a0
y[j − n+ 1]− an

a0
y[j − n].

(11.11)

Primjer 11.1.1 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y[k]− 5

6
y[k − 1] +

1

6
y[k − 2] = 0.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = 2, y[−2] = −1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijske jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Rje²enje Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh[k] = Cqk. Pretpostavljeno rje²e-
nje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadºbu te tako dobijemo karakteristi£nu
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jednadºbu:

y[k]− 5

6
y[k − 1] +

1

6
y[k − 2] = 0

yh [k] = Cqk, yh [k − 1] = Cqk−1, yh [k − 2] = Cqk−2

Cqk − 5

6
Cqk−1 +

1

6
Cqk−2 = 0/ · q2

Cqk
(
q2 − 5

6
q +

1

6

)
= 0

q2 − 5

6
q +

1

6
= 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe:

q1,2 =

5
6
±
√

25
36
− 4

6

2
=

5
6
±
√

25
36
− 24

36

2
=

5
6
± 1

6

2

q1 =
1

2
, q2 =

1

3
.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su realni i razli£iti pa pretpostavljamo sljede¢e
homogeno rje²enje:

yh[k] = C1q1
k + C2q2

k

yh[k] = C1

(
1

2

)k
+ C2

(
1

3

)k
.

U op¢e homogeno rje²enje uvrstimo k = −1 i k = −2 te izra£unamo koe�cijente C1

i C2:

yh[−1] = C1

(
1

2

)−1
+ C2

(
1

3

)−1
= 2C1 + 3C2 = 2/ · −2

yh[−2] = C1

(
1

2

)−2
+ C2

(
1

3

)−2
= 4C1 + 9C2 = −1

−4C1 − 6C2 = −4

4C1 + 9C2 = −1

3C2 = −5⇒ C2 = −5

3
4C1 = −1− 9C2/ : 4

C1 = −1

4
+

45

12
=

42

12
=

7

2
.

Rje²enje homogene diferencijske jednadºbe y[k] − 5
6
y[k − 1] + 1

6
y[k − 2] = 0 je

(slika 11.1):

y[k] = yh[k] =
7

2

(
1

2

)k
− 5

3

(
1

3

)k
.
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Slika 11.1: Rje²enje homogene diferencijske jednadºbe y[k]− 5
6
y[k− 1] + 1

6
y[k− 2] = 0,

po£etni uvjeti: y[−1] = 2, y[−2] = −1.

Primjer 11.1.2 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y[k]− 1

2
y[k − 1] +

1

16
y[k − 2] = 0.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = −2, y[−2] = 0. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijske jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Rje²enje Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh[k] = Cqk. Pretpostavljeno rje²e-
nje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadºbu te tako dobijemo karakteristi£nu
jednadºbu:

y [k]− 1

2
y [k − 1] +

1

16
y [k − 2] = 0

yh [k] = Cqk, yh [k − 1] = Cqk−1, yh [k − 2] = Cqk−2

Cqk − 1

2
Cqk−1 +

1

16
Cqk−2 = 0/ · q2

Cqk
(
q2 − 1

2
q +

1

16

)
= 0

q2 − 1

2
q +

1

16
= 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe:
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q2 − 1

2
q +

1

16
= 0

q1,2 =

1
2
±
√

1
4
− 4

16

2
=

1
2
±
√

1
4
− 1

4

2
=

1

4

q1 =
1

4
, q2 =

1

4
.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su realni i vi²estruki (dvostruki) pa
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh [k] = (C1 + C2k) q1
k

yh [k] = (C1 + C2k)

(
1

4

)k
.

U op¢e homogeno rje²enje uvrstimo k = −1 i k = −2 te izra£unamo koe�cijente C1

i C2:

yh [−1] = (C1 + C2 (−1))

(
1

4

)−1
= 4C1 − 4C2 = −2/ · (−4)

yh [−2] = (C1 + C2 (−2))

(
1

4

)−2
= 16C1 − 32C2 = 0

−16C1 + 16C2 = 8

16C1 − 32C2 = 0

−16C2 = 8⇒ C2 = −1

2
16C1 = 32C2 ⇒ C1 = 2C2 = −1.

Rje²enje homogene diferencijske jednadºbe y[k] − 1
2
y[k − 1] + 1

16
y[k − 2] = 0 je

(slika 11.2):

y[k] = yh[k] =

(
−1− 1

2
k

)(
1

4

)k
.
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Slika 11.2: Rje²enje homogene diferencijske jednadºbe y[k]− 1
2
y[k−1] + 1

16
y[k−2] = 0,

po£etni uvjeti: y[−1] = −2, y[−2] = 0.

Primjer 11.1.3 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y[k + 2]− y[k + 1] +
1

2
y[k] = 0.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = −1, y[−2] = 1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijske jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Rje²enje U ovom primjeru jednadºba diferencije je ne²to druga£ija od dosad vi�enih.
Ona je pomaknuta za dva koraka. Ako napravimo supstituciju k → k − 2 dobit ¢emo:

y [k]− y [k − 1] +
1

2
y [k − 2] = 0

Za ovu jednadºbu diferencije postupak rje²avanja je klasi£an. Pretpostavljamo
homogeno rje²enje yh[k] = Cqk. Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu
diferencijsku jednadºbu te tako dobijemo karakteristi£nu jednadºbu:

y [k]− y [k − 1] +
1

2
y [k − 2] = 0

yh [k] = Cqk, yh [k − 1] = Cqk−1, yh [k − 2] = Cqk−2

Cqk − Cqk−1 +
1

2
Cqk−2 = 0/ · q2

Cqk
(
q2 − q +

1

2

)
= 0

q2 − q +
1

2
= 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe:
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q2 − q +
1

2
= 0

q1,2 =
1±

√
1− 4

2

2
=

1±
√

1− 2

2
=

1

2
± j 1

2

q1 =
1

2
+ j

1

2
, q2 =

1

2
− j 1

2
.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su konjugirano kompleksni pa pretpostavljamo
sljede¢e homogeno rje²enje:

yh[k] = rk (C1 sin (ωk) + C2 cos (ωk)) , k ≥ 0.

Izra£unajmo sada r i ω:

r =

√
Re {q1}2 + Im {q1}2 =

√(
1

2

)2

+

(
1

2

)2

=
1√
2

√
2√
2

=

√
2

2

ω = arctan

( 1
2
1
2

)
= arctan (1) =

π

4
.

Prema tome, op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe je:

yh[k] =

(√
2

2

)k (
C1 sin

(π
4
k
)

+ C2 cos
(π

4
k
))

.

U op¢e homogeno rje²enje uvrstimo k = −1 i k = −2 te izra£unamo koe�cijente C1

i C2:

yh [−1] =

(√
2

2

)−1 (
C1 sin

(π
4

(−1)
)

+ C2 cos
(π

4
(−1)

))
= −C1 + C2 = −1

yh [−2] =

(√
2

2

)−2 (
C1 sin

(π
4

(−2)
)

+ C2 cos
(π

4
(−2)

))
= −2C1 = 1

−C1 + C2 = −1

−2C1 = 1⇒ C1 = −1

2

C2 = −1 + C1 = −3

2
.

Rje²enje homogene diferencijske jednadºbe y[k] − y[k − 1] + 1
2
y[k − 2] = 0 je

(slika 11.3):

y [k] = yh [k] =

(√
2

2

)k (
−1

2
sin
(π

4
k
)
− 3

2
cos
(π

4
k
))

.
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Slika 11.3: Rje²enje homogene diferencijske jednadºbe y[k]− y[k − 1] + 1
2
y[k − 2] = 0,

po£etni uvjeti: y[−1] = −1, y[−2] = 1.

Primjer 11.1.4 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y[k]− 5

6
y[k − 1] +

1

6
y[k − 2] = 0.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = 2, y[−2] = −1. Odredite odziv sustava y[k] u prvih
pet koraka (k = 0, 1, 2, 3, 4). Provjerite to£nost rje²enja pomo¢u rje²enja dobivenog u
primjeru 11.1.1.

Rje²enje Zapi²imo zadanu diferencijsku jednadºbu na sljede¢i na£in:

y[k] =
5

6
y[k − 1]− 1

6
y[k − 2].

Sada je redom potrebno uvrstiti k = 0, 1, 2, 3, 4 i koristiti prethodne po£etne uvjete
te rezultate.

y[0] =
5

6
y[−1]− 1

6
y[−2] =

5

6
2− 1

6
(−1) =

11

6

y[1] =
5

6
y[0]− 1

6
y[−1] =

5

6

11

6
− 1

6
2 =

43

36

y[2] =
5

6
y[1]− 1

6
y[0] =

5

6

43

36
− 1

6

11

6
=

149

216

y[3] =
5

6
y[2]− 1

6
y[1] =

5

6

149

216
− 1

6

43

36
=

487

1296

y[4] =
5

6
y[3]− 1

6
y[2] =

5

6

487

1296
− 1

6

149

216
=

1541

7776
.

Napravimo isto uvr²tavaju¢i k = 0, 1, 2, 3, 4 u rje²enje primjera 11.1.1:
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yh[k] =
7

2

(
1

2

)k
− 5

3

(
1

3

)k
.

Dobivamo redom:

y[0] =
7

2

(
1

2

)0

− 5

3

(
1

3

)0

=
7

2
− 5

3
=

11

6

y[1] =
7

2

(
1

2

)1

− 5

3

(
1

3

)1

=
7

2

1

2
− 5

3

1

3
=

43

36

y[2] =
7

2

(
1

2

)2

− 5

3

(
1

3

)2

=
7

2

1

4
− 5

3

1

9
=

149

216

y[3] =
7

2

(
1

2

)3

− 5

3

(
1

3

)3

=
7

2

1

8
− 5

3

1

27
=

487

1296

y[4] =
7

2

(
1

2

)4

− 5

3

(
1

3

)4

=
7

2

1

16
− 5

3

1

81
=

1541

7776
.

Rezultat je isti, kao ²to je bilo i o£ekivano.

11.1.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 11.1.1 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y[k] +
4

10
y[k − 1]− 1

20
y[k − 2] = 0.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = 0, y[−2] = −1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijske jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 11.1.2 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y[k + 2]− 2

3
y[k + 1] +

1

9
y[k] = 0.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = −3, y[−2] = 1. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijske jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 11.1.3 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom
(nepobu�en sustav):

y[k]− y[k − 1] + y[k − 2] = 0.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = −1, y[−2] = −3. Odredite rje²enje homogene linearne
diferencijske jednadºbe (homogeni odziv sustava).

Zadatak 11.1.4 Odredite odziv sustava y[k] u prvih pet koraka (k = 0, 1, 2, 3, 4)
iz svih prethodnih zadataka. Provjerite to£nost rje²enja pomo¢u rje²enja dobivenih u
prethodnim zadacima.
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Zadatak 11.1.5 Odredite izraz kojim ¢e se ra£unati Fibonaccijevi brojevi.
Jednadºba diferencije Fibonaccijevog niza je:

y[k] = y[k − 1] + y[k − 2].

(svaki sljede¢i broj dobije se kao zbroj prethodna dva). Po£etni su uvjeti: y[0] =
0, y[1] = 1.

11.2 Nehomogene linearne diferencijske jednadºbe

Op¢a linearna diferencijska jednadºba ima sljede¢i oblik:

a0y[k] + ...+an−1y[k−n+ 1] +any[k−n] = b0u[k] + ...+ bm−1u[k−m+ 1] + bmu[k−m]
(11.12)

gdje su:

• an, an−1, ..., a0, bm, ..., bo konstantni parametri linearne diferencijske jednadºbe,

• n red linearne diferencijske jednadºbe, n ≥ m.

Desnu stranu izraza (11.12) ozna£imo s f [k]:

f [k] = b0u[k] + ...+ bm−1u[k −m+ 1] + bmu[k −m]. (11.13)

Totalni odziv sustava opisanog linearnom diferencijskom jednadºbom zbroj je
homogenog yh[k] i partikularnog yp[k] rje²enja:

y[k] = yh[k] + yp[k]. (11.14)

Linearna diferencijska jednadºba za koju vrijedi f [k] 6= 0 naziva se nehomogena
diferencijska jednadºba (11.15):

a0y[k] + a1y[k − 1] + ...+ an−1y[k − n+ 1] + any[k − n] = f [k]. (11.15)

Partikularna rje²enja sustava ovise o funkciji f [k].

• Za funkciju f [k] oblika:

f [k] = B0 +B1k + ...+Bik
i

pretpostavljamo partikularno rje²enje:

yp [k] = K0 +K1k + ...+Kik
i.

• Za funkciju f [k] oblika:
f(k) = B

pretpostavljamo partikularno rje²enje:

yp(k) = K.
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• Za funkciju f [k] oblika:

f [k] = Bak, a 6= q1, q2, ..., qn

pretpostavljamo partikularno rje²enje:

yp [k] = Kak.

• Za funkciju f [k] oblika:

f [k] = Bak, a = q1 = q2 = ... = qi, a 6= qi+1, qi+2..., qn

pretpostavljamo partikularno rje²enje:

yp [k] = Kkiak.

• Za funkciju f [k] oblika:
f [k] = Bki

pretpostavljamo partikularno rje²enje:

yp [k] = K0 +K1k + ...+Kik
i.

• Za funkciju f [k] oblika:

f [k] = Bkiak, a 6= q1, q2..., qn

pretpostavljamo partikularno rje²enje:

yp [k] = ak
(
K0 +K1k + ...+Kik

i
)
.

• Za funkciju f [k] oblika:
f [k] = B sin (ωk)

pretpostavljamo partikularno rje²enje:

yp [k] = K1 sin (ωk) +K2 cos (ωk) .

• Za funkciju f [k] oblika:
f [k] = B cos (ωk)

pretpostavljamo partikularno rje²enje:

yp [k] = K1 sin (ωk) +K2 cos (ωk) .
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Nakon ²to odredimo partikularno rje²enje yp[k], rije²imo homogenu linearnu
diferencijsku jednadºbu tako da postavimo f [k] = 0. Kada odredimo homogeno
rje²enje, zapi²emo ga u op¢em obliku:

yh(k) = C1q
k
1 + C2q

k
2 + ...+ Cnq

k
n. (11.16)

Totalni odziv je tada:

y(k) = yh(k) + yp(k) = C1q
k
1 + C2q

k
2 + ...+ Cnq

k
n + yp(k). (11.17)

Pobuda f [k] uvijek ¢e nastupiti za k ≥ 0 pa je gore navedena jednadºba za totalni
odziv ispravna samo uz uvjet k ≥ 0. Iz ovog razloga potrebno je na temelju jednadºbe
diferencije, po£etnih uvjeta y[−1], y[−2], y[−3], ..., y[−n] i pobude, izra£unati nove
po£etne uvjete:

y[0] =
1

a0
f [0]− a1

a0
y[−1]− ...− an−1

a0
y[−n+ 1]− an

a0
y[−n]

y[1] =
1

a0
f [1]− a1

a0
y[0]− ...− an−1

a0
y[−n+ 2]− an

a0
y[−n+ 1]

.

.

.

y[n− 1] =
1

a0
f [n− 1]− a1

a0
y[n− 2]− ...− an−1

a0
y[0]− an

a0
y[−1].

(11.18)

Nakon toga, po£etne uvjete iskoristimo za ra£unanje nepoznatih koe�cijenata
C1, C2, ..., Cn:

y [0] = yh [0] + yh [0]

y [1] = yh [1] + yh [1]

.

.

.

y [n− 1] = yh [n− 1] + yh [n− 1] .

(11.19)

Kao i kod homogenih diferencijskih jednadºbi i nehomogene se mogu rije²iti
kora£nom metodom. Ova se metoda zasniva na ra£unanju sljede¢eg stanja y[k] na
temelju prethodnih kori²tenjem jednadºbe diferencije (11.15):

a0y[k] + a1y[k − 1] + ...+ an−1y[k − n+ 1] + any[k − n] = f [k]

a0y[k] = f [k]− a1y[k − 1]− ...− an−1y[k − n+ 1]− any[k − n]/ : a0

y[k] =
1

a0
f [k]− a1

a0
y[k − 1]− ...− an−1

a0
y[k − n+ 1]− an

a0
y[k − n].

(11.20)
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U izraz (11.20) redom uvrstimo k = 0, 1, 2, ..., j te dobijemo:

y[0] =
1

a0
f [0]− a1

a0
y[−1]− ...− an−1

a0
y[−n+ 1]− an

a0
y[−n]

y[1] =
1

a0
f [1]− a1

a0
y[0]− ...− an−1

a0
y[−n+ 2]− an

a0
y[−n+ 1]

.

.

.

y[j] =
1

a0
f [j]− a1

a0
y[j − 1]− ...− an−1

a0
y[j − n+ 1]− an

a0
y[j − n].

(11.21)

Primjer 11.2.1 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− 3

5
y [k − 1] +

1

20
y [k − 2] = f [k]

f [k] =

{
5 k > 0
0 k < 0

.

Po£etni su uvjeti: y[−1] =0, y[−2] = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijske jednadºbe (totalni odziv sustava).

Rje²enje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i
partikularnog rje²enja:

y[k] = yh[k] + yp[k].

Najprije rije²imo op¢u homogenu jednadºbu (f [k] = 0), a zatim prona�emo
partikularno rje²enje te na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odredimo
koe�cijente C1, C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh[k] = Cqk.
Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadºbu te dobijemo
karakteristi£nu jednadºbu:

y [k]− 3

5
y [k − 1] +

1

20
y [k − 2] = 0

yh [k] = Cqk, yh [k − 1] = Cqk−1, yh [k − 2] = Cqk−2

Cqk − 3

5
Cqk−1 +

1

20
Cqk−2 = 0/ · q2

Cqk
(
q2 − 3

5
q +

1

20

)
= 0

q2 − 3

5
q +

1

20
= 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe:
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q2 − 3

5
q +

1

20
= 0

q1,2 =

3
5
±
√

9
25
− 4

20

2
=

3
5
±
√

36
100
− 20

100

2
=

3

10
± 1

5

q1 =
1

10
, q2 =

1

2
.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su realni i razli£iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh[k] = C1q1
k + C2q2

k

yh[k] = C1

(
1

10

)k
+ C2

(
1

2

)k
, k ≥ 0.

Sada je potrebno odrediti partikularno rje²enje. Pobuda f [k] je konstanta te prema
tome pretpostavljamo sljede¢e partikularno rje²enje:

yp [k] = K.

Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadºbu:

yp [k]− 3

5
yp [k − 1] +

1

20
yp [k − 2] = 5

yp [k] = K

yp [k − 1] = K

yp [k − 2] = K

K − 3

5
K +

1

20
K = 5

9

20
K = 5⇒ K =

100

9

te dobijemo partikularno rje²enje:

yp [k] =
100

9
.

Totalni odziv sustava je:

y [k] = C1

(
1

10

)k
+ C2

(
1

2

)k
+

100

9
.

Sada je potrebno izra£unati nove po£etne uvjete jer pobuda nastupa tek za k ≥ 0.
Po£etne uvjete izra£unat ¢emo iz diferencijske jednadºbe:

y [0] =
3

5
y [−1]− 1

20
y [−2] + 5 = 5

y [1] =
3

5
y [0]− 1

20
y [−1] + 5 =

3

5
5 + 5 = 8.
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U totalni odziv uvrstimo k = 0 i k = 1 te izra£unamo koe�cijente C1, C2:

y [0] = C1

(
1

10

)0

+ C2

(
1

2

)0

+
100

9
= C1 + C2 +

100

9
= 5

y [1] = C1

(
1

10

)1

+ C2

(
1

2

)1

+
100

9
=
C1

10
+
C2

2
+

100

9
= 8/ · (−10)

C1 + C2 = 5− 100

9
= −55

9

−C1 − 5C2 = −80 +
1000

9
=

280

9

−4C2 =
225

9
⇒ C2 = −25

4

C1 = −C2 −
55

9
=

5

36
.

Totalni odziv sustava je (slika 11.4):

y [k] =
5

36

(
1

10

)k
− 25

4

(
1

2

)k
+

100

9
, k ≥ 0.

Slika 11.4: Rje²enje nehomogene diferencijske jednadºbe y[k]− 3
5
y[k−1] + 1

20
y[k−2] =

5, k ≥ 0, po£etni uvjeti: y[−1] = 0, y[−2] = 0.

Primjer 11.2.2 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− y [k − 1] + y [k − 2] = f [k]

f [k] =

{
1 + 2k + 3k2 k > 0

0 k < 0
.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = 0, y[−2] = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijske jednadºbe (totalni odziv sustava).
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Rje²enje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i
partikularnog rje²enja:

y[k] = yh[k] + yp[k].

Najprije rije²imo op¢u homogenu jednadºbu (f [k] = 0), a zatim prona�emo
partikularno rje²enje te na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odredimo
koe�cijente C1, C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh[k] = Cqk.
Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadºbu te dobijemo
karakteristi£nu jednadºbu:

y [k]− y [k − 1] + y [k − 2] = 0

yh [k] = Cqk, yh [k − 1] = Cqk−1, yh [k − 2] = Cqk−2

Cqk − Cqk−1 + Cqk−2 = 0/ · q2

Cqk
(
q2 − q + 1

)
= 0

q2 − q + 1 = 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe:

q2 − q + 1 = 0

q1,2 =
1±
√

1− 4

2
=

1

2
± j
√

3

2

q1 =
1

2
+ j

√
3

2
, q2 =

1

2
− j
√

3

2
.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su konjugirano kompleksni pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh[k] = rk (C1 sin (ωk) + C2 cos (ωk)) .

Izra£unajmo sada r i ω:

r =

√
Re {q1}2 + Im {q1}2 =

√√√√(1

2

)2

+

(√
3

2

)2

= 1

ω = arctan

( √
3
2
1
2

)
= arctan

(√
3
)

=
π

3
.

Homogeno rje²enje zadanog sustava je:

yh [k] =
(
C1 sin

(π
3
k
)

+ C2 cos
(π

3
k
))

.

Sada je potrebno odrediti partikularno rje²enje. Pobuda f [k] je polinom te prema
tome pretpostavljamo sljede¢e partikularno rje²enje:

y [k] = K0 +K1k +K2k
2.

Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadºbu:
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yp [k]− yp [k − 1] + yp [k − 2] = 1 + 2k + 3k2

yp [k] = K0 +K1k +K2k
2

yp [k − 1] = K0 +K1 (k − 1) +K2(k − 1)2

yp [k − 1] = K0 −K1 +K2 +K1k − 2K2k +K2k
2

yp [k − 2] = K0 +K1 (k − 2) +K2(k − 2)2

yp [k − 2] = K0 − 2K1 + 4K2 +K1k − 4K2k +K2k
2

K0 +K1k +K2k
2 −

(
K0 −K1 +K2 +K1k − 2K2k +K2k

2
)

+

+K0 − 2K1 + 4K2 +K1k − 4K2k +K2k
2 = 1 + 2k + 3k2

K0 −K1 + 3K2 = 1⇒ K0 = 1 +K1 − 3K2 = 0

K1 − 2K2 = 2⇒ K1 = 2 + 2K2 = 8

K2 = 3

te dobijemo partikularno rje²enje:

yp [k] = 8k + 3k2.

Totalni odziv sustava je:

y [k] =
(
C1 sin

(π
3
k
)

+ C2 cos
(π

3
k
))

+ 8k + 3k2, k ≥ 0

Sada je potrebno izra£unati nove po£etne uvjete jer pobuda nastupa tek za k ≥ 0.
Po£etne uvjete izra£unat ¢emo iz diferencijske jednadºbe:

y [k] = y [k − 1]− y [k − 2] + 1 + 2k + 3k2

y [0] = y [−1]− y [−2] + 1 = 1

y [1] = y [0]− y [−1] + 1 + 2 + 3 = 7.

U totalni odziv uvrstimo k = 0 i k = 1 te izra£unamo koe�cijente C1, C2:

y [0] =
(
C1 sin

(π
3

0
)

+ C2 cos
(π

3
0
))

= C2 = 1

y [1] =
(
C1 sin

(π
3

1
)

+ C2 cos
(π

3
1
))

+ 11 =

√
3

2
C1 +

1

2
+ 11 = 7

√
3C1 = −9⇒ C1 = − 9√

3

√
3√
3

= −3
√

3.

Totalni odziv sustava je (slika 11.5):

y [k] =
(
−3
√

3 sin
(π

3
k
)

+ cos
(π

3
k
))

+ 8k + 3k2, k ≥ 0.
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Slika 11.5: Rje²enje nehomogene diferencijske jednadºbe y[k] − y[k − 1] + y[k − 2] =
1 + 2k + 3k2, k ≥ 0, po£etni uvjeti: y[−1] = 0, y[−2] = 0.

Primjer 11.2.3 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− 2

15
y [k − 1]− 1

15
y [k − 2] = f [k]

f [k] =

{ (
1
2

)k
k > 0

0 k < 0
.

Po£etni uvjeti su: y[−1] = −1, y[−2] = 1. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijske jednadºbe (totalni odziv sustava).

Rje²enje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i
partikularnog rje²enja:

y[k] = yh[k] + yp[k].

Najprije rije²imo op¢u homogenu jednadºbu (f [k] = 0), a zatim prona�emo
partikularno rje²enje te na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odredimo
koe�cijente C1, C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh[k] = Cqk.
Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadºbu te dobijemo
karakteristi£nu jednadºbu:

y [k]− 2

15
y [k − 1]− 1

15
y [k − 2] = 0

yh [k] = Cqk, yh [k − 1] = Cqk−1, yh [k − 2] = Cqk−2

Cqk − 2

15
Cqk−1 − 1

15
Cqk−2 = 0/ · q2

Cqk
(
q2 − 2

15
q − 1

15

)
= 0

q2 − 2

15
q − 1

15
= 0.
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Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijene karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe:

q2 − 2

15
q − 1

15
= 0

q1,2 =

2
15
±
√

4
225

+ 4
15

2
=

2
15
±
√

4
225

+ 60
225

2
=

2

30
± 8

30

q1 =
1

3
, q2 = −1

5
.

Korijeni karakteristi£ne jednadºbe su realni i razli£iti pa prema tome
pretpostavljamo sljede¢e homogeno rje²enje:

yh [k] = C1q1
k + C2q2

k

yh [k] = C1

(
1

3

)k
+ C2

(
−1

5

)k
.

Sada je potrebno odrediti partikularno rje²enje. Pobuda f [k] je eksponencijalna
(karakteristi£na vrijednost eksponencijale nije jednaka ni jednom korijenu
karakteristi£ne jednadºbe) pa se prema tome pretpostavljamo sljede¢e partikularno
rje²enje:

yp [k] = K

(
1

2

)k
.

Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadºbu:

y [k]− 2

15
y [k − 1]− 1

15
y [k − 2] =

(
1

2

)k
yp [k] = K

(
1

2

)k
yp [k − 1] = K

(
1

2

)k−1
= 2K

(
1

2

)k
yp [k − 2] = K

(
1

2

)k−2
= 4K

(
1

2

)k
K

(
1

2

)k
− 4

15
K

(
1

2

)k
− 4

15
K

(
1

2

)k
=

(
1

2

)k
K − 4

15
K − 4

15
K = 1⇒ K =

15

7

te dobijemo partikularno rje²enje:

yp [k] =
15

7

(
1

2

)k
.

Totalni odziv sustava je:

y [k] = C1

(
1

3

)k
+ C2

(
−1

5

)k
+

15

7

(
1

2

)k
, k ≥ 0



11.2 Nehomogene linearne diferencijske jednadºbe 135

Sada je potrebno izra£unati nove po£etne uvjete jer pobuda nastupa tek za k ≥ 0.
Po£etne uvjete izra£unat ¢emo iz diferencijske jednadºbe:

y [k] =
2

15
y [k − 1]

1

15
y [k − 2] +

(
1

2

)k
y [0] =

2

15
y [−1] +

1

15
y [−2] +

(
1

2

)0

=
2

15
(−1) +

1

15
1 + 1 =

14

15

y [1] =
2

15
y [0] +

1

15
y [−1] +

(
1

2

)1

=
2

15

14

15
+

1

15
(−1) +

1

2
=

251

450

U totalni odziv uvrstimo k = 0 i k = 1 te izra£unamo koe�cijente C1, C2:

y [0] = C1

(
1

3

)0

+ C2

(
−1

5

)0

+
15

7

(
1

2

)0

=
14

15

y [1] = C1

(
1

3

)1

+ C2

(
−1

5

)1

+
15

7

(
1

2

)1

=
251

450

C1 + C2 =
14

15
− 15

7
= −127

105
C1

3
− C2

5
=

251

450
− 15

14
= − 809

1575
/ · 5

C1 + C2 = −127

105
5

3
C1 − C2 = −809

315
8

3
C1 = −34

9
⇒ C1 = −17

12

C2 = −127

105
− C1 =

29

140
.

Totalni odziv sustava je (slika 11.6):

y [k] = −17

12

(
1

3

)k
+

29

140

(
−1

5

)k
+

15

7

(
1

2

)k
, k ≥ 0.
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Slika 11.6: Rje²enje nehomogene diferencijske jednadºbe y [k] − 2
15
y [k − 1] −

1
15
y [k − 2] =

(
1
2

)k
, k ≥ 0, po£etni uvjeti: y[−1] = −1, y[−2] = 1.

Primjer 11.2.4 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− 1

3
y [k − 1] = f [k]

f [k] =

{ (
1
3

)k
k > 0

0 k < 0
.

Po£etni je uvjet: y[−1] = −1. Odredite rje²enje nehomogene linearne diferencijske
jednadºbe (totalni odziv sustava).

Rje²enje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i
partikularnog rje²enja:

y[k] = yh[k] + yp[k].

Najprije rije²imo op¢u homogenu jednadºbu (f [k] = 0), a zatim prona�emo
partikularno rje²enje te na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odredimo
koe�cijente C1, C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh[k] = Cqk.
Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadºbu te dobijemo
karakteristi£nu jednadºbu:

y [k]− 1

3
y [k − 1] = 0

yh [k] = Cqk, yh [k − 1] = Cqk−1

Cqk − 1

3
Cqk−1 = 0/ · q

Cqk
(
q − 1

3

)
= 0

q − 1

3
= 0.
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Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijen karakteristi£ne
jednadºbe i dobiti op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe:

q − 1

3
= 0⇒ q1 =

1

3
.

Korijen karakteristi£ne jednadºbe realan je pa se prema tome pretpostavlja sljede¢e
homogeno rje²enje:

yh [k] = C1q1
k

yh [k] = C1

(
1

3

)k
.

Sada je potrebno odrediti partikularno rje²enje. Pobuda f [k] je eksponencijalna
(karakteristi£na vrijednost eksponencijale jednaka je korijenu karakteristi£ne jednadºbe)
pa se prema tome pretpostavlja sljede¢e partikularno rje²enje:

yp [k] = Kk

(
1

3

)k
.

Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadºbu:

y [k]− 1

3
y [k − 1] =

(
1

3

)k
yp [k] = Kk

(
1

3

)k
yp [k − 1] = K (k − 1)

(
1

3

)k−1
= 3K (k − 1)

(
1

3

)k
Kk

(
1

3

)k
− 1

3
3K (k − 1)

(
1

3

)k
=

(
1

3

)k
Kk −Kk +K = 1

K = 1

te dobijemo partikularno rje²enje:

yp [k] = k

(
1

3

)k
.

Totalni odziv sustava je:

y [k] = C1

(
1

3

)k
+ k

(
1

3

)k
, k ≥ 0.

Sada je potrebno izra£unati novi po£etni uvjet jer pobuda nastupa tek za k ≥ 0.
Po£etni uvjet izra£unat ¢emo iz diferencijske jednadºbe:

y [k] =
1

3
y [k − 1] +

(
1

3

)k
y [0] =

1

3
y [−1] +

(
1

3

)0

=
1

3
(−1) + 1 =

2

3
.
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U totalni odziv uvrstimo k = 0 te izra£unamo koe�cijent C1:

y [0] = C1

(
1

3

)0

+ 0 ·
(

1

3

)0

=
2

3

C1 =
2

3
.

Totalni odziv sustava je (slika 11.7):

y [k] =
2

3

(
1

3

)k
+ k

(
1

3

)k
, k ≥ 0.

Slika 11.7: Rje²enje nehomogene diferencijske jednadºbe y [k]− 1
3
y [k − 1] =

(
1
3

)k
, k ≥ 0,

po£etni uvjet: y[−1] = −1.

Primjer 11.2.5 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− 1

2
y [k − 1] = f [k]

f [k] =

{
sin
(
π
4
k
)

k > 0
0 k < 0

.

Po£etni uvjet je: y[−1] = 2. Odredite rje²enje nehomogene linearne diferencijske
jednadºbe (totalni odziv sustava).

Rje²enje Totalni odziv sustava jednak je zbroju homogenog rje²enja sustava i
partikularnog rje²enja:

y[k] = yh[k] + yp[k].

Najprije rije²imo op¢u homogenu jednadºbu (f [k] = 0), a zatim prona�emo
partikularno rje²enje te na temelju totalnog odziva i po£etnih uvjeta odredimo
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koe�cijente C1, C2, ..., Cn. Pretpostavljamo homogeno rje²enje yh[k] = Cqk.
Pretpostavljeno rje²enje uvrstimo u homogenu diferencijsku jednadºbu te dobijemo
karakteristi£nu jednadºbu:

y [k]− 1

2
y [k − 1] = 0

yh [k] = Cqk, yh [k − 1] = Cqk−1

Cqk − 1

2
Cqk−1 = 0/ · q

Cqk
(
q − 1

2

)
= 0

q − 1

2
= 0.

Rje²enjem karakteristi£ne jednadºbe moºemo izra£unati korijen karakteristi£ne
jednadºbe te dobiti op¢e rje²enje homogene diferencijske jednadºbe:

q − 1

2
= 0⇒ q1 =

1

2
.

Korijen karakteristi£ne jednadºbe realan je pa se prema tome pretpostavlja sljede¢e
homogeno rje²enje:

yh [k] = C1q1
k

yh [k] = C1

(
1

2

)k
Sada je potrebno odrediti partikularno rje²enje. Pobuda f [k] je sinusna pa se prema

tome pretpostavlja sljede¢e partikularno rje²enje:

yp [k] = K1 sin
(π

4
k
)

+K2 cos
(π

4
k
)
.

Njega uvrstimo u zadanu diferencijsku jednadºbu:

y [k]− 1

2
y [k − 1] = sin

(π
4
k
)

yp [k] = K1 sin
(π

4
k
)

+K2 cos
(π

4
k
)

yp [k − 1] = K1 sin
(π

4
(k − 1)

)
+K2 cos

(π
4

(k − 1)
)

yp [k − 1] = K1 sin
(π

4
k − π

4

)
+K2 cos

(π
4
k − π

4

)
yp [k − 1] = K1

(
sin
(π

4
k
)

cos
(π

4

)
− cos

(π
4
k
)

sin
(π

4

))
+ ...

+K2

(
cos
(π

4
k
)

cos
(π

4

)
+ sin

(π
4
k
)

sin
(π

4

))
yp [k − 1] =

(
K1 cos

(π
4

)
+K2 sin

(π
4

))
sin
(π

4
k
)

+ ...

+
(
−K1 sin

(π
4

)
+K2 cos

(π
4

))
cos
(π

4
k
)

yp [k − 1] =

√
2

2
(K1 +K2) sin

(π
4
k
)

+

√
2

2
(K2 −K1) cos

(π
4
k
)
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y [k]− 1

2
y [k − 1] = sin

(π
4
k
)

K1 sin
(π

4
k
)

+K2 cos
(π

4
k
)
−
√

2

4
(K1 +K2) sin

(π
4
k
)
−

−
√

2

4
(K2 −K1) cos

(π
4
k
)

= sin
(π

4
k
)

K1 −
√

2

4
(K1 +K2) = 1/ · 4⇒ K1(4−

√
2)−

√
2K2 = 4/ ·

(
−
√

2
)

K2 −
√

2

4
(K2 −K1) = 0/ · 4⇒

√
2K1 +K2(4−

√
2) = 0/ ·

(
4−
√

2
)

−
√

2(4−
√

2)K1 + 2K2 = −4
√

2
√

2
(

4−
√

2
)
K1 +K2

(
4−
√

2
)2

= 0

2K2 +K2

(
16− 8

√
2 + 2

)
= −4

√
2⇒ K2 =

−4
√

2

20− 8
√

2

20 + 8
√

2

20 + 8
√

2
= −4 + 5

√
2

17

√
2K1 =

√
2

5− 2
√

2
(4−

√
2)⇒ K1 =

4−
√

2

5− 2
√

2

5 + 2
√

2

5 + 2
√

2
=

16 + 3
√

2

17

te dobijemo partikularno rje²enje:

yp [k] =
16 + 3

√
2

17
sin
(π

4
k
)
− 4 + 5

√
2

17
cos
(π

4
k
)
.

Totalni odziv sustava je:

y [k] = C1

(
1

2

)k
+

16 + 3
√

2

17
sin
(π

4
k
)
− 4 + 5

√
2

17
cos
(π

4
k
)
, k ≥ 0.

Sada je potrebno izra£unati novi po£etni uvjet jer pobuda nastupa tek za k ≥ 0.
Po£etni uvjet izra£unat ¢emo iz diferencijske jednadºbe:

y [k] =
1

2
y [k − 1] + sin

(π
4
k
)

y [0] =
1

2
y [−1] + sin

(π
4
· 0
)

=
1

2
2 + 0 = 1.

U totalni odziv uvrstimo k = 0 te izra£unamo koe�cijent C1:

y [0] = C1

(
1

2

)0

+
16 + 3

√
2

17
sin
(π

4
· 0
)
− 4 + 5

√
2

17
cos
(π

4
· 0
)

= 1

C1 = 1 +
4 + 5

√
2

17
=

21 + 5
√

2

17
.

Totalni odziv sustava je (slika 11.8):

y [k] =
21 + 5

√
2

17

(
1

2

)k
+

16 + 3
√

2

17
sin
(π

4
k
)
− 4 + 5

√
2

17
cos
(π

4
k
)
, k ≥ 0.
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Slika 11.8: Rje²enje nehomogene diferencijske jednadºbe y [k] − 1
2
y [k − 1] =

sin
(
π
4
k
)
, k ≥ 0, po£etni uvjet: y[−1] = 2.

Primjer 11.2.6 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom (nepobu-
�en sustav):

y [k]− y [k − 1] + y [k − 2] = f [k]

f [k] =

{
1 + 2k + 3k2 k > 0

0 k < 0
.

Po£etni uvjeti su: y[−1] = 0, y[−2] = 0. Odredite odziv sustava y[k] u prvih
pet koraka (k = 0, 1, 2, 3, 4). Provjerite to£nost rje²enja pomo¢u rje²enja dobivenog u
primjeru 11.2.2.

Rje²enje Zapi²imo zadanu nehomogenu diferencijsku jednadºbu na sljede¢i na£in:

y [k] = y [k − 1]− y [k − 2] + f [k]

y [k] = y [k − 1]− y [k − 2] + 1 + 2k + 3k2.

Sada ¢emo redom uvrstiti k = 0, 1, 2, 3, 4 i koristiti prethodne rezultate te po£etne
uvjete.

y [0] = y [−1]− y [−2] + 1 = 0 + 0 + 1 = 1

y [1] = y [0]− y [−1] + 1 + 2 · 1 + 3 · (1)2 = 1− 0 + 1 + 2 + 3 = 7

y [2] = y [1]− y [0] + 1 + 2 · 2 + 3 · (2)2 = 7− 1 + 1 + 4 + 12 = 23

y [3] = y [2]− y [1] + 1 + 2 · 3 + 3 · (3)2 = 23− 7 + 1 + 6 + 27 = 50

y [4] = y [3]− y [2] + 1 + 2 · 4 + 3 · (4)2 = 50− 23 + 1 + 8 + 48 = 84

Uvrstimo sada k = 0, 1, 2, 3, 4 u rje²enje primjera 11.2.2.
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Dobivamo redom:

y [0] =
(
−3
√

3 sin
(π

3
· 0
)

+ cos
(π

3
· 0
))

+ 8 · 0 + 3 · (0)2 = 0 + 1 + 0 + 0 = 1

y [1] =
(
−3
√

3 sin
(π

3
· 1
)

+ cos
(π

3
· 1
))

+ 8 · 1 + 3 · (1)2 = −9

2
+

1

2
+ 8 + 3 = 7

y [2] =
(
−3
√

3 sin
(π

3
· 2
)

+ cos
(π

3
· 2
))

+ 8 · 2 + 3 · (2)2 = −9

2
− 1

2
+ 16 + 12 = 23

y [3] =
(
−3
√

3 sin
(π

3
· 3
)

+ cos
(π

3
· 3
))

+ 8 · 3 + 3 · (3)2 = 0− 1 + 24 + 27 = 50

y [4] =
(
−3
√

3 sin
(π

3
· 4
)

+ cos
(π

3
· 4
))

+ 8 · 4 + 3 · (4)2 =
9

2
− 1

2
+ 32 + 48 = 84.

Rezultat je isti, kao ²to je bilo i o£ekivano.

11.2.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 11.2.1 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− 5

12
y [k − 1] +

1

24
y [k − 2] = f [k]

f [k] =

{
12 k > 0
0 k < 0

.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = 0, y[−2] = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijske jednadºbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 11.2.2 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k] + y [k − 1] + y [k − 2] = f [k]

f [k] =

{
1 + 2k + 3k2 + 4k3 k > 0

0 k < 0
.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = 0, y[−2] = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijske jednadºbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 11.2.3 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− 2

5
y [k − 1]− 1

10
y [k − 2] = f [k]

f [k] =

{
4
(
1
3

)k
k > 0

0 k < 0
.

Po£etni su uvjeti: y[−1] = −1, y[−2] = 1. Odredite rje²enje nehomogene linearne
diferencijske jednadºbe (totalni odziv sustava).
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Zadatak 11.2.4 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− 1

2
y [k − 1] = f [k]

f [k] =

{ (
1
2

)k
k > 0

0 k < 0
.

Po£etni je uvjet: y[−1] = 0. Odredite rje²enje nehomogene linearne diferencijske
jednadºbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 11.2.5 Sustav je opisan nehomogenom diferencijskom jednadºbom:

y [k]− 1

3
y [k − 1] = f [k]

f [k] =

{
cos
(
π
4
k
)

k > 0
0 k < 0

.

Po£etni je uvjet: y[−1] = 1. Odredite rje²enje nehomogene linearne diferencijske
jednadºbe (totalni odziv sustava).

Zadatak 11.2.6 Sustav je opisan homogenom diferencijskom jednadºbom (nepobu-
�en sustav):

y [k]− 1

2
y [k − 1] = f [k]

f [k] =

{ (
1
2

)k
k > 0

0 k < 0
.

Po£etni je uvjet: y[−1] = 0. Odredite odziv sustava y[k] u prvih pet koraka (k =
0, 1, 2, 3, 4). Provjerite to£nost rje²enja pomo¢u rje²enja dobivenog u zadatku 11.2.4.
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Poglavlje 12

Z transformacija

12.1 Z transformacija i njezina svojstva

Vidjeli smo kod linearnih diferencijalnih jednadºbi da je Laplaceova transformacija
vrlo korisna za rje²avanje linearnih diferencijalnih jednadºbi. U prethodnom
poglavlju opisane su diferencijske jednadºbe. Njihovo je rje²enje mogu¢e dobiti
pomo¢u Z transformacije. De�nicija Z transformacije je:

X(z) =
∞∑
k=0

x[k]z−k. (12.1)

Da bismo olak²ali zapisivanje, mala slova neka predstavljaju vremenski diskretne
signala, a velika slova neka predstavljaju njihove Z transformate. Z transformaciju
skra¢eno ¢emo pisati na jedan od dva na£ina:

x[k]
Z−→ X(z) ili X(z) = Z (x[k]).

Neka je zadan kona£ni vremenski diskretan signal (niz) x[k] = {1, 2, 4, 6, 3, 4} , k ≥
0. Prema de�niciji, njegova ¢e Z transformacija biti:

X(z) =
∞∑
k=0

x[k]z−k = 1 + 2z−1 + 4z−2 + 6z−3 + 3z−4 + 4z−5

.

U diskretanom signalu (nizu) x[k] podcrtani £lan je £lan x[0]. Navedimo svojstva
Z transformacije.

• Linearnost Z transformacije:

Ako vrijedi:
x[k]

Z−→ X(z)

y[k]
Z−→ Y (z),

(12.2)

onda je:
αx[k] + βy[k]

Z−→ αX(z) + βY (z). (12.3)
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• Pomak unaprijed za i koraka:

x[k + i]
Z−→ zi

(
X(z)−

i−1∑
m=0

x[m]z−m
)
. (12.4)

Pomak unazad za i koraka:

x[k − i] Z−→ z−i
(
X(z) +

−1∑
m=−i

x[m]z−m
)
. (12.5)

• Prigu²enje eksponencijalnom funkcijom:

akx[k]
Z−→ X(a−1z). (12.6)

• Mnoºenje s k:

kx[k]
Z−→ −z dX(z)

dz
. (12.7)

• Konvolucija dvaju diskretnih signala:

y[k] = u[k] ∗ g[k] =
∞∑
i=0

u[i]g[k − i]z−k Z−→ Y (z) = U(z)G(z). (12.8)

Prema relaciji (12.8) de�nirajmo prijenosnu funkciju diskretnog sustava:

G(z) =
Y (z)

U(z)
. (12.9)

Prijenosna funkcija predstavlja Z transformaciju odziva sustava na Kronecker delta
signal δ[k]. Tablica osnovnih Z transformata nalazi se u poglavlju 13 PRILOG.

Primjer 12.1.1 Odredite Z transformaciju sljede¢ih signala prema de�niciji:

x1[k] = 2µ[k]

x2[k] = 10µ[k − 2]

x3[k] =

(
1

2

)k
x4[k] = 2k

x5[k] = δ[k] + 2δ[k − 6]

x6[k] = 2 cos [ωk]

x7[k] = {1, 5, 0, 2, 1, 0, 2} .

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.
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Rje²enje De�nicija Z transformacije je:

X(z) =
∞∑
k=0

x[k]z−k.

Provedimo sada Z transformaciju za zadane signale prema de�niciji. U izvodima Z
transformata £esto ¢emo sresti sumu geometrijskog reda:

∞∑
k=0

qk =
1

1− q
, |q| < 1.

Z transformacija signala x1[k] je:

X1(z) =
∞∑
k=0

x1[k]z−k =
∞∑
k=0

2µ[k]z−k = 2
∞∑
k=0

1·z−k

X1(z) = 2
∞∑
k=0

1·
(
z−1
)k

=
2

1− z−1
=

2z

z − 1
.

Z transformacija signala x2[k] dobivena je na sljede¢i na£in:

X2(z) =
∞∑
k=0

x2[k]z−k =
∞∑
k=0

10µ[k − 2]z−k = 10
∞∑
k=2

1 ·
(
z−1
)k
.

S obzirom da suma po£inje od k = 2, potrebno je napraviti pomak uvo�enjem
supstitucije j = k − 2:

X2(z) = 10
∞∑
j=0

(
z−1
)j+2

= 10
∞∑
j=0

z−2
(
z−1
)j

=
10z−2

1− z−1
=

10

z(z − 1)
.

Z transformacija signala x3[k] dobivena je na sljede¢i na£in:

X3(z) =
∞∑
k=0

x3[k]z−k =
∞∑
k=0

(
1

2

)k
z−k =

∞∑
k=0

(
1

2
z−1
)k

X3(z) =
1

1− 1
2
z−1

=
z

z − 1
2

.

Z transformacija signala x4[k] dobivena je na sljede¢i na£in:

X4(z) =
∞∑
k=0

x4[k]z−k =
∞∑
k=0

2kz−k = 2
∞∑
k=0

kz−k.

Ovu sumu trenutno ne znamo izra£unati. Derivirajmo sumu geometrijskog reda po
varijabli q:
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∞∑
k=0

qk =
1

1− q
/
d

dq

∞∑
k=0

kqk−1 =
1

(1− q)2
/ · q

∞∑
k=0

kqk =
q

(1− q)2
.

Iskoristimo prethodni izraz za izvod Z transformacije signala x4[k]:

X4(z) = 2
∞∑
k=0

kz−k =
2z−1

(1− z−1)2
=

2z

(z − 1)2
.

Z transformacija signala x5[k] dobivena je na sljede¢i na£in:

X5(z) =
∞∑
k=0

x5[k]z−k =
∞∑
k=0

(δ[k] + 2δ[k − 6])z−k =
∞∑
k=0

δ[k]z−k +
∞∑
k=0

2δ[k − 6]z−k.

S obzirom na de�niciju Kronecker delta funkcije:

δ[k] =

{
1 k = 0
0 k 6= 0

, δ[k − i] =

{
1 k = i
0 k 6= i

dobit ¢emo:

X5(z) = 1 + 2z−6 =
z6 + 2

z6
.

Z transformacija signala x6[k] ne²to je sloºenijeg tipa jer sumu funkcija kosinus nije
jednostavno izra£unati. Ra£un postaje jednostavan kada kosinus funkciju zapi²emo
pomo¢u Eulerove formule:

cos [ωk] =
ejωk − e−jωk

2
.

Slijedi:

X6(z) =
∞∑
k=0

x6[k]z−k =
∞∑
k=0

2
ejωk + e−jωk

2
z−k = 2

∞∑
k=0

ejωk

2
z−k + 2

∞∑
k=0

e−jωk

2
z−k

X6(z) =
∞∑
k=0

ejωkz−k +
∞∑
k=0

e−jωkz−k =
∞∑
k=0

(
ejωz−1

)k
+
∞∑
k=0

(
e−jωz−1

)k
X6(z) =

1

1− ejωz−1
+

1

1− e−jωz−1
=

1− e−jωz−1 + 1− ejωz−1

1− z−1 (ejω + e−jω) + z−2

X6(z) =

(
2− ejωz−1 − e−jωz−1

)
1− z−1 (ejω + e−jω) + z−2

=
2 + z−1 (− cosω − j sinω − cosω + j sinω)

1− z−1 (cosω + j sinω + cosω − j sinω) + z−2

X6(z) =
2 (1− z−1 cosω)

1− 2z−1 cosω + z−2
=

2z (z − cosω)

z2 − 2z cosω + 1
.
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Z transformacija signala x7[k] dobivena je na sljede¢i na£in:

X7(z) =
∞∑
k=0

x7[k]z−k = 1 + 5z−1 + 0 · z−2 + 2z−3 + z−4 + 0 · z−5 + 2z−6

X7(z) = 1 + 5z−1 + 2z−3 + z−4 + 2z−6 =
z6 + 5z5 + 2z3 + z2 + 2

z6
.

Primjer 12.1.2 Koriste¢i svojstva Z transformacije odredite Z transformacije
sljede¢ih diskretnih signala:

x1[k] = µ[k − 1]

x2[k] =

(
1

3

)k+1

x3[k] = k2

x4[k] =

(
1

2

)k
k sin [2k] .

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.

Rje²enje S obzirom da za sve signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0, navedeni
signali mogu se pomnoºiti s diskretnom jedini£nom stepenicom, a da signali i dalje
poprimaju iste vrijednosti:

x1[k] = µ[k − 1]

x2[k] =

(
1

3

)k+1

µ[k]

x3[k] = k2µ[k]

x4[k] =

(
1

2

)k
k sin [2k]µ[k].

Signal x1[k] nije potrebno mnoºiti sa jedini£nom stepenicom µ[k] jer predstavlja
upravo pomak te jedini£ne stepenice. Z transformacija jedini£ne stepenice je:

µ[k]
Z−→ z

z−1 .

Signal x1[k] je pomaknuta stepenica za jedan korak unazad pa prema tome moºemo
iskoristiti svojstvo pomaka unazad:

x[k − i] Z−→ z−i
(
X(z) +

−1∑
m=−i

x[m]z−m
)

µ[k − 1]
Z−→ z−1

(
z
z−1 +

−1∑
m=−1

x[m]z−m
)

µ[k − 1]
Z−→

(
1
z−1 + µ[−1]

)
x1[k] = µ[k − 1]

Z−→ X(z) = 1
z−1 .
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Signal x2[k] moºemo transformirati Z transformacijom koriste¢i svojstvo prigu²enja
signala eksponencijalnom funkcijom. Ponovno promatramo Z transformaciju jedini£ne
stepenice. Prigu²enje signala s eksponencijalnom funkcijom transformira se na sljede¢i
na£in:

anx[k]
Z−→ X

(
z
a

)
µ[k]

Z−→ z
z−1(

1
3

)k
µ[k]

Z−→
z

( 1
3)

z

( 1
3)
−1 = z

z− 1
3

.

Signal x2[k] moºe se zapisati i na sljede¢i na£in:

x2[k] =

(
1

3

)k+1

=

(
1

3

)k (
1

3

)
=

1

3

(
1

3

)k
.

Zbog linearnosti vrijedi:

x2[k] =

(
1

3

)k+1

= 1
3

(
1
3

)k Z−→ X2(z) =
1
3
z

z− 1
3

.

Signal x3[k] moºemo transformirati Z transformacijom koriste¢i svojstvo mnoºenja
signala s k (dva puta uzastopno):

kx[k]
Z−→ −z dX(z)

dz

µ[k]
Z−→ z

z−1

kµ[k]
Z−→ −z

(
d
dz

(
z
z−1

))
d

dz

(
z

z − 1

)
=
z − 1− z
(z − 1)2

= − 1

(z − 1)2

kµ[k]
Z−→ z

(z−1)2

k2µ[k] = k (kµ[k])
Z−→ −z

(
d
dz

(
z

(z−1)2

))
d

dz

(
z

(z − 1)2

)
=

(z − 1)2 − 2z(z − 1)

(z − 1)4
=
−z − 1

(z − 1)3

k2µ[k]
Z−→ z(z+1)

(z−1)3 .

Signal x4[k] moºemo transformirati Z transformacijom koriste¢i svojstvo mnoºenja
signala s k, a zatim svojstvo prigu²enja eksponencijalnom funkcijom. Iz tablice Z
transformacije moºemo pro£itati:

sin [ωk]
Z−→ z sinω

z2−2z cosω+1
,

iz £ega slijedi:

sin [2k] z sin 2
z2−2z cos 2+1

.
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Pomnoºimo sada signal sin (2k) s k te iskoristimo svojstvo mnoºenja s k:

k sin [2k]
Z−→ −z d

dz

(
z sin 2

z2−2z cos 2+1

)
d

dz

(
z sin 2

z2 − 2z cos 2 + 1

)
=

sin 2 (z2 − 2z cos 2 + 1)− z sin 2 (2z − 2 cos 2)

(z2 − 2z cos 2 + 1)2
=

=
−z2 sin 2 + sin 2

(z2 − 2z cos 2 + 1)2

k sin [2k]
Z−→ z(z2 sin 2−sin 2)

(z2−2z cos 2+1)2
.

Kada mnoºimo neki signal s eksponencijalnim £lanom ak, tada u Z transformatu
varijablu z dijelimo s a. U signalu x4[k], a = 1/2 , z/a = 2z. Slijedi:

(
1

2

)k
k sin [2k]

Z−→ 2z(4z2 sin 2−sin 2)
(4z2−4z cos 2+1)2

.

Primjer 12.1.3 Odredite Z transformaciju konvolucije signala:

x1[k] = k

x2[k] = sin (5k) .

Za navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.

Rje²enje Za Z transformaciju konvolucije signala vrijedi:

x1[k] ∗ x2[k] =
∞∑
i=0

x1[i]x2[k − i]z−k
Z−→ X1(z)X2(z)

Z transformacije signala x1[k] i x2[k]:

x1[k] = k
Z−→ X1(z) = z

(z+1)2

x2[k] = sin [5k]
Z−→ X2(z) = z sin 5

z2−2z cos 5+1
.

Slijedi:

x1[k] ∗ x2[k] =
∞∑
i=0

x1[i]x2[k − i]z−k
Z−→ z

(z+1)2
z sin 5

z2−2z cos 5+1
.

Primjer 12.1.4 Odredite prijenosnu funkciju sustava opisanog diferencijskom
jednadºbom:

y [k] + 0.5y [k − 1] + 1.5y [k − 2] = u [k] .
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Rje²enje Prijenosna funkcija odre�uje se na mirnom sustavu (sustav £iji su po£etni
uvjeti jednaki nuli). Za vremenski pomaknute izlazne signale vrijedi:

y [k]
Z−→ Y (z)

y [k − 1]
Z−→ z−1Y (z)− y [−1] = z−1Y (z)

y [k − 2]
Z−→ z−2Y (z)− z−1y [−1]− y [−2] = z−2Y (z)

u [k]
Z−→ U(z).

Iz navedenog slijedi prijenosna funkcija diskretnog sustava:

y [k] + 0.5y [k − 1] + 1.5y [k − 2] = u [k]
Z−→

Y (z) + 0.5z−1Y (z) + 1.5z−2Y (z) = U(z)

Y (z)
(
1 + 0.5z−1 + 1.5z−2

)
= U(z)

G(z) =
Y (z)

U(z)
=

1

1 + 0.5z−1 + 1.5z−2
z2

z2

G(z) =
z2

z2 + 0.5z + 1.5
.

12.1.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 12.1.1 Odredite Z transformaciju sljede¢ih signala prema de�niciji:

x1[k] = 5µ[k]

x2[k] = 2µ[k − 5]

x3[k] =

(
3

4

)(k−1)

x4[k] = 5k2

x5[k] = δ[k − 1] + 3δ[k − 3] + 5δ[k − 5]

x6[k] = 2 sin [ωk]

x7[k] = {2, 0,−3, 2, 1, 9, 2} .

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.

Zadatak 12.1.2 Koriste¢i svojstva Z transformacije odredite Z transformacije
sljede¢ih diskretnih signala:

x1[k] = µ[k + 1]

x2[k] =

(
2

5

)k−2
x3[k] = k3

x4[k] =

(
2

3

)k
k cos [3k] .

Za sve navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.
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Zadatak 12.1.3 Odredite Z transformaciju konvolucije signala:

x1[k] =

(
2

3

)k
x2[k] = cos [5k] .

Za navedene signale vrijedi da su jednaki 0 za k < 0.

Zadatak 12.1.4 Odredite prijenosnu funkciju sustava opisanog diferencijskom
jednadºbom:

y [k] + 1.5y [k − 1] + 0.55y [k − 2] = 2u [k] .

12.2 Inverzna Z transformacija

Kako bismo uz pomo¢ Z transformacije rije²ili diferencijsku jednadºbu potrebno je
algebarski izraz transformirati u vremenski diskretnu domenu. To ¢emo rije²iti pomo¢u
inverzne Z transformacije. Inverznu Z transformaciju skra¢eno ¢emo pisati na jedan od
dva na£ina:

X(z)
Z −1

−−→ x[k] ili x[k] = Z −1(X(z)).

Dvije su osnovne metode inverzne Z transformacije:

1. metoda dijeljenja

2. metoda prostih razlomaka.

Neka je diskretna funkcija X(z) dana relacijom:

X(z) =
bmz

m + bm−1z
m−1 + ...+ b1z + b0

anzn + an−1zn−1 + ...+ a1z + a0
, (12.10)

tada se metoda dijeljenja svodi na dijeljenje brojnika s nazivnikom:(
bmz

m + bm−1z
m−1 + ...+ b1z + b0

)
:
(
anz

n + an−1z
n−1 + ...+ a1z + a0

)
=

= K0z
m−n +K1z

m−n−1 + ...+Kkz
m−n−k + ....

(12.11)

ili
X(z) = K0z

m−n +K1z
m−n−1 + ...+Kiz

m−n−i + .... (12.12)

Koriste¢i tablice Z transformacije uo£avamo da z−i predstavlja ka²njenje δ[k] funkcije
za i koraka. Primijenimo ovo svojstvo na izraz (12.12):

x[k] = K0δ[k +m− n] +K1δ[k +m− n− 1] + ...+Kiδ[k +m− n− i] + ... (12.13)

Izraz (12.12) prikazuje inverznu Z transformaciju izraza (12.10). Poku²ajmo metodom
dijeljenja na¢i inverznu Z transformaciju jedini£ne skokovite funkcije:

X(z) =
z

z − 1

X(z) = z : (z − 1) = 1 + z−1 + z−2 + z−3 + ...
Z −1

−−→
x[k] = δ[k] + δ[k − 1] + δ[k − 2] + δ[k − 3] + ...

x[k] =
∞∑
i=0

δ[k − i] = µ[k].
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Dobili smo niz jedini£nih impulsa za k ≥ 0 ²to predstavlja jedini£nu stepenicu.

Druga metoda se svodi na razvoj diskretne funkcije X(z) (izraza (12.10)) na proste
razlomke:

X(z) =
K1z

z − p1
+

K2z

z − p2
+ ...+

Knz

z − pn
. (12.14)

Koe�cijenti K1, K2, ..., Kn mogu se dobiti metodom reziduala (Heavisideov razvoj) ili
metodom izjedna£avanja koe�cijenata uz iste potencije kompleksne varijable z (ove
metode detaljno smo obradili u poglavlju Inverzna Laplaceova transformacija). Kada
se koristi metoda reziduala, tada se najprije diskretna funkcija X(z) podijeli sa z kako
bi se mogla koristiti ista pravila kao i kod inverzne Laplaceove transformacije:

X(z)

z
=

K1

z − p1
+

K2

z − p2
+ ...+

Kn

z − pn
. (12.15)

Sada se metodom reziduala prona�u koe�cijenti K1, K2, ..., Kn te se ponovno funkcija
X(z)/z pomnoºi sa z:

X(z) =
K1z

z − p1
+

K2z

z − p2
+ ...+

Knz

z − pn
. (12.16)

Nakon toga se uz pomo¢ tablica napravi inverzna Z transformacija:

x [k] = K1(p1)
k +K2(p2)

k + ...+Kn(pn)k. (12.17)

Koe�cijente K1, K2, ..., Kn tako�er je mogu¢e na¢i i metodom izjedna£avanja
koe�cijenata uz iste potencije kompleksne varijable z. Nakon rastava diskretne
prijenosne funkcije X(z) na proste razlomke inverznu Z transformaciju napravit ¢emo
uz pomo¢ tablica koje se nalaze u poglavlju 13 PRILOG.

Primjer 12.2.1 Odredite inverznu Z transformaciju sljede¢ih transformata koriste¢i
tablice Z transformacije:

X1(z) =
2z

z − 1

X2(z) =
4z

7z − 2

X3(z) =
4
5
z

(z − 2)2
.

Rje²enje Svi navedeni Z transformati mogu se transformirati u vremenski diskretnu
domenu koriste¢i tablice inverzne Z transformacije. Prije kori²tenja tablice Z
transformacije, izraze koje transformiramo u vremenski diskretnu domenu potrebno
je prilagoditi tabli£nim transformatima:

X1(z) =
2z

z − 1
= 2

z

z − 1

X2(z) =
4z

7z − 2
=

4

7

z

z − 2
7

X3(z) =
4
5
z

(z − 2)2
=

2

5

2z

(z − 2)2
.
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Slijedi:

X1(z) = 2 z
z−1

Z −1

−−→ x1(k) = 2µ[k]

X2(z) = 4
7

z
z− 2

7

Z −1

−−→ x2(k) = 4
7

(
2

7

)k
X3(z) = 2

5
2z

(z−2)2
Z −1

−−→ x3(k) = 2
5
k(2)k.

Primjer 12.2.2 Odredite inverznu Z transformaciju sljede¢eg transformata:

X(z) =
z

(z2 − 0.9z + 0.2)
.

Rje²enje Zadanu diskretnu funkciju X(z) u Z domeni potrebno je rastaviti na proste
razlomke i podijeliti ga sa z kako bi se mogla koristiti metoda reziduala:

X(z) =
z

(z2 − 0.9z + 0.2)
/ : z ⇒ X(z)

z
=

1

(z2 − 0.9z + 0.2)
.

Nadalje, potrebno je odrediti polove od X(z)/z:

z2 − 0.9z + 0.2 = 0⇒ z1,2 =
0.9±

√
0.92 − 0.8

2

z1,2 =
0.9± 0.1

2
⇒ z1 = 0.5, z2 = 0.4

.

Sada X(z)/z moºemo zapisati u obliku prostih razlomaka na sljede¢i na£in:

X(z)

z
=

A

z − 0.5
+

B

z − 0.4
.

Koe�cijente A i B moºemo izra£unati metodom reziduala:

A = lim
z→0.5

(z − 0.5)
X(z)

z
= lim

z→0.5

1

(z − 0.4)
= 10

B = lim
z→0.4

(z − 0.4)
X(z)

z
= lim

z→0.4

1

(z − 0.5)
= −10

X(z)

z
=
−10

z − 0.4
+

10

z − 0.5
⇒ X(z) =

10z

z − 0.5
− 10z

z − 0.4

ili metodom izjedna£avanja koe�cijenata uz iste potencije kompleksne varijable z:



156 Z transformacija

X(z)

z
=

A

z − 0.5
+

B

z − 0.4
=

1

(z2 − 0.9z + 0.2)
/ · (z − 0.5) (z − 0.4)

A(z − 0.4) +B(z − 0.5) = 1

Az − 0.4A+Bz − 0.5B = 1

A+B = 0/ · 0.4
−0.4A− 0.5B = 1

0.4A+ 0.4B = 0/ · 0.4
−0.4A− 0.5B = 1

−0.1B = 1⇒ B = −10

A = −B = 10

X(z)

z
=
−10

z − 0.4
+

10

z − 0.5
⇒ X(z) =

10z

z − 0.5
− 10z

z − 0.4
.

Sada rastavljenu diskretnu funkciju X(z) moºemo transformirati u vremenski dis-
kretnu domenu inverznom Z transformacijom:

X(z) = 10z
z−0.5 −

10z
z−0.4

Z −1

−−→ x[k] = 10 · (0.5)k − 10 · (0.4)k

Primjer 12.2.3 Odredite prvih pet £lanova odziva sustava y[k] opisanog prijenosnom
funkcijom G(z) na ulaznu pobudu jedini£ne stepenice:

G(z) = z
z−2 .

Po£etni uvjet jednak je nuli.

Rje²enje Prijenosna funkcija diskretnog sustava de�nirana je kao:

G(z) =
Y (z)

U(z)
.

Jedini£na stepenica ima sljede¢i Z transformat:

µ(k)
Z−→ z

z−1 .

Prvih pet £lanova odziva sustava y[k] dobit ¢emo dijeljenjem polinoma (brojnika s
nazivnikom) diskretne funkcije Y (z):
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Y (z) = G(z)U(z) =
z

z − 2

z

z − 1
=

z2

z2 − 3z + 2

z2 : (z2 − 3z + 2) = 1 + 3z−1 + 7z−2 + 15z−3 + 31z−4

±z2 ∓ 3z ± 2

3z − 2

±3z ∓ 9± 6z−1

7− 6z−1

±7∓ 21z−1 ± 14z−2

15z−1 − 14 z−2

±15z−1 ∓ 45z−2 ± 30z−3

31z−2 − 30z−3.

Prvih pet £lanova odziva su x [k] = {1, 3, 7, 15, 31, ...}.

Primjer 12.2.4 Sustav je opisan sljede¢om diferencijskom jednadºbom:

y [k] + 2y [k − 1] + y [k − 2] = u [k] .

Po£etni su uvjeti: y[−1] = 0, y[−2] = 0. Odredite odziv sustava y[k] pomo¢u Z
transformacije na pobudu u[k] = 2k.

Rje²enje Sustav opisan diferencijskom jednadºbom potrebno je opisati prijenosnom
funkcijom:

G(z) =
Y (z)

U(z)
.

Koriste¢i svojstva Z trasformacije za zadan sustav vrijedi:

u [k]
Z−→ U(z)

y [k]
Z−→ Y (z)

y [k − 1] z−1Y (z) + y [−1] = z−1Y (z)

y [k − 2]
Z−→ z−2Y (z) + z−1y [−1] + y [−2] = z−2Y (z).

Prijenosna funkcija zadanog sustava je:

y [k] + 2y [k − 1] + y [k − 2] = u [k]

Y (z) + 2z−1Y (z) + z−2Y (z) = U(z)⇒

G(z) =
Y (z)

U(z)
=

1

1 + 2z−1 + z−2
z2

z2
=

z2

z2 + 2z + 1
.

Pobuda sustava u Z domeni je:

u [k] = 2k
Z−→ U(z) = z

z−2 .

Sada moºemo izra£unati odziv sustava u Z domeni Y (z):
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Y (z) = G(z)U(z) =
z2

z2 + 2z + 1

z

z − 2
=

z3

(z2 + 2z + 1) (z − 2)
.

Odziv sustava u Z domeni potrebno je podijeliti sa z kako bi mogli rastaviti odziv
sustava Y (z) na proste razlomke:

Y (z)

z
=

z2

(z2 + 2z + 1) (z − 2)
.

Polovi odziva sustava Y (z) su:(
z2 + 2z + 1

)
(z − 2) = 0

z2 + 2z + 1 = 0 ∧ z − 2 = 0

z1,2 =
−2±

√
4− 4

2
= −1⇒ z1 = −1, z2 = −1

z − 2 = 0⇒ z3 = 2.

S obzirom da imamo vi²estruke polove, rastav na proste razlomke je (vidjeti pravila
rastava u poglavlju Inverzna Laplaceova transformacija):

Y (z)

z
=

A

z + 1
+

B

(z + 1)2
+

C

z − 2
.

Koe�cijente A,B i C odredit ¢emo metodom izjedna£avanja koe�cijenata uz iste
potencije kompleksne varijable z:

Y (z)

z
=

A

z + 1
+

B

(z + 1)2
+

C

z − 2

A

z + 1
+

B

(z + 1)2
+

C

z − 2
=

z2

(z2 + 2z + 1) (z − 2)
/ ·
(
z2 + 2z + 1

)
(z − 2)

A(z + 1)(z − 2) +B(z − 2) + C(z + 1)2 = z2

A
(
z2 − z − 2

)
+B(z − 2) + C(z2 + 2z + 1) = z2

A+ C = 1⇒ A = 1− C
−A+B + 2C = 0

−2A− 2B + C = 0

−1 + C +B + 2C = 0/ · (−1)

−2 + 2C − 2B + C = 0

−B − 3C = −1

−2B + 3C = 2

−3B = 1⇒ B = −1

3

B + 3C = 1⇒ C =
1

3
(1−B) =

4

9

A = 1− C =
5

9
.

Uvrstimo sada dobivene koe�cijente u rastav na proste razlomke i prilagodimo zapis
za tablicu Z transformacije:
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Y (z)

z
=

5
9

z + 1
−

1
3

(z + 1)2
+

4
9

z − 2
/ · z

Y (z) =
5
9
z

z + 1
−

1
3
z

(z + 1)2
+

4
9
z

z − 2

Y (z) =
5

9

z

z − (−1)
+

1

3

(−1)z

(z − (−1))2
+

4

9

z

z − 2
.

Inverznom Z transformacijom dobili smo odziv sustava:

y [k] =
5

9
(−1)k +

1

3
k(−1)k +

4

9
(2)k.

12.2.1 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 12.2.1 Odredite inverznu Z transformaciju sljede¢ih transformata koriste¢i
tablice Z transformacije:

X1(z) =
4z

z − 1

X2(z) =
2z

z − 1
3

X3(z) =
2
7

(
z + 2

3

)(
z − 2

3

)3 .
Zadatak 12.2.2 Odredite inverznu Z transformaciju sljede¢eg transformata:

X(z) =
2z2

(z2 + 0.5z + 0.06)
.

Zadatak 12.2.3 Odredite prvih ²est £lanova odziva sustava y[k] opisanog
prijenosnom funkcijom G(z) na ulaznu pobudu jedini£ne stepenice:

G(z) = z
(z2+z−0.5) .

Po£etni uvjet jednak je nuli.

Zadatak 12.2.4 Sustav je opisan sljede¢om diferencijskom jednadºbom:

y [k] + 3y [k − 1] + 2y [k − 2] = u [k] .

Po£etni su uvjeti: y[−1] = 0, y[−2] = 0. Odredite odziv sustava y[k] pomo¢u Z
transformacije na pobudu u[k] = (1

2
)k.
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Poglavlje 13

PRILOG

13.1 Trigonometrijske formule

Trigonometrijski identiteti:

sin (π
2
− t) = cos t cos (π

2
− t) = sin t

sin (−t) = − sin t cos (−t) = cos t
sin (π − t) = sin t cos (π − t) = − cos t
sin2 t+ cos2 t = 1

Adicijski teoremi:

sin (t± ϕ) = sin t cosϕ± cos t sinϕ

cos (t± ϕ) = cos t cosϕ∓ sin t sinϕ

tan (t± ϕ) =
tan(t)± tan(ϕ)

1∓ tan t tanϕ

Trigonometrijske funkcije dvostrukih argumenata:

sin (2t) = 2 sin t cos t

cos (2t) = cos2 t− sin2 t

tan (2t) =
2 tan t

1− tan2 t

Trigonometrijske funkcije polovi£nih argumenata:

sin
t

2
= ±

√
1− cos2 (2t)

2

cos
t

2
= ±

√
1 + cos2 (2t)

2

tan
t

2
= ± sin t

1 + cos t
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13.2 Tablica Laplaceovih transformacija

x(t) X(s)

δ(t) 1

δ(t− t0) e−t0s

µ(t)
1

s

µ(t− a)
e−as

s

tn (n = 0, 1, 2, . . . )
n!

sn+1

sinωt
ω

s2 + ω2

cosωt
s

s2 + ω2

e−at
1

s+ a

te−at
1

(s+ a)2

tne−at
n!

(s+ a)n+1

e−at sinωt
ω

(s+ a)2 + ω2

e−at cosωt
s+ a

(s+ a)2 + ω2

e−atx(t) X(s+ a)

x(t− a)µ(t− a) e−asX(s)

(−t)nx(t)
dnX(s)

dsn

x′(t) sX(s)− x(0)

x(n)(t) snX(s)− s(n−1)x(0)− · · · − x(n−1)(0)∫ t

0

x(τ)dτ 1
s
X(s)

x(t) ∗ g(t) =

∫ t

0

x(τ)g(t− τ)dτ X(s)G(s)

lim
t→∞

x(t) lim
s→0

sX(s)
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13.3 Tablica Z transformacija

x[k] X(z)

δ[k] 1

δ[k − k0] z−k0

µ[k]
z

z − 1

µ[k − k0] z−k0
z

z − 1

k
z

(z − 1)2

k2
z(z + 1)

(z − 1)3

ak
z

z − a

1− ak (1− a)z

(z − 1)(z − a)

akk
az

(z − a)2

akk2
z(z + a)

(z − a)3

sin[ωk]
z sin(ω)

z2 − 2z cos(ω) + 1

cos[ωk]
z(z − cos(ω))

z2 − 2z cos(ω) + 1

ak sin[ωk]
az sin(ω)

z2 − 2az cos(ω) + a2

ak cos[ωk]
z(z − a cos(ω))

z2 − 2az cos(ω) + a2

x[k − k0] z−k0X(z)

akx[k] X(a−1z)

(−k)nx[k]
dnX(z)

dzn

x[k]− x[k − 1] (1− z−1)X(z)

x[k] ∗ g[k] X(z)G(z)

lim
k→∞

x[k] lim
z→1

(z − 1)X(z)
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13.4 Tablica i pravila deriviranja

Pravila deriviranja:

Ako je c konstanta, a u = f (t), v = g (t) funkcije koje imaju derivacije, onda je:

(c)′ = 0, (uv)′ = u′v + v′u,

(t)′ = 1,
(
u
v

)′
= u′v−v′u

v2
, v 6= 0.

(u± v)′ = u′ ± v′,
(
c
v

)′
= − cv′

v2
, v 6= 0.

(cu)′ = cu′,

Derivacija sloºenih funkcija:

(f (g (t)))′ = f ′ (g (t)) · g′ (t)

Tablica derivacija:

(tn)′ = ntn−1 n ∈ R, (arccos t)′ = − 1√
1−t2 | t |< 1

(√
t
)′

= 1
2
√
t
, t > 0 (arctg t)′ = 1

1+t2
,

(sin t)′ = cos t (arcctg t)′ = − 1
1+t2

,

(cos t)′ = − sin t (at)
′
= at ln a a > 0

(tg t)′ = 1
cos2 t

, (et)
′
= et

(ctg t)′ = − 1
sin2 t

, (ln t)′ = 1
t

t > 0,

(arcsin t)′ = 1√
1−t2 | t |< 1 (loga t)

′ = 1
t ln a

t > 0, a > 0.
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13.5 Tablica i pravila integriranja

Tablica integrala:

1.
∫
dt = t+ C

2.
∫
tn dt = tn+1

n+1
+ C, (n 6= −1)

3.
∫

dt
t

= ln |t|+ C

4.
∫
et dt = et + C

5.
∫
at dt = at

ln a
+ C, (a > 0, a 6= 1)

6.
∫

cos t dt = sin t+ C

7.
∫

sin t dt = − cos t+ C

8.
∫

dt
cos2 t

= tg t+ C

9.
∫

dt
sin2 t

= − ctg t+ C

10.
∫

dt
a2+t2

= 1
a
arctg t

a
+ C, (a > 0)

11.
∫

dt
a2−t2 = 1

2a
ln
∣∣ t+a
t−a

∣∣+ C, (a > 0)

12.
∫

dt√
a2+t2

= ln
(
t+
√
a2 + t2

)
+ C, (a > 0)

13.
∫

dt√
a2−t2 = arcsin t

a
+ C, (a > 0)

14.
∫

dt√
t2−a2 = ln

∣∣t+
√
t2 − a2

∣∣+ C, (a > 0)

Linearnost integriranja (a i b su konstante):∫
(av(t)± bu(t))dt =

∫
av(t)dt±

∫
bu(t)dt

Parcijalno integriranje:∫
v(t)du(t) = v(t)u(t)−

∫
u(t)dv(t)
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