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Predgovor

Tko Zeli nesto nauciti, naéi ée nacin;
tko ne Zeli, naci ée izliku.
Pablo Picasso

Ova zbirka zadataka iz Digitalne tehnike namijenjena je prvenstveno studentima Stru¢nog
studija mehatronike na Visokoj tehnickoj skoli u Bjelovaru koji slusaju kolegij Digitalna tehnika.
Zbirka zadataka moze se koristiti i na svim drugim veleudiliStima i sveudilistima koja se u sklopu
svog programa, bave digitalnim sklopovima.

Osnovni je cilj ove zbirke zadataka pribliziti digitalnu tehniku studentima i ostalima koji ¢e
¢itati i proucavati ovaj materijal. Zbirka zadataka sadrzi 149 stranica sa 63 rijeSena primjera i 63
zadataka za vjezbu. Svako poglavlje u uvodnom dijelu sadrzi teorijski dio koji je potrebno prouciti
za §to bolje razumijevanje rijeSenih vjezbi i zadataka za vjezbu. Studentima se preporucuje da
najprije prouce rijeSene primjere, a nakon toga da rjeSavaju zadatke za vjezbu.

Autori su zbirku zadataka napisali zajednickim snagama s jednakim doprinosom u svakom
poglavlju.

Zahvaljujemo recenzentima, dr. sc. Igoru Petrovi¢u i dr. sc. Mihaelu Kukecu na korisnim
savjetima i sugestijama te lektorici Ivani Jurkovié¢, prof. na strpljenju u Citanju ove knjige i
uskladivanju teksta s hrvatskim standardnim jezikom.

Posebno zahvaljujemo Visokoj tehnickoj §koli u Bjelovaru na financijskoj potpori bez koje
izdavanje ove zbirke zadataka ne bi bilo moguée.

Zoran Vrhovski, mag. ing. el. techn. inf.
Mr. sc. Ivan Sumiga
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Poglavlje 1

Uvod

Digitalni sustavi razli¢itog stupnja slozenosti, zahvaljujuéi razvoju mikroelektronike i racunala,
danas su prisutni u svim podrudjima ljudske djelatnosti. Studenti Visoke tehnicke Skole u
Bjelovaru s osnovama rada takvih sustava susrec¢u se na kolegiju Digitalna tehnika. Ova zbirka
kroz rijeSene primjere studentima nastoji pribliZiti najvaznije probleme kako bi lakSe svladali
temeljna znanja iz digitalne tehnike.

U ovom uvodnom poglavlju proéi éemo ukratko kroz sva poglavlja ove zbirke zadataka kako
bismo zainteresirali itatelje, a to su na prvom mjestu studenti Stru¢nog studija mehatronike
Visoke tehnicke gkole u Bjelovaru.

U drugom poglavlju opisani su tezinski brojevni sustavi s naglaskom na binarne, oktalne,
dekadske i heksadekadske sustave. Binarni se sustav uz heksadekadski najvise koristi kod projektiranja
digitalnih sustava. Nadalje, opisane su operacije s binarnim brojevima, primjeri kodiranja, zastite
podataka te otkrivanje i ispravljanje pogresaka.

Osnove digitalne logike, pravila Booleove algebre i zapis logic¢kih funkcija u kanonskom obliku
opisani su u tre¢em poglavlju. Nadalje, u ovom poglavlju prikazane su realizacije logi¢kih funkcija
pomoc¢u osnovnih logickih sklopova I, ILI i NE te pomo¢u univerzalnih logickih sklopova NIi NILI.
Realizacija logic¢kih funkcija u kanonskom obliku pomocé¢u osnovnih logickih sklopova zahtjeva
velik broj sklopova pa je logicke funkcije potrebno minimizirati. Minimizacija logickih funkcija
prikazana je u Cetvrtom poglavlju. Opisana je algebarska metoda minimizacije i minimizacija
pomocu K-tablica.

U petom poglavlju opisani su SR, JK, T i D bistabili. Za navedene bistabile prikazane su
tablice stanja i tablice uzbude. Bistabili su temeljni elementi za paméenje binarnih podataka.
Svojstvo pamdéenja koristi se kod projektiranja sekvencijskih sklopova §to je opisano u zadnjem,
Sestom poglavlju. Od sekvencijskih sklopova u Sestom su poglavlju opisani binarno sinkrono i
asinkrono brojilo, prstenasto brojilo, Johnsonovo brojilo, generator niza i detektor niza.
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Poglavlje 2

Brojevni sustavi

2.1 Pretvorbe izmedu brojevnih sustava

Brojevni sustavi mogu biti pozicijski i nepozicijski. Najpoznatiji nepozicijski brojevni sustav
koji se moze naci u primjeni (npr. oznaka mjeseca u godini) je rimski brojevni sustav. Danas su
u prakti¢noj primjeni uglavnom pozicijski brojevni sustavi kod kojih vrijednost znamenke ovisi
0 njenoj poziciji u broju. Opéenito se cijeli broj s n znamenaka moZe zapisati u obliku polinoma
kao:

N =0, 1B" 4+ a, oB" 2+ a, 3B" 3+ ..+ asB? + ayB' + aoB° (2.1)

pri ¢emu su:
e N - cijeli broj,
® ay_1, Ap—2, Gp_3,... , A2, a1, ag - znamenke broja N,

e B - baza brojevnog sustava.

Najpoznatiji i najcescée koristen brojevni sustav je dekadski sustav. Prema izrazu (2.1)) cijeli
dekadski broj 19263 moze se napisati kao 1-10* +9-10% +2-10% +6 - 10' 4 3 - 10°.

Brojevni sustavi koji imaju znacajniju primjenu su:

binarni (B = 2, znamenke: 0, 1),

oktalni (B = 8, znamenke: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7),

dekadski (B = 10, znamenke: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9),

heksadekadski (B = 16, znamenke: 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8, 9, A, B, C,D, E, F).
Realni se brojevi mogu prikazati u brojevnom sustavu s proizvoljnom bazom prema izrazu:
R=ap, 1B" ' 4a, sB"*+..+a1B' +aoB’ +a_ 1B ' +..4a_pm 1B +a_,B™™ (2.2)
gdje su:

e R - realni broj,

® an_1, ..., a1, Gg, A—1, -.., G_py, - znamenke broja R,
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e m - broj decimalnih mjesta,

e B - baza brojevnog sustava.

Iza znamenke ag stavlja se decimalni zarez ili decimalna to¢ka. Broj R u brojevnom sustavu s
bazom B zapisivat ¢emo kao Rp. Na primjer, broj 1A3F Blg pripada heksadekadskom sustavu
s bazom B = 16. U dekadskom sustavu se baza B = 10 podrazumijeva te se u tom sluc¢aju ona
najcéescée izostavlja u zapisu broja.

5" Primjer 2.1.1

U obliku polinoma prikazite sljedece cijele brojeve:

Navedene brojeve prikazite u dekadskom sustavu.

#3 RjeSenje: Pretvorbu brojeva napravit ¢emo pomocu relacije (2.1)).

a) 1010100 = 1-254+0-24+1-23+0-2241-21+0.2°
= 324+0+84+0+2+0
= 429
b) 1020203 = 1-3°+0-3*+2-334+0-32+2-3+0-3°
= 2434+ 0+544+0+6+0
= 30310
c) 264 = 2-82+6 -8 +4-8°
= 128 +48+4
= 1801
d) 123419 = 1-1034+2-10>4+3-10' +4-10°
= 1000 + 200 + 30 + 4
= 12344

e) F4Byg = F-162+4-16' +B- 16"
= 15-162+4-16' +11-16°
= 3840+ 64 + 11
= 39151

" Primjer 2.1.2

U obliku polinoma prikazite sljedeée realne brojeve:

a) 111001,1101,,

b) 112001,113,
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¢) 615 4s,
d) 123,987,

e) F,5A16.

Navedene brojeve prikazite u dekadskom sustavu.

#£3 RjeSenje: Pretvorbu brojeva napravit ¢emo pomocu relacije (2.2).

a) 111001,101, = 1-2°+1-244+1-2340-22+0-2'4+1-204+1.271+0.27241.273
= 32+16+8+0+0+1+05+0+0,125
- 57,62510

b) 112001,113 = 1-3°+1-3*+2-33+0-32+0-3'4+1-3°+1.371+1.372

= 2434+ 814+544+04+0+1+03+0,1

c) 6154, = 6-82+1-8+5-8044.871

= 384+8+45+05
- 397,510

e) 123,987, = 1-10>°+2-10"+3-10°+9-1071 +8-1072+7-1073

= 100+ 20+ 3+ 0,9 + 0,08 + 0,007

— 123,98710

f) F5A;; = F-169+5-1671 + A - 1672
= 15-16°+5-16"1 +10- 1672

= 15+ 0,3125 4 0,0390625
= 15,3515625,,

" Primjer 2.1.3

Pretvorite cijeli broj 12319 u binarni, ternarni, oktalni i heksadekadski sustav.

#5 RjeSenje:

Pretvorba se provodi sukcesivnim dijeljenjem bazom brojevnog sustava pri ¢emu ostatak
dijeljenja predstavlja znamenku broja, a ostatak se dalje dijeli bazom brojevnog sustava.

a) Binarni brojevni sustav ima bazu B = 2. Pretvorba broja 12319 u binarni brojevni sustav

provodi se na sljedeéi nacin:

123:2 =
61:2=
30:2=
15:2 =
7:2=
3:2=
1:2=

Ostatak pri dijeljenju s bazom B = 2 su znamenke binarnog broja koje se ¢itaju od dna

61

—_
ot

S = W

prema vrhu pa vrijedi da je 12319 = 11110115.

i ostatak
i ostatak
i ostatak
i ostatak
i ostatak
i ostatak
i ostatak

— o= = O =
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b) Ternarni brojevni sustav ima bazu B = 3. Pretvorba broja 1231y u ternarni brojevni
sustav provodi se na sljedeé¢i nacin:

123:3 = 41 1iostatak
41 :3 = 13 i ostatak
13:3= 4 1iostatak

:3= 1 1iostatak
1:3= 0 1iostatak

_ = =N O
—

Ostatak pri dijeljenju s bazom B = 3 su znamenke ternarnog broja koje se ¢itaju od dna
prema vrhu pa vrijedi da je 12319 = 111205.

¢) Oktalni brojevni sustav ima bazu B = 8. Pretvorba broja 12319 u oktalni brojevni sustav
provodi se na sljedeéi nacin:

123:8 = 15 1iostatak 3
15:8= 1 iostatak 7 1
1:8= 0 1iostatak 1

Ostatak pri dijeljenju s bazom B = 8 su znamenke oktalnog broja koje se ¢itaju od dna
prema vrhu pa vrijedi da je 1239 = 173s.

d) Heksadekadski brojevni sustav ima bazu B = 16. Pretvorba broja 12319 u heksadekadski
brojevni sustav provodi se na sljedec¢i nacin:

123:16 = 7 iostatak 11(B)

7:16= 0 1ostatak 7 T

Ostatak pri dijeljenju s bazom B = 16 su znamenke heksadekadskog broja koje se ¢itaju od
dna prema vrhu pa vrijedi da je 12319 = 7Bys.

" Primjer 2.1.4

Pretvorite cijeli broj 2358 u ternarni sustav.

45 RjeSenje:  Cijeli broj 235g moze se pretvoriti u ternarni sustav sukcesivnim dijeljenjem
s bazom B = 3 u oktalnom sustavu. Ovaj bi postupak doveo do konfuzije u ljudskoj glavi jer
su ljudi navikli mno#ziti, dijeliti, zbrajati i oduzimati u dekadskom sustavu. Prema tome, cijeli
broj 2355 najprije ¢emo pretvoriti u dekadski, a zatim u ternarni sustav. Pretvorbu cijelog broja
2358 u dekadski sustav napravit ¢éemo pomocu relacije (2.1]).

235 = 2-8243-814+5.80
= 128424+5
= 157

Ternarni brojevni sustav ima bazu B = 3. Pretvorba broja 15719 u ternarni brojevni sustav
provodi se na sljedeéi nadin:
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157:3 = 52 1 ostatak
52 :3 = 17 i ostatak
17:3= 5 1iostatak

5:3= 1 1iostatak
1:3= 0 1iostatak

— NN =
—

Ostatak pri dijeljenju s bazom B = 3 su znamenke ternarnog broja koje se ¢itaju od dna
prema vrhu pa vrijedi da je 15719 = 122113. Buduéi da je cilj zadatka bio pretvorba oktalnog
broja u ternarni broj, vrijedi da je 2355 = 122113.

" Primjer 2.1.5

Pretvorite sljedece realne brojeve iz dekadskog sustava u zadani sustav:
a) 0,7510 u binarni sustav,

b) 15,6519 u binarni sustav,

¢) 0,12519 u oktalni sustav,

d) 61,241 u oktalni sustav,

e) 0,06251p u heksadekadski sustav,

f) 61,110 u heksadekadski sustav.

£ RjeSenje: Kod pretvorbe realnih brojeva iz dekadskog u neki drugi sustava, posebno
se pretvara cjelobrojni dio, a posebno decimalni dio. Pretvorba decimalnog djela provodi se
sukcesivnim mnoZenjem s bazom sustava u koji se realni broj pretvara. Cjelobrojni dio u svakom
koraku mnozenja predstavlja znamenku broja u Zeljenoj bazi, dok se decimalni dio dalje mnozi
s bazom. Postupak zavrsava kada decimalni dio iznosi nula. Konacan rezultat je povezivanje
cijelog dijela i decimalnog dijela pomoc¢u decimalnog zareza. Na primjer, ako cijeli dio iznosi 119,
a decimalni dio 10019, tada realan binarni broj iznosi 11,10015.

a) Realan broj 0,751¢ potrebno je pretvoriti u binarni sustav. Cijeli dio realnog broja 0,751
je 0. Broj 0 nije potrebno pretvarati u binarni sustav jer je 0 u svim sustavima jednaka. Vrijedi
da je 019 = 02. Decimalni dio realnog broja 0,759 iznosi 0,75. Pretvorba decimalnog dijela broja
0,7510 u binarni brojevni sustav provodi se na sljedeé¢i nacin:

0,75-2= 1,5 a—; =1 1idecimalnidio 0,5 !
0,5-2= 1,0 a—s =1 1idecimalni dio 0,0
Cjelobrojni dijelovi dobiveni mnoZzenjem s bazom B = 2 su znamenke decimalnog dijela
binarnog broja koje se ¢itaju od vrha prema dnu pa vrijedi da je 0,7519 = 0,115.
b) Realan broj 15,6519 potrebno je pretvoriti u binarni sustav. Cijeli dio realnog broja 15,6519
je 15. Binarni brojevni sustav ima bazu B = 2. Pretvorba broja 1519 u binarni brojevni sustav
provodi se na sljedeéi nacin:

15:2= 7 1iostatak 1
7:2= 3 1iostatak 1
3:2= 1 iostatak 1 T
1:2= 0 1iostatak 1

Ostatak pri dijeljenju s bazom B = 2 su znamenke binarnog broja koje se ¢itaju od dna
prema vrhu pa vrijedi da je 1579 = 11115.
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Decimalni dio realnog broja 15,6519 iznosi 0,65. Pretvorba decimalnog dijela broja 15,6510 u
binarni brojevni sustav provodi se na sljede¢i nacin:

0,65-2= 1,3 a—1 =1 1idecimalnidio 0,3
03-2= 0,6 a_s=0 1idecimalni dio 0,6
06-2= 1,2 a_3=1 1idecimalni dio 0,2
0,2-2= 04 a_4=0 1idecimalni dio 0,4
04-2= 0,8 a_5=0 1idecimalnidio 0,8 |
0,8-2= 1,6 a_¢=1 1idecimalni dio 0,6

Postupak ¢emo zaprovoditi na §estom decimalnom mjestu. Cjelobrojni dijelovi dobiveni mnozenjem
s bazom B = 2 su znamenke decimalnog dijela binarnog broja koje se ¢itaju od vrha prema dnu
pa vrijedi da je 0,6519 = 0,101001...5. Prema tome, vrijedi da je 15,6519 = 1111,101001...5.

¢) Realan broj 0,1251¢ potrebno je pretvoriti u oktalni sustav. Cijeli dio realnog broja 0,1251
je 0. Vrijedi da je 019 = 0g. Decimalni dio realnog broja 0,1251¢ iznosi 0,125. Pretvorba
decimalnog dijela broja 0,1251¢ u oktalni brojevni sustav provodi se na sljedeé¢i naéin:

0,125-8= 1,0 a—; =1 1idecimalni dio 0,0 |

Cjelobrojni dijelovi dobiveni mnozenjem s bazom B = 8 su znamenke decimalnog dijela
oktalnog broja koje se ¢itaju od vrha prema dnu pa vrijedi da je 0,12519 = 0,1g.

d) Realan broj 61,241 potrebno je pretvoriti u oktalni sustav. Cijeli dio realnog broja 61,241
je 61. Oktalni brojevni sustav ima bazu B = 8. Pretvorba broja 6119 u oktalni brojevni sustav
provodi se na sljedeéi nadin:

61:8= 7 1iostatak 5

7:8= 0 1iostatak 7 T

Ostatak pri dijeljenju s bazom B = 8 su znamenke oktalnog broja koje se ¢itaju od dna
prema vrhu pa vrijedi da je 6119 = 75g.

Decimalni dio realnog broja 61,241 iznosi 0,24. Pretvorba decimalnog dijela broja 61,2419 u
oktalni brojevni sustav provodi se na sljedeé¢i nadin:

024-8= 1,92 a_1 =1 1idecimalni dio 0,92
092-8= 7,36 a_o =7 1idecimalni dio 0,36
0,36-8= 2,88 a_3= i decimalni dio 0,88
0,88-2= 7,04 a_4 =7 1idecimalnidio 0,04 |

Postupak ¢emo zaprovoditi na ¢etvrtom decimalnom mjestu. Cjelobrojni dijelovi dobiveni mnoZenjem

s bazom B = 8 su znamenke decimalnog dijela oktalnog broja koje se ¢itaju od vrha prema dnu
pa vrijedi da je 0,249 = 0,1727...s. Prema tome, vrijedi da je 61,249 = 75,1727...5.

e) Realan broj 0,062519 potrebno je pretvoriti u heksadekadski sustav. Cijeli dio realnog
broja 0,06251¢ je 0. Vrijedi da je 019 = 016. Decimalni dio realnog broja 0,06251g iznosi 0,0625.
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Pretvorba decimalnog dijela broja 00,0625 u heksadekadski brojevni sustav provodi se na sljedeéi
nadin:

0,0625-16 = 1,0 a—; =1 1idecimalnidio 0,0 |

Cjelobrojni dijelovi dobiveni mnoZenjem s bazom B = 16 su znamenke decimalnog dijela
oktalnog broja koje se ¢itaju od vrha prema dnu pa vrijedi da je 0,0625;9 = 0,11¢.

f) Realan broj 61,1;p potrebno je pretvoriti u heksadekadski sustav. Cijeli dio realnog
broja 61,119 je 61. Heksadekadski brojevni sustav ima bazu B = 16. Pretvorba broja 6119
u heksadekadski brojevni sustav provodi se na sljedeé¢i nacin:

61:16= 3 1iostatak 13(D)

3:16= 0 1iostatak 3 T

Ostatak pri dijeljenju s bazom B = 8 su znamenke heksadekadskog broja koje se ¢itaju od
dna prema vrhu pa vrijedi da je 6119 = 3Dgs.

Decimalni dio realnog broja 61,119 iznosi 0,1. Pretvorba decimalnog dijela broja 61,119 u
heksadekadski brojevni sustav provodi se na sljedeé¢i nadin:

0,1-16= 1,6 a—1 =1 1idecimalnidio 0,6
06-8= 96 a_9=9 1idecimalni dio 0,6

06-8= 9,6 a_3=9 1idecimalni dio 0,6 !

MnoZenjem smo dobili periodi¢no ponavljanje znamenke 9. Cjelobrojni dijelovi dobiveni mnozenjem
s bazom B = 16 su znamenke decimalnog dijela heksadecimalnog broja koje se ¢itaju od vrha
prema dnu pa vrijedi da je 0,119 = 0,1999...16. Prema tome, vrijedi da je 61,119 = 3D,1916¢.

5" Primjer 2.1.6

Direktnom metodom pretvorite sljedeée brojeve iz oktalnog u binarni sustav:
a) 365g,

b) 0,35s,

c) 71,26s.

£ RjeSenje:

Brojevi iz sustava ¢ija je baza potencija broja 2 (B = 2", n = 2,3,4,...) mogu se pretvoriti u
binarni sustav direktnom metodom. Svaka se znamenka broja iz sustava s bazom B = 2" moze
direktno pretvoriti u binarne brojeve s n binarnih znamenaka. Na primjer, znamenka oktalnog
sustava (B = 8 = 23) moze se prikazati pomoc¢u tri binarne znamenke. Pretvorba oktalnih
znamenki u binarne provodi se pomo¢u tablice

a) 365g = Ql/l/ 110 101 o = 111101014
: 5
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Nakon pretvorbe oktalnih znamenki u binarne pomo¢u tablice poZeljno je izbrisati vodeée
1 prateée nule.

Tablica 2.1: Pretvorba oktalnih znamenki u binarne

Znamenka Ekvivalent
oktalnog sustava | u binarnom sustavu
0 000
001
010
011
100
101
110
111

| | O = | W N~

5" Primjer 2.1.7

Direktnom metodom pretvorite sljedeée brojeve iz heksadekadskog u binarni sustav:
a) FCys,

b) 0,1ABjys,

c¢) 6B,C46.

£ RjeSenje:

Pretvorba heksadekadskih znamenki u binarne provodi se pomodcu tablice prema istom
nacelu po kojem se oktalne znamenke pretvaraju u binarne.

Tablica 2.2: Pretvorba heksadekadskih znamenki u binarne

Znamenka Ekvivalent u
heksadekadskog sustava | binarnom sustavu
0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

i E| DO T | o] o 1| o] at] x| wo| o] —| o

a) FC1g = 111111002 = 11111100,
F C
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b) 0,1AB;6 = 0000,0001 10101011 5 = 0,0001101010115
0 A B

¢) 6B,C416 = 01101011,110001002 = 1101011,1100015
) 4

B C
Nakon pretvorbe heksadekadskih znamenki u binarne pomocu tablice[2.2] poZeljno je izbrisati

vodece i pratecée nule.

_ =

I¥” Primjer 2.1.8

Direktnom metodom pretvorite sljedeé¢e brojeve iz binarnog u oktalni sustav:
a) 101011011s,
b) 11101,0011015,.

£3 RjeSenje:  Kod pretvorbe brojeva iz binarnog sustava u oktalni primjenjuje se obrnuti
postupak od pretvorbe iz oktalnog sustava u binarni. Pri tome treba paziti da se ispred broja
doda potreban broj nula kako bi broj binarnih znamenki bio viSekratnik broja 3. U slucaju
decimalnog broja na kraj je potrebno dodati odredeni broj nula tako da broj decimalnih znamenki
bude vigekratnik broja 3. Binarne znamenke grupiraju se u skupinu od 3 binarne znamenke lijevo
i desno od decimalnog zareza. Pretvorba binarnih znamenki u oktalne provodi se pomocu tablice

21

5" Primjer 2.1.9

Direktnom metodom pretvorite sljedeée brojeve iz binarnog u heksadekadski sustav:
a) 101011011o,
b) 11101,0011015.

£ RjeSenje: Kod pretvorbe brojeva iz binarnog sustava u heksadekadski primjenjuje se
obrnuti postupak od pretvorbe iz heksadekadskog sustava u binarni. Pri tome treba paziti da se
ispred broja doda potreban broj nula kako bi broj binarnih znamenki bio visekratnik broja 4. U
slu¢aju decimalnog broja na kraj je potrebno dodati odredeni broj nula tako da broj decimalnih
znamenki bude visekratnik broja 4. Binarne znamenke grupiraju se u skupinu od 4 binarne
znamenke lijevo i desno od decimalnog zareza. Pretvorba binarnih znamenki u heksadekadske
provodi se pomocu tablice 2.2

a) 1010110112 = 00010101 1011 5 = 15B14
1

2.1.1 Zadaci za vjezbu

D Zadatak 2.1.1

U obliku polinoma prikazite sljedece cijele brojeve:
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a) 111011,
b) 201220,
c) T426g,
d) 8741,

e) ABCQlﬁ.

Navedene brojeve prikazite u dekadskom sustavu.

QD Zadatak 2.1.2

U obliku polinoma prikaZzite sljede¢e realne brojeve:
a) 111001,1101,,

b) 112001,113,

c) 6154g,

d) 123,987,

e) F,5A16.

Navedene brojeve prikazite u dekadskom sustavu.

D Zadatak 2.1.3

Pretvorite cijeli broj 63719 u binarni, ternarni, oktalni i heksadekadski sustav.

Q Zadatak 2.1.4

Pretvorite cijeli broj 3BF16 u ternarni sustav.

D Zadatak 2.1.5

Pretvorite sljedeée realne brojeve iz dekadskog sustava u zadani sustav:
a) 0,12510 u binarni sustav,

b) 23,231¢ u binarni sustav,

¢) 0,510 u oktalni sustav,

d) 387,121 u oktalni sustav,

e) 0,1251p u heksadekadski sustav,

f) 127,3310 u heksadekadski sustav.
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Q Zadatak 2.1.6

Direktnom metodom pretvorite sljedeée brojeve iz oktalnog u binarni sustav:
a) 6728,

b) 0,173s,

c) 32,41g.

Q Zadatak 2.1.7

Direktnom metodom pretvorite sljede¢e brojeve iz heksadekadskog u binarni sustav:
a) B5167

b) 0,FE31,

C) D17A716.

Q Zadatak 2.1.8

Direktnom metodom pretvorite sljedeée brojeve iz binarnog u oktalni sustav:
a) 11001011012,
b) 101110010,010110115.

D Zadatak 2.1.9

Direktnom metodom pretvorite sljedeée brojeve iz binarnog u heksadekadski sustav:
a) 11001011012,
b) 101110010,010110115.

2.2 Zbrajanje i oduzimanje prirodnih binarnih brojeva

Pravila za zbrajanje dviju binarnih znamenki redom su:

0+0=0
0+1=1
1+0=1 (2:3)
1+1=0 1iprijenos 1 na viSe brojno mjesto (eng. carry)
Pravila za oduzimanje dviju binarnih znamenki redom su:
0-0=0
0—1=1 1iposudba 1 s viSeg brojnog mjesta (eng. borrow) (2.4)
1-0=1 '

1-1=0
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5" Primjer 2.2.1

Zbrojite sljedeée binarne brojeve:
a) 110141011,

b) 1111+1111,

c¢) 10001+11000,

d) 10001+111.

#£3 RjeSenje: Zbrajanje je potrebno izvrsiti prema pravilu (2.3).

a)
110 1
+ 1011
11000

b)
1111
+ 1111
11110

c)
1000 1
+ 1100
101001

d)
10001
+ 111
11000

" Primjer 2.2.2

Oduzmite sljedeée binarne brojeve:
a) 1111-1001,

b) 101011-100101,

¢) 100011-1001,

d) 101110-100101.

43 RjeSenje:  Oduzimanje je potrebno izvriiti prema pravilu (2.4)).

a)
1111
-~ 100 1
0110

b)
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c)

2.2.1 Zadaci za vjezbu

D Zadatak 2.2.1

Zbrojite sljedeée binarne brojeve:
a) 111141011,

b) 1001+1011,

c) 11001411011,

d) 10101+1011.

D Zadatak 2.2.2

Oduzmite sljedeée binarne brojeve:
a) 1101-1101,

b) 111111-110111,

c¢) 101011-10101,

d) 101010-101.

2.3 Prikaz brojeva u modulu

Racunala i opéenito digitalni sklopovi ne mogu prikazivati beskonac¢no velike brojeve. Razlog
tome je Sto za prikaz svake binarne znamenke binarnog broja mora postojati sklop koji pohranjuje
tu znamenku. Prema tome, binarni se brojevi prikazuju s kona¢nim brojem bitova.

Mikrokontroleri su upravljacka mikrora¢unala koja posjeduju velik broj registara za pohranu
binarnih znamenaka. Pretpostavimo da su ti registri Sirine 8 bitova. Najmanji binarni broj koji
se moze pohraniti u taj registar je 000000002 = 019, a najvedi je 111111119 = 25515. Pokugajmo
sada prema pravilima pribrojiti broj 1 najveéem broju u 8-bitnom registru:

11111111
+ 1

1] 00000000

Kao rezultat dobili smo 9-bitni broj 1000000002 = 25619. Rezultat zbrajanja 1000000004
sprema se u 8-bitni registar pri Cemu ¢e se u registar spremiti samo donjih 8 bitova rezultata
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zbrajanja. Sadrzaj 8-bitnog registra bit ¢e 000000002 = 019 umjesto 1000000005 = 2561¢. Kazemo
da je nastao preljev registra (eng. overflow).

Pokusajmo sada prema pravilima (2.4) oduzeti broj 1 najmanjem broju u 8-bitnom registru:

00 0O0O0OO0OO0ODQ O
— 1
11111111

Kao rezultat dobili smo 8-bitni broj 111111115 = 255;19. Rezultat zbrajanja 111111119 sprema
se u 8-bitni registar. Sadrzaj 8-bitnog registra bit ¢e 111111115 = 25515 umjesto -119. Kazemo
da je nastao podljev registra (eng. underflow).

Opcenito se u registar dimenzije n bitova mogu pohraniti cijeli brojevi iz intervala [0, 2" —1].
Broj y koji je veéi i jednak broju 2™ u registar ¢e se zapisati kao modul broja 2™:

x =y mod 2" (2.5)
gdje je:
e x - broj zapisan u registru,
e y - stvarni broj.

Modul broja y cjelobrojni je ostatak pri dijeljenju broja y s brojem 2. Ako u 8-bitni
registar zelimo pohraniti broj 256, tada ¢e u registru biti pohranjen broj = 256 mod 28 = 256
mod 256 = 0. Na slici 2.1] prikazani su brojevi u modulu 256.

511 256 257

510 .55 0 1
254 2

oduzimanje zbrajanje

125

128 126
127 381

384 g3g3 382

385

Slika 2.1: Prikaz brojeva u modulu 256

Kod zbrajanja dva broja y i z te spremanja rezultata zbrajanja u registar dimenzije n bitova
u registru ¢e biti pohranjen broj:

= (y+z) mod 2" (2.6)

Op¢enito za modul bilo kojeg broja vrijedi:

x=y modm (2.7)
gdje je:
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e y - broj,
e m - modul,

e x - modul broja ¥y, odnosno cjelobrojni ostatak pri dijeljenju broja y s brojem m.

I¥" Primjer 2.3.1

Izra¢unajte:

a) 123 mod 35,
b) 15 mod 5,

c) 17 mod 16,
d) 123 mod 150.

£ RjeSenje:
Koriste¢i relaciju slijedi:
a) 123 mod 35 = 18 jer je 123/35 = 3 i ostatak 18.
b) 15 mod 5 = 0 jer je 15/5 = 3 i ostatak 0.
¢) 17 mod 16 =1 jer je 17/16 = 1 i ostatak 1.
d) 123 mod 150 = 123 jer je 123/150 = 0 i ostatak 123.

5" Primjer 2.3.2

Mikrokontroler rezultate zbrajanja sprema u 8-bitni registar. Izracunajte sadrzaj registra nakon
zbrajanja:

a) 123 + 245,

b) 35 + 220,

c) 100 + 160.

£ RjeSenje:

U registar dimenzije 8 bitova mogu se pohraniti brojevi iz intervala [0, 28 — 1] = [0, 255].
Prema relaciji (2.6 vrijedi:

a) Sadrzaj registra bit ¢e x = (1234245) mod 256 = 368 mod 256 = 112. Dakle, u registru

¢e biti zapisan neispravan rezultat jer je ispravan rezultat 368. Zbroj 123 + 245 = 368 izvan je
intervala [0, 255].

b) a) Sadrzaj registra bit ¢e x = (35 4+ 220) mod 256 = 255 mod 256 = 255. Dakle, u
registru ¢e biti zapisan ispravan rezultat. Zbroj 35 + 220 = 255 unutar je intervala [0, 255].

c¢) Sadrzaj registra bit ¢e x = (100 + 160) mod 256 = 260 mod 256 = 4. Dakle, u registru
¢e biti zapisan neispravan rezultat jer je ispravan rezultat 260. Zbroj 100 + 160 = 260 izvan je
intervala [0, 255].

2.3.1 Zadaci za vjezbu

D Zadatak 2.3.1

Izra¢unajte:
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a) 35 mod 45,
b) 15 mod 7,
¢) 23 mod 20,
d) 123 mod 50.

D Zadatak 2.3.2

Mikrokontroler rezultate zbrajanja sprema u 8-bitni registar. Izra¢unajte sadrzaj registra nakon
zbrajanja:

a) 110 + 110,

b) 225 + 220,

c) 243 + 13.

2.4 Komplementi brojeva

Definirat ¢emo dva komplementa:

Np_1=B"—N-1 (2.9)
gdje je:

Np - B-komplement broja N,

Np_1 - (B — 1)-komplement broja N,
e B - baza brojevnog sustava,

e n - dimenvzija registra za prikaz broja.

U digitalnim sklopovima vazna je baza 2 pa ¢emo stoga najveéu pozornost posvetiti 2-komplementu
broja i 1-komplementu broja.

1-komplement binarnog broja dobije se tako da se komplementiraju svi bitovi (0 prelazi u 1,
alprelaziu 0 (0 — 1,11 — 0)). Na primjer, 1-komplement broja 10013 je 01105. Skraceno
piSemo 10013 = 0110. 2-komplement binarnog broja dobije se tako da se 1-komplementu pribroji
broj 1. Na primjer, 2-komplement broja 10015 je 10015 + 1 = 01105 + 00015 = 01115.

Kod odredivanja komplementa treba voditi ra¢una o Sirini registra za prikaz podataka. Na
primjer, 1-komplement broja 101 u 8-bitnom registru je 101 = 00000101 = 11111010. Dakle,
prije komplementiranja potrebno je broj progiriti s vode¢im nulama do Sirine 8 bitova.

5" Primjer 2.4.1

Izra¢unajte B-komplement za sljedece brojeve:
a) 4719 ako se broj prikazuje s dvije znamenke,
b) 4719 ako se broj prikazuje s tri znamenke,
¢) 99919 ako se broj prikazuje s tri znamenke.
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43 RjeSenje:  Svi brojevi zapisani su u dekadskom sustavu gdje je baza B = 10 pa, prema
tome, trazimo 10-komplement zadanih brojeva.

a) Broj se prikazuje s dvije znamenke (n = 2) pa prema relaciji (2.8)) vrijedi:

4710 = 10> — 47 = 100 — 47 = 53.

b) Broj se prikazuje s dvije znamenke (n = 3) pa prema relaciji (2.8) vrijedi:

4710 = 10% — 47 = 1000 — 47 = 953.

c¢) Broj se prikazuje s dvije znamenke (n = 3) pa prema relaciji (2.8)) vrijedi:

9990 = 10% — 999 = 1000 — 999 = 1.

" Primjer 2.4.2

Izra¢unajte 1-komplement i 2-komplement za sljedece brojeve:
a) 10115 ako se broj prikazuje u registru Sirine 4 bita,

a) 10115 ako se broj prikazuje u registru Sirine 8 bitova,

¢) 100110012 ako se broj prikazuje u registru §irine 8 bitova.

£ Rjesenje: Svi brojevi zapisani su u binarnom sustavu gdje je baza B = 2. Za
binarne brojeve 1-komplement i 2-komplement mozemo izracunati prema relacijama i .
Jednostavnije je 1-komplement binarnog broja izra¢unati tako da se komplementiraju svi bitovi,
a 2-komplement binarnog broja izrac¢unati tako da se 1-komplementu pribroji broj 1.

a) 1-komplement broja 10115 u registru $irine 4 bita je:

10115 = 01002.

2-komplement broja 10115 u registru Sirine 4 bita je:

10115 + 1 = 01002 + 1 = 0101,.

b) 1-komplement broja 10115 u registru Sirine 8 bitova je:

10112 = 000010115 = 11110100,.

2-komplement broja 10115 u registru Sirine 8 bitova je:

10115 + 1 = 000010112 +1 = 111101002 + 1 = 111101015.

b) 1-komplement broja 100110015 u registru Sirine 8 bitova je:

100110012 = 011001105.

2-komplement broja 100110012 u registru Sirine 8 bitova je:

100110012 + 1 = 011001102 + 1 = 011001115.
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2.4.1 Zadaci za vjezbu

D Zadatak 2.4.1

Izra¢unajte B-komplement za sljedece brojeve:
a) 6310 ako se broj prikazuje s dvije znamenke,

b) 6319 ako se broj prikazuje s tri znamenke,
¢) 50019 ako se broj prikazuje s tri znamenke.

D Zadatak 2.4.2

Izracunajte 1-komplement i 2-komplement za sljedece brojeve:
a) 10115 ako se broj prikazuje u registru Sirine 4 bita,

a) 10115 ako se broj prikazuje u registru Sirine 8 bitova,

¢) 100110015 ako se broj prikazuje u registru Sirine 8 bitova.

2.5 Brojevi s predznakom i oduzimanje pomocéu komplemenata

U tablici dan je prikaz 4-bitnih brojeva s predznakom.

Tablica 2.3: Prikaz 4-bitnih brojeva s predznakom

. . | Prikaz s predznakom | Prikaz s predznakom | Prikaz s predznakom
Dekadski broj L. . .
i veli¢inom i 2-komplementom i 1I-komplementom

-8 - 1000 -
-7 1111 1001 1000
-6 1110 1010 1001
-5 1101 1011 1010
-4 1100 1100 1011
-3 1011 1101 1100
-2 1010 1110 1101
-1 1001 1111 1110

1000 1111
0 0000 0000 0000
1 0001 0001 0001
2 0010 0010 0010
3 0011 0011 0011
4 0100 0100 0100
5) 0101 0101 0101
6 0110 0110 0110
7 0111 0111 0111

Binarni brojevi s predznakom u registru mogu biti zapisani na tri na¢ina (tablica [2.3)):
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1. s predznakom i veli¢inom - najznacajniji bit u registru predstavlja predznak, a ostali bitovi
veli¢inu broja (postoje dva prikaza nule). Na primjer, broj 619 iznosi 1102 u binarnom
zapisu. U zapisu s predznakom i veli¢inom u 4-bitnom registru broj 619 je 01102, a broj
—610 je 11102.

2. s predznakom i 2-komplementom - pozitivni brojevi prikazuju se s predznakom i veli¢inom, a
negativni s predznakom i 2- komplementom (jedan prikaz nule). Na primjer, broj 419 iznosi
1002 u binarnom zapisu. U zapisu s predznakom i 2-komplementom u 4-bitnom registru broj
419 je 01004, a broj —41¢ je 2-komplement broja 419, odnosno 01003 +1 = 1011+ 1 = 1100.

3. s predznakom i 1-komplementom - pozitivni brojevi prikazuju se s predznakom i veli¢inom,
a negativni s predznakom i 1- komplementom (dva prikaza nule). Na primjer, broj 319 iznosi
115 u binarnom zapisu. U zapisu s predznakom i 1-komplementom u 4-bitnom registru broj
310 je 00112, a broj —319 je 1-komplement broja 319, odnosno 00115 = 1100.

Operacije zbrajanja i oduzimanja u sustavu 2-komplementa su jednostavne i danas se najcesée
koriste u ra¢unalima (mikrora¢unala, mikroprocesori, mikrokontroleri, procesori). Komplement
broja omogucéuje da se oduzimanje dvaju brojeva svodi na zbrajanje. Pravila za oduzimanje
brojeva zapisanih u 2-komplementu prikazana su pomocu sljedeée relacije:

M + Sp akoje M > S

°B 2.10
—(M+ Sp)p akoje M < S (2.10)

D:M—S:{
gdje je:

e D - razlika (eng. difference),
e M - umanjenik (eng. minuend),

e S - umanjitelj (eng. subtrahend).

Najveéi broj koji se u 2-komplementu moZe upisati u registar je B"~! — 1 gdje je n §irina
registra. Najmanji broj koji se u 2-komplementu moze upisati u registar je —B"~! gdje je n
girina registra. Ako je binarni broj zapisan s predznakom i 2-komplementom u registru Sirine n
bitova, tada se on u dekadski sustav moze pretvoriti pomocu sljedeée relacije:

7z = an,l(—Q”_l) + an,QQ”_Q + an,gB”_?’ + ...+ a222 + a121 + CL020 (211)

Najznacajnija znamenka binarnog broja zapisanog s predznakom i 2-komplementom ima
tezinu —2"~!. Na primjer, broj 100001105 u zapisu s predznakom i 2-komplementom iznosi:

—27 96 2594 93 92 91 90
10000110=-128404+04+04+0+4+2+0=—122.

" Primjer 2.5.1

Izra¢unajte sumu binarnih brojeva u zapisu 2-komplementa. Brojevi se pohranjuju u 8-bitnim
registrima. Je li suma tocna?

a) 001000012+010000102,

b) 101000012+010000102,

c¢) 011000012 +010000102.
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£ RjeSenje:

a)
0010000 1, (33)
+ 010000 1 0y (6610
0110001 15 (990

Rezultat je tocan.
b)

1010000 1y (—955)
+ 010000 1 05 (6610)

1110001 I, (—299)

Rezultat je tocan.

c)

011000 0 1y (9710)
+ 01000 1 0 (6610)

01 00O0T1 1, (—9310)

[an}

Rezultat je netocan jer zbroj dvaju pozitivnih brojeva ne moze biti negativan. Razlog tome
je preljev registra jer je 97 + 66 = 163 Sto je vece od 127.

5" Primjer 2.5.2

Izracunajte razliku binarnih brojeva u zapisu 2-komplementa. Brojevi se pohranjuju u 8-bitnim
registrima. Je li suma to¢na?

a) 001000012-010000104,

b) 101000012-010000104,

¢) 011000012 -010000104.

£ RjeSenje:
Pravila za oduzimanje brojeva u zapisu 2-komplementa prikazana su pomocu relacije (2.10)).

a) U ovom primjeru vrijedi da je M = 001000015 = 3319, a S = 010000105 = 6619. Prema
relaciji (2.10) vrijedi da je M < S pa ¢emo razliku brojeva izra¢unati prema relaciji D =

—(M + SB)B. Dakle, najprije je potrebno pronaéi 2-komplement umanjitelja S
(1-komplement + 1):
So = 010000102 + 1 = 101111013 + 1 = 10111110s.

Zbroj M + S5 je:

0010000 1o (330)
+ 1 0 1 1 1 1 1 09 (—6610)
1 1011 11 1, (-3350)

Provjerimo sada (-) 2-komplement zbroja M + Ss:

—(M + S3), = —(TT0111115 + 1) = —(001000005 + 1) = —001000015 = —331.
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Rezultat je to¢an. Jednakost 110111112 = —331¢ mozete provjeriti relacijom (2.11]).

b) U ovom primjeru vrijedi da je M = 101000013 = —9519, a S = 010000105 = 66.
Prema relaciji (2.10) vrijedi da je M < S pa ¢emo razliku brojeva izra¢unati prema relaciji D =

—(M + SB)B- Dakle, najprije je potrebno prona¢i 2-komplement umanjitelja S
(1-komplement + 1):

So = 010000102 + 1 = 101111015 + 1 = 10111110.

Zbroj M + S je:

1010000 1, (—950)
+ 1 0 1 1 1 1 1 09 (—6610)
0101111 1o (9

Rezultat je netocan jer smo zbrajanjem dvaju negativnih brojeva dobili pozitivan broj
010111115 (najznacajniji bit je 0).

¢) U ovom primjeru vrijedi da je M = 01100001y = 9719, a S = 010000103 = 6619. Prema
relaciji (2.10)) vrijedi da je M > S pa ¢emo razliku brojeva izra¢unati prema relaciji D = M + Sp.
Dakle, potrebno je pronaci 2-komplement umanjitelja S (1-komplement + 1):

So = 010000102 + 1 = 101111015 + 1 = 101111105.

Zbroj M + S5 je:

0110000 1o (970)
+ 1 0 1 1 1 1 1 09 (—6610)
0001111 1, (3w

Rezultat je tocan.

2.5.1 Zadaci za vjezbu

D Zadatak 2.5.1

Izra¢unajte sumu binarnih brojeva u zapisu 2-komplementa. Brojevi se pohranjuju u 8-bitnim
registrima. Je li suma tocna?

a) 001010112+010110102,

b) 101011015+010110102,

¢) 011011012 +010110102.

D Zadatak 2.5.2

Izra¢unajte razliku binarnih brojeva u zapisu 2-komplementa. Brojevi se pohranjuju u 8-bitnim
registrima. Je li suma tocna?

a) 001010115-010110104,

b) 101011015-010110104,

¢) 011011012 -010110105.
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2.6 Binarni kodovi, zastita podataka

Najjednostavniji nacin zastite je viSestruko ponavljanje svakog bita podatka. Na primjer,
pretpostavimo da komunikacijskim kanalom Zelimo poslati podatak 1015. ViSestrukim ponavljanjem
svakog bita b puta taj bi podatak komunikacijskim kanalom bio poslan kao 11111 00000 11111.
Nedostatak ove vrste zastite je velika koli¢ina bitova koju je potrebno poslati za odredeni podatak.

Jedan od ¢estih nacina otkrivanja gresaka je dodavanje paritetnog bita kodnoj rije¢i. Kodnoj
rijeci dodaje se paritetni bit tako da ukupan broj jedinica (1) u rije¢i bude paran (parni paritet)
ili neparan (neparni paritet). Na primjer, podatak 100110 ima neparni broj jedinica. Za parni
paritet paritetni bit je jedinica pa je kodirani podatak (1)100110. Za neparni paritet paritetni
bit je nula pa je kodirani podatak (0)100110. Na ovaj se nac¢in mogu otkriti jednostruke gregke.
Opcenito, paritetom se mogu otkriti greske pri promjeni neparnog broja bitova. Otkrivene greske
ne mogu se ispraviti.

Binarni kodovi koje éemo koristiti su redom:

e kod 8421 (BCD kod),

kod 2421 (Aikenov kod),

kod ezcess - 3 (Stibitzov kod),

bikvinarni kod (kod 504321),

Grayev kod,
ASCII kod.

Tablice navedenih kodova bit ée prikazane u primjerima.

i¥” Primjer 2.6.1

Podatak 011 prenosi se tako da se svaki bit podatka prenosi 7 puta. Kodirani podatak u tom
je sluc¢aju 0000000 1111111 1111111. Analizirajte ovaj nacin zaStite s obzirom na moguénost
otkrivanja i ispravljanja pogresaka.

£ RjeSenje:

Kod prijenosa podataka moze se dogoditi greska. Ako se promijeni jedan bit, govori se o
jednostrukoj gresci, ako se promijene dva bita govori se o dvostrukoj gresci itd. Vjerojatnost
pojave greske najveca je za jednostruke greske i smanjuje se povecanjem broja pogreSaka. Ako
za podatak 011 promatramo kod prvog bita (0000000), tada se mogu pojaviti sljedece greske:

e jednostruka (samo je jedan bit u kodu pogresan):

— 1000000, 0100000, 0010000, 0001000, 0000100, 0000010, 000001,

e dvostruka (dva bita u kodu su pogresna):

— 1100000, 0110000, 0011000, 0101000, 1000100, 1000010, 1000001, itd.,

e trostruka (tri bita u kodu su pogresna):

— 1110000, 0111000, 0011100, 0101010, 1001100, 1010010, 1100001, itd.,
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e Cetverostruka (Cetiri bita u kodu su pogresna):

~ 1111000, 0111100, 0011101, 0111010, 1011100, 1010110, 1110001, itd.,
e peterostruka (pet bitova u kodu su pogresna):

~ 1111100, 0111110, 0111101, 0111110, 1011110, itd.,
e Sesterostruka (8est bitova u kodu su pogresna):

— 1111110, 0111111, 1011111, 1101111, 1110111, 1111011, 1111101.

Definirajmo distancu d kao udaljenost izmedu dva susjedna ispravna koda. U sluc¢aju kodova
0000000 i 1111111 vrijedi da je distanca d = 7 jer je potrebno promijeniti 7 bitova da bi kod
0000000 presao u kod 1111111 i obratno.

Distanca d moZe se odrediti i za pogresne podatke:

e jednostruka pogreska,
— za kod 0000000 distanca je d = 1 jer se jedan bit mora promijeniti da bi nastala
jednostruka pogreska koda 0000000,

— za kod 1111111 distanca je d = 6 jer se Sest bitova moraju promijeniti da bi nastala
jednostruka pogreska koda 0000000,

— buduédi da je veta vjerojatnost jednostruke pogreske koda 0000000 od Sesterostruke
pogreske koda 1111111, mozemo zakljuciti da je ispravan kod 0000000.
e dvostruka pogreska,
— za kod 0000000 distanca je d = 2 jer se dva bita moraju promijeniti da bi nastala
dvostruka pogreska koda 0000000,

— za kod 1111111 distanca je d = 5 jer se pet bitova moraju promijeniti da bi nastala
dvostruka pogreska koda 0000000,

— buduéi da je veéa vijerojatnost dvostruke pogreske koda 0000000 od peterostruke
pogreske koda 1111111, mozemo zakljuciti da je ispravan kod 0000000.
e trostruka pogreska,
— za kod 0000000 distanca je d = 3 jer se tri bita moraju promijeniti da bi nastala
trostruka pogreska koda 0000000,

— za kod 1111111 distanca je d = 4 jer se Cetiri bita moraju promijeniti da bi nastala
trostruka pogreska koda 0000000,

— buduéi da je vecéa vjerojatnost trostruke pogreske koda 0000000 od cetverostruke
pogreske koda 1111111, mozemo zakljuciti da je ispravan kod 0000000.
e Cetverostruka pogreska,
— za kod 0000000 distanca je d = 4 jer se Cetiri bita moraju promijeniti da bi nastala
cetverostruka pogreska koda 0000000,

— za kod 1111111 distanca je d = 3 jer se tri bita moraju promijeniti da bi nastala
Cetverostruka pogreska koda 0000000,

— buduédi da je manja vjerojatnost Cetverostruke pogreske koda 0000000 od trostruke
pogreske koda 1111111, mozemo zakljuciti da je ispravan kod 1111111.



26 Brojevni sustavi

Prema navedenoj analizi mozemo zakljuciti da je mogudée ispraviti g pogresaka:
g=(d—-1)/2. (2.12)

Ako se zeli ispraviti g pogreski, za distancu mora vrijediti d > 2¢g — 1.

I¥" Primjer 2.6.2

Napisite sljede¢e brojeve u kodu 8421:

a) 2107

b) 98107

c) 35610.

Zastitite kodirane rije¢i parnim i neparnim paritetom.

£ RjeSenje: U kodu 8421 svaka se dekadska znamenka pretvara u 4-bitni binarni broj
prema tablici Ovaj kod naziva se jo§ i BCD kod.

Tablica 2.4: Kod 8421 (BCD kod (eng. Binary-coded decimal))

Dekadski
broj

0 0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

Kod 8421

OO0 ~J| S| O = || N+~

Tezine znamenaka u ovom kodu su 8, 4, 211 1. U kodu 8421 koriste se prvih deset kombinacija
4-bitnog binarnog broja, a ostalih Sest je neiskoriSteno.

a) Prema tablici vrijedi da je 219 = 0010gcp. Podatak 0010 ima neparan broj jedinica.
Slijedi zastita podatka:

e parnim paritetom: (1)0010 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijeci,

e neparnim paritetom: (0)0010 - broj jedinica je neparan u zaSti¢enoj rijeci.

b) Prema tablici vrijedi da je 9819 = 1001 1000gcp. Podatak 1001 1000 ima neparan
broj jedinica. Slijedi zaStita podatka:

e parnim paritetom: (1)1001 1000 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijeci,
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e neparnim paritetom: (0)1001 1000 - broj jedinica je neparan u zagticenoj rijeci.

¢) Prema tablici vrijedi da je 35619 = 0011 0101 0110g¢p. Podatak 0011 0101 0110 ima
paran broj jedinica. Slijedi zastita podatka:
e parnim paritetom: (0)0011 0101 0110 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijedi,

e neparnim paritetom: (1)0011 0101 0110 - broj jedinica je neparan u zasti¢enoj rijeci.

" Primjer 2.6.3

Napisite sljedeée brojeve u kodu 2421:

a) 2107

b) 98107

c) 35610.

Zastitite kodirane rije¢i parnim i neparnim paritetom.

£ RjeSenje: U kodu 2421 svaka se dekadska znamenka pretvara u 4-bitni binarni broj
prema tablici Ovaj kod naziva se jo§ i Aikenov kod.

Tablica 2.5: Kod 2421 (Aikenov kod)

Dekadski
broj

0 0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

Kod 2421

| QO DO =

O Co| ~I| O] Ut

Tezine znamenaka u ovom kodu su 2, 4, 21 1. U kodu 2421 koriste se prvih pet i zadnjih pet
kombinacija 4-bitnog binarnog broja, a ostalih Sest je neiskori§teno.

a) Prema tablici vrijedi da je 219 = 00109421. Podatak 0010 ima neparan broj jedinica.
Slijedi zastita podatka:

e parnim paritetom: (1)0010 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijeci,
e neparnim paritetom: (0)0010 - broj jedinica je neparan u zaSti¢enoj rijeci.

b) Prema tablici Vrijedi da je 9819 = 1111 111094927. Podatak 1111 1110 ima neparan broj
jedinica. Slijedi zagtita podatka:
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e parnim paritetom: (1)1111 1110 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijeci,
e neparnim paritetom: (0)1111 1110 - broj jedinica je neparan u zaSti¢enoj rijeci.

¢) Prema tablici 2.5 vrijedi da je 35619 = 0011 1011 11005421. Podatak 0011 1011 1100 ima
neparan broj jedinica. Slijedi zagtita podatka:
e parnim paritetom: (1)0011 1011 1100 - broj jedinica je paran u zagti¢enoj rijeci,

e neparnim paritetom: (0)0011 1011 1100 - broj jedinica je neparan u zasti¢enoj rijedi.

" Primjer 2.6.4

Napisite sljedeée brojeve u kodu ezcess - 3:
a) 2107

b) 9810,

C) 35610.

Zastitite kodirane rijeci parnim i neparnim paritetom.

£ Rjesenje: U kodu excess - 3 svaka se dekadska znamenka pretvara u 4-bitni binarni broj
prema tablici Ovaj kod naziva se jos i Stibitzov kod.

Tablica 2.6: Kod ezcess - 3 (Stibitzov kod)

Dekadski | Binarni
broj broj
0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

OO~ | W N O

Kod excess - 3 je kod s prekoracenjem od 3. U kodu excess - 3 ne koriste se prve tri i zadnje
tri kombinacije 4-bitnog binarnog broja, a ostalih deset se koriste. Karakteristika koda ezcess -
3 je da ne sadrzi kombinaciju 0000, $to olakSava detekciju prekida kod prijenosa podataka (svaka
4-bitna kombinacija sadrzi barem jednu jedinicu).

a) Prema tablici vrijedi da je 219 = 0101excess-3. Podatak 0101 ima paran broj jedinica.
Slijedi zastita podatka:

e parnim paritetom: (0)0101 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijedi,
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e neparnim paritetom: (1)0101 - broj jedinica je neparan u zaSti¢enoj rijeci.

b) Prema tablici vrijedi da je 9819 = 1100 1011excess.3- Podatak 1100 1011 ima neparan
broj jedinica. Slijedi zaStita podatka:

e parnim paritetom: (1)1100 1011 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijeci,

e neparnim paritetom: (0)1100 1011 - broj jedinica je neparan u zagti¢enoj rijeci.

c¢) Prema tablici vrijedi da je 35619 = 0110 1000 1001excess-3- Podatak 0110 1000 1001
ima neparan broj jedinica. Slijedi zastita podatka:

e parnim paritetom: (1)0110 1000 1001 - broj jedinica je paran u zagti¢enoj rijeci,

e neparnim paritetom: (0)0110 1000 1001 - broj jedinica je neparan u zasti¢enoj rijedi.

5" Primjer 2.6.5

Napisite sljedece brojeve u bikvinarnom kodu (kod 5043210):
a) 2107

b) 98107

c) 35610.

Zastitite kodirane rije¢i parnim i neparnim paritetom.

£ RjeSenje: U kodu 5043210 svaka se dekadska znamenka pretvara u 4-bitni binarni broj
prema tablici Ovaj kod naziva se jo§ i bikvinarni kod.

Tablica 2.7: Kod 5043210 (bikvinarni kod)

Dekadski Kod
broj 5043210
0 0100001
0100010
0100100
0101000
0110000
1000001
1000010
1000100
1001000
1010000

O[O0 || U b= | WD~

Kod 5043210 je 7-bitni kod s tezinama 5, 0, 4, 3, 2, 1 i 0. Kodne rije¢i uvijek imaju dvije
jedinice i pet nula pa se svaka greska koja promijeni broj jedinica lako detektira.

a) Prema tablici vrijedi da je 219 = 0100100043210 Podatak 0100100 ima paran broj
jedinica. Slijedi zagtita podatka:

e parnim paritetom: (0)0100100 - broj jedinica je paran u zagticenoj rijeci,

e neparnim paritetom: (1)0100100 - broj jedinica je neparan u zagti¢enoj rijeci.
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b) Prema tablici vrijedi da je 9819 = 1010000 10010005043210- Podatak 1010000 1001000
ima paran broj jedinica. Slijedi zastita podatka:

e parnim paritetom: (0)1010000 1001000 - broj jedinica je paran u za8ti¢enoj rijeci,

e neparnim paritetom: (1)1010000 1001000 - broj jedinica je neparan u zasti¢enoj rijedi.

¢) Prema tablici 2.7] vrijedi da je 35619 = 0101000 1000001 10000105043210. Podatak 0101000
1000001 1000010 ima paran broj jedinica. Slijedi zaStita podatka:

e parnim paritetom: (0)0101000 1000001 1000010 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijedi,

e neparnim paritetom: (1)0101000 1000001 1000010 - broj jedinica je neparan u zasti¢enoj
rijeci.

Primijetite da kod 5043210 u kodnim rije¢ima uvijek ima paran broj jedinica.

5" Primjer 2.6.6

Napisite sljedeé¢e brojeve u Grayevom kodu:

a) 2107

b) 98107

¢) 35610.

Zastitite kodirane rijec¢i parnim i neparnim paritetom.

#5 RjeSenje: U Grayevom kodu svaka se dekadska znamenka pretvara u 4-bitni binarni broj
prema tablici Ovaj kod naziva se jos i reflektirani binarni kod.

Tablica 2.8: Grayev kod

Dekadski | Grayev
broj kod
0 0000
0001
0011
0010
0110
0111
0101
0100
1100
1101
1111
1110
1010
1011
1001
1000

O 0| | O =W N~

Grayev kod je 4-bitni netezinski kod s minimalnom promjenom. Susjedne kodne rijedi
razlikuju se za samo jedan bit. Konstruira se zrcaljenjem u svakom bitovnom mjestu.
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a) Prema tablici vrijedi da je 2190 = 001lgray. Podatak 0011 ima paran broj jedinica.
Slijedi zastita podatka:

e parnim paritetom: (0)0011 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijeci,
e neparnim paritetom: (1)0011 - broj jedinica je neparan u zaSti¢enoj rijeci.

b) Prema tablici vrijedi da je 9819 = 1101 1100¢ay. Podatak 1101 1100 ima neparan
broj jedinica. Slijedi zastita podatka:

e parnim paritetom: (1)1101 1100 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijeci,
e neparnim paritetom: (0)1101 1100 - broj jedinica je neparan u zaSticenoj rijeci.

¢) Prema tablici vrijedi da je 35619 = 0010 0111 0101Gyay. Podatak 0010 0111 0101 ima
paran broj jedinica. Slijedi zastita podatka:
e parnim paritetom: (0)0010 0111 0101 - broj jedinica je paran u zasti¢enoj rijedi,

e neparnim paritetom: (1)0010 0111 0101 - broj jedinica je neparan u zasti¢enoj rijedi.

K¥” Primjer 2.6.7

Napisite sljedeée znakove u ASCII kodu:
a) 2,

b) 98,

c) BJ.

Zastitite kodirane rije¢i parnim i neparnim paritetom.

£ RjeSenje:

U ASCIT kodu svaki se znak pretvara u 7-bitni binarni broj prema tablici [2.9
Mikrokontroleri informacije s vanjskim svijetom ¢esto razmjenjuju pomocéu znakova ASCII koda.
Podaci se najcesée prenose asinkrono, znak po znak, pa je u ovom slucaju svaki znak potrebno
zastititi paritetnim bitom.

a) Prema tablici vrijedi da je 2 = 0110010a5c. Znak kodiran s binarnim kodom 0110010
ima neparan broj jedinica. Slijedi zagtita znaka:

e parnim paritetom: (1)0110010 - broj jedinica je paran u zagticenoj rijeci,
e neparnim paritetom: (0)0110010 - broj jedinica je neparan u zagti¢enoj rijeci.

b) Prema tablici 2.9] vrijedi da je 98 = 0111001 0111000ascr. Znak kodiran s binarnim
kodom 0111001 ima paran broj jedinica, a znak kodiran s binarnim kodom 0111000 ima neparan
broj jedinica. Slijedi zastita svakog znaka posebno:

e parnim paritetom: (0)0111001 (1)0111000 - broj jedinica je paran u svakoj zaSti¢enoj rijeci,
e neparnim paritetom: (1)0111001 (0)0111000 - broj jedinica je neparan u svakoj zasti¢enoj
rijeci.

¢) Prema tablici vrijedi da je BJ = 1000010 1001010ascy;. Znak kodiran s binarnim
kodom 1000010 ima paran broj jedinica, a znak kodiran s binarnim kodom 1001010 ima neparan
broj jedinica. Slijedi zastita svakog znaka posebno:
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e parnim paritetom: (0)1000010 (1)1001010 - broj jedinica je paran u svakoj zaSti¢enoj rijedi,

e neparnim paritetom: (1)1000010 (0)1001010 - broj jedinica je neparan u svakoj zasti¢enoj

rijeci.
Tablica 2.9: ASCII kod
Dekadski | Binarni . Dekadski | Binarni . Dekadski | Binarni .
Kod Kod Simbol Kod Kod Simbol Kod Kod Simbol
0 0000000 | NUL 43 0101011 + 86 1010110 V
1 0000001 | SOH 44 0101100 , 87 1010111 w
2 0000010 | STX 45 0101101 - 88 1011000 X
3 0000011 | ETX 46 0101110 ) 89 1011001 Y
4 0000100 | EOT 47 0101111 / 90 1011010 Z
5 0000101 | ENQ 48 0110000 0 91 1011011 |
6 0000110 | ACK 49 0110001 1 92 1011100 \
7 0000111 | BEL 50 0110010 2 93 1011101 |
8 0001000 BS 51 0110011 3 94 1011110 »
9 0001001 HT 52 0110100 4 95 1011111 _
10 0001010 LF 53 0110101 5 96 1100000 ‘
11 0001011 VT 54 0110110 6 97 1100001 a
12 0001100 FF 55 0110111 7 98 1100010 b
13 0001101 CR 56 0111000 8 99 1100011 c
14 0001110 SO 57 0111001 9 100 1100100 d
15 0001111 SI 58 0111010 : 101 1100101 e
16 0010000 | DLE 59 0111011 ; 102 1100110 f
17 0010001 | DC1 60 0111100 < 103 1100111 g
18 0010010 | DC2 61 0111101 = 104 1101000 h
19 0010011 | DC3 62 0111110 > 105 1101001 i
20 0010100 | DC4 63 0111111 ? 106 1101010 ]
21 0010101 | NAK 64 1000000 @] 107 1101011 k
22 0010110 | SYN 65 1000001 A 108 1101100 1
23 0010111 | ETB 66 1000010 B 109 1101101 m
24 0011000 | CAN 67 1000011 C 110 1101110 n
25 0011001 EM 68 1000100 D 111 1101111 o
26 0011010 | SUB 69 1000101 E 112 1110000 p
27 0011011 | ESC 70 1000110 F 113 1110001 q
28 0011100 FS 71 1000111 G 114 1110010 r
29 0011101 GS 72 1001000 H 115 1110011 S
30 0011110 RS 73 1001001 I 116 1110100 t
31 0011111 US 74 1001010 J 117 1110101 u
32 0100000 75 1001011 K 118 1110110 v
33 0100001 ! 76 1001100 L 119 1110111 w
34 0100010 " 77 1001101 M 120 1111000 X
35 0100011 +# 78 1001110 N 121 1111001 y
36 0100100 $ 79 1001111 O 122 1111010 Vs
37 0100101 % 80 1010000 P 123 1111011 {
38 0100110 & 81 1010001 Q 124 1111100 |
39 0100111 ’ 82 1010010 R 125 1111101 }
40 0101000 ( 83 1010011 S 126 1111110 -
41 0101001 ) 84 1010100 T 127 1111111 | DEL
42 0101010 * 85 1010101 U
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2.6.1 Zadaci za vjezbu

D Zadatak 2.6.1

Podatak 1101 prenosi se tako da se svaki bit podatka prenosi 5 puta. Kodirani podatak u tom
je slucaju 11111 11111 00000 11111. Analizirajte ovaj nadin zastite s obzirom na mogucénost
otkrivanja i ispravljanja pogresaka.

D Zadatak 2.6.2

Napisite sljedeée brojeve u kodu 8421:
a )8101

b) 35107

C) 14710.

Zastitite kodirane rijeci parnim i neparnim paritetom.

D Zadatak 2.6.3

Napisite sljedeée brojeve u kodu 2421:

a) 8107

b) 3519,

C) 14710.

Zastitite kodirane rije¢i parnim i neparnim paritetom.

D Zadatak 2.6.4

Napisite sljedeée brojeve u kodu ezcess - 3:
a) 8101

b) 3510,

C) 14710.

Zastitite kodirane rijec¢i parnim i neparnim paritetom.

D Zadatak 2.6.5

Napisite sljedece brojeve u bikvinarnom kodu (kod 5043210):
a) 8107

b) 35107

C) 14710.

Zastitite kodirane rije¢i parnim i neparnim paritetom.

D Zadatak 2.6.6

Napisite sljedece brojeve u Grayevom kodu:
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a) 8107
b) 3510,
C) 14710.

Zastitite kodirane rijeci parnim i neparnim paritetom.

Q Zadatak 2.6.7

Napisite sljedeée znakove u ASCII kodu:
a) b,

b) A3,

c) VISBJ.

Zastitite kodirane rije¢i parnim i neparnim paritetom.

2.7 Hammingovi kodovi za otkrivanje i ispravljanje pogresSaka

Na temelju principa viSestrukog ispitivanja pariteta, R. W. Hamming je definirao opéeniti
nacin konstruiranja kodova za ispravljanje greSaka. Po njemu su nazvani Hammingovi kodovi.

Podatak koji se salje kodira se na sljedeéi nagin:

e Paritetni bitovi ubacuju se na pozicije koje su potencije broja 2 (2", n =0, 1, 2, 3, ...),
odnosno na pozicije 1, 2, 4, 8..., ovisno o broju informacijskih bitova.

e Ako podatak ima 1 informacijski bit (I;), kod sadrzi 1 informacijski bit + 2 paritetna bita
$to je ukupno 3 bita (P1Poly).

e Ako podatak ima 2 informacijska bita (I;I2), kod sadrzi 2 informacijska bita 4+ 3 paritetna
bita §to je ukupno 5 bitova (P1P2I1P3ls).

e Ako podatak ima 3 informacijska bita (I;1513), kod sadrzi 3 informacijska bita + 3 paritetna
bita &to je ukupno 6 bitova (P1P211P31213).

e Ako podatak ima 8 informacijskih bitova (I;I2I31415I6171g), kod sadrzi 8 informacijskih
bitova -+ 4 paritetna bita §to je ukupno 12 bitova (P1Pol1P3lalslyPylsI6171g).

Broj paritetnih bitova u odnosu na informacijske bitove prikazan je u tablici 2.10]

Tablica 2.10: Broj paritetnih bitova u odnosu na informacijske bitove Hammingova koda

Informacijski | Paritetni

bitovi bitovi
1 2
2-4 3
5-11 4
12-26 5
27-57 6
58-120 7
121-247 8
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Prema tablici mozemo zaklju¢iti da je primjena ovog koda efikasnija §to je veéi broj
informacijskih bitova:

e za zaStitu 8 bitova potrebna su dodatna 4 paritetna bita ili poveé¢anje ukupnog broja bitova
za 50%,

e za zastitu 128 bitova potrebno je dodatnih 8 paritetnih bitova ili poveéanje ukupnog broja
bitova za 6,25%.

U nastavku ¢e biti prikazano konstruiranje Hammingovog koda. Konstruiranje Hammingovog
koda bit ¢e opisano na 8-bitnom podatku s informacijskim bitovima I1Is1314I51g171g. Iz tablice
vidimo da su za kodiranje 8 informacijskih bitova potrebna 4 paritetna bita. Hammingov
kod imat ¢e ukupno 12 bitova. Kod odredivanja paritetnih bitova koristit ¢emo parni paritet.

Najprije je potrebno pozicionirati paritetne bitove na pozicije koje su potencije broja 2 (1 |
2, 4, 8) kako je prikazano u tablici

Tablica 2.11: Kreiranje tablice za Hammingov kod - pozicioniranje paritetnih bitova

Pozicijabitova | 1 | 2 |3 | 4 |5 |6 | 7| 8 [ 9|10 |11 |12
Hammingov

kod

Py | P P3 Py

Nakon pozicioniranja paritetnih bitova u Hammingov kod, potrebno je pozicionirati informacijske
bitove redom na slobodne pozicije pocev&i od pozicije broj 3 (tablica [2.12]).

Tablica 2.12: Kreiranje tablice za Hammingov kod - pozicioniranje informacijskih bitova

Pozicija bitova | 1 2 (314 |56 |78 |9 10]11]12
Hammingov

kod

Py | P | L1 | P3| | I3 |1y |Ps|Is| Ig | I7 | Ig

Bitovi se grupiraju u grupe za odredivanje paritetnih bitova. Paritetni bit grupe odreduje se
tako da paritet grupe bude paran ili neparan. U ovom primjeru koristit éemo parni paritet.

Za odredivanje paritetnog bita prve grupe P koristi se svaki drugi bit u tablici pocev&i od
paritetnog bita P; (tablica [2.13)).

Tablica 2.13: Kreiranje tablice za Hammingov kod - odredivanje paritetnog bita P,

Pozicija bitova 1 21314 (5|67 8119101112
Hammingova
kodirana rije¢

Pi | P |1 | P3| |3 |y |Pa|Is|Ig|I7 | Is

Pi| Py I Iy 1y I5 I7
Grupa bitova za | Ps
paritetne bitove | Pg
Py

Paritetni bit P; odreduje se tako da bitovi prve grupe ¢ine parni paritet. Formalno se ovaj
uvjet moze zapisati pomoé¢u EX ILI operacije @F_-]:

Peoelolboly®ls®l; =0. (2.13)

'EX-ILI operator ¢e na izlazu dati nulu kada je na ulazu paran broj jedinica.
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Prema tome, paritetni bit P; moZe se izrac¢unati na sljedeé¢i nacin:
P1 211@12@14@15@17. (214)

Za odredivanje paritetnog bita druge grupe Ps koristi se svaka druga skupina po dva bita u
tablici pocevsi od paritetnog bita Po (tablica [2.14).

Tablica 2.14: Kreiranje tablice za Hammingov kod - odredivanje paritetnog bita P;

Pozicija bitova 1 2 3 4 516 |7 8 9 |10 |11 |12
iﬁﬁgg&i Py Py | [Py Ty T |1, | Pyl 15| Tg | Is | I
Py | Py I I Iy I5 I7
Grupa bitova za P2 P2 11 13 14 16 17
paritetne bitove | Pj
Py

Paritetni bit Py odreduje se tako da bitovi druge grupe ¢ine parni paritet. Formalno se ovaj
uvjet moze zapisati pomoc¢u EX ILI operacije &:

P2@11@13@14@16@I7:0. (215)
Prema tome, paritetni bit Po moze se izrac¢unati na sljedeé¢i nadin:

P=hoelzoliols® I (2.16)

Za odredivanje paritetnog bita trece grupe P3 koristi se svaka druga skupina po &etiri bita u
tablici pocevsi od paritetnog bita P3 (tablica [2.15)).

Tablica 2.15: Kreiranje tablice za Hammingov kod - odredivanje paritetnog bita P3

Pozicija bitova 1 21314 (5|67 8119101112
Hammingova
kodirana rijec Py P i | P3| |Is |y |Pa|Ls | L |17 ]I
Pi| Py L Iy Iy I5 l7
Grupa bitova za P2 P2 Il 13 I4 I6 I7
paritetne bitove | Pg3 Py | I | I3 |14 Ig
Py

Paritetni bit P3 odreduje se tako da bitovi trec¢e grupe ¢ine parni paritet. Formalno se ovaj
uvjet moze zapisati pomoc¢u EX ILI operacije &:

P3@12@13@14@18:0. (217)
Prema tome, paritetni bit P3 moze se izrac¢unati na sljedeé¢i naéin:

Ps=1L®IsP 14 Is. (2.18)

Za odredivanje paritetnog bita Cetvrte grupe P4 koristi se svaka druga skupina po osam bitova
u tablici pocevsi od paritetnog bita P4 (tablica [2.16)).
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Tablica 2.16: Kreiranje tablice za Hammingov kod - odredivanje paritetnog bita Py

Pozicija bitova 1 213|456 |78 1]9]10]|11]12
Hammingova
kodirana rije¢

Py | Py | L1 | P3| 1o | I3 |14 |Py|ls| Ig | I7 | Ig

P | Py I Ip 14 I5 I;
Grupa bitova za | Po Py | 1 Is | I4 Is | I
paritetne bitove | Pj Ps|Is | I3 | 14 Ig

Py Py | Is | Ig | I7 | Ig

Paritetni bit P4 odreduje se tako da bitovi Cetvrte grupe ¢ine parni paritet. Formalno se ovaj
uvjet moze zapisati pomoc¢u EX ILI operacije &:
Poaolsdls® I; ®Ig =0. (2.19)
Prema tome, paritetni bit P4 moze se izra¢unati na sljedeé¢i nadin:

Py=1Is®Is® I7 D Is. (220)

Opcenito, za odredivanje paritetnog bita n-te grupe P, koristi se svaka druga skupina po
271 bita u tablici po¢evii od paritetnog bita P,. Paritetni bit P,, odreduje se tako da bitovi
n-te grupe ¢ine parni paritet.

" Primjer 2.7.1

Hammingovim kodom zastitite 6-bitnu rije¢ 101110. Kod odredivanja paritetnih bitova koristite
parni paritet. PokaZite kako se na prijemnoj strani moze otkriti i ispraviti greska ako je pri
prijenosu promijenjen informacijski bit 1.

£ RjeSenje:
1z tablice vidimo da su za kodiranje 6 informacijskih bitova potrebna 4 paritetna bita.

Hammingov kod imat ¢e ukupno 10 bitova. Kreiranje Hammingovog koda za rije¢ 101110
prikazano je u tablici 2.17]

Tablica 2.17: Kreiranje tablice za Hammingovo kodiranje rije¢i 101110 - odredivanje paritetnih

bitova

Pozicija bitova 1 2 13| 4 (5 ]6|7|8]9]10
Hammingov P1 P2 11 P3 12 13 14 P4 15 16
kod ? 7010} 1|17 (1]0

Py | Py 1 0 1 1
Grupa bitova za | Po Py | 1 1)1 0

paritetne bitove | Pj3 P3| 0|11

Py Py 110

Koristit ¢emo parni paritet kod odredivanja paritetnih bitova. U prvoj grupi bitova koje §titi
paritetni bit P; neparan je broj jedinica te je stoga P; = 1. U drugoj grupi bitova koje stiti
paritetni bit P2 neparan je broj jedinica te je stoga Py = 1. U trec¢oj grupi bitova koje stiti
paritetni bit P3 paran je broj jedinica te je stoga P3 = 0. U cetvrtoj grupi bitova koje §titi
paritetni bit P4 neparan je broj jedinica te je stoga P4 = 1.

Isti rezultat dobili bismo koristenjem relacija (2.14)), (2.16]), (2.18) i (2.20)):
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P =
P =
P =
Py =

LehbolLholz=100011=1
LoLoLeol=1a1lela0=1
Laels;al;,=00101=0

I dlg=100=1

Potpuna tablica Hammingovog kodiranja rije¢i 101110 prikazana je tablicom [2.1§]

Tablica 2.18: Kreiranje tablice za Hammingov kodiranje rije¢i 101110 - potpuna tablica

Pozicija bitova 1 2 13|14 (5|6 |78 ]9]10
Hammingov P1 P2 Il P3 12 13 I4 P4 I5 16
kod 1 1 {1001 (1|1 1|0
P |1 1 0 1 1
Grupa bitova za | Po 1 |1 111 0
paritetne bitove | P3 010111
Py 1 110

Prema gore opisanom postupku, 6-bitni podatak 101110 zasti¢en Hammingovim kodom moze
se napisati kao 1110011110. Predajnik Salje 10-bitni kod. Prijemnik iz tog koda treba izdvojiti

6 informacijskih bitova od I do

Is. Na temelju ispitivanja pariteta svake grupe bitova koju stite

paritetni bitovi P; do P4 moZemo otkriti jednostruku gresku u prenesenoj informaciji. Neka je
pri prijenosu informacija nastala pogreska na informacijskom bitu I4:

Py
1

Na prijemnoj se strani radi

Po I1 P3 Io I3 Iy Py I5 Ig
1 1 0 0 1 1 1 1 0

korekcija jednostruke greske. Za svaku grupu bitova koju Stite

paritetni bitovi P; do P4 ispituje se paritet koji se naziva sindrom. Sindrom C, za svaku grupu
bitova formira se po istom obrascu kao i paritetni bit:

Ci=Poehebelidl
Co=P,odh@l3® 14 ® I
C3=P3spLpIsp 1y
Ci=Pr® 15D Is

(2.21)

Ako je podatak ispravno prenesen, na prijemnoj strani vrijedi C1=Co=C3=C4=0. Ako se
promijeni bit I, tada prema relaciji (2.21)) vrijedi:

Cir=PiohLhoolbol4dl;=1010000p1=1
Co=PhooLhdolzpo1dlg=101010000=1
C3=PaoLol30l,=0000100=1
Ch=Pol;6l=1100=0

Do istog rezultata moguce je doéi i tabli¢no (tablica [2.19)).
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Tablica 2.19: Odredivanje sindroma Hammingova koda 1110010110

Pozicija bitova 1 2134567811910
Hammingov P1 P2 Il P3 12 I3 I4 P4 I5 I6
kod 1 1140101701 1]0
Ci=1]|1 1 0 0 1
. Co=1 1 |1 110 0
Sindrom Ty 1 T ToT1To
Cys=0 0|10

U prvoj grupi bitova koje $titi paritetni bit Py neparan je broj jedinica te je stoga sindrom
C1 = 1. U drugoj grupi bitova koje §titi paritetni bit Po neparan je broj jedinica te je stoga
sindrom Cy = 1. U trecoj grupi bitova koje §titi paritetni bit P3 paran je broj jedinica te je stoga
sindrom C3 = 1. U ¢etvrtoj grupi bitova koje §titi paritetni bit P4 neparan je broj jedinica te je
stoga sindrom C4 = 0.

Nakon 8Sto se izra¢unaju svi sindromi, kreira se rije¢ C4C3CoCy = 01119 = 719. Iz tablice je
tu rije¢ moguce procitati tako da se sindromi zapiSu od dna prema vrhu. Sindrom daje poziciju
bita na kojoj se pojavila greska. Iz tablice 2.19)vidimo da je na poziciji broj 7 informacijski bit I
na kojem se pojavila greska. Sindrom na opisani nacin omogucéuje otkrivanje jednostruke greske.

" Primjer 2.7.2

Hammingovim kodom zastitite 8-bitnu rije¢ 11110000. Kod odredivanja paritetnih bitova koristite
neparni paritet. Pokazite kako se na prijemnoj strani moze otkriti i ispraviti greska ako je pri
prijenosu promijenjen informacijski bit Is.

£5 RjeSenje:

1z tablice vidimo da su za kodiranje 8 informacijskih bitova potrebna 4 paritetna bita.
Hammingov kod ¢e imati ukupno 12 bitova. Kreiranje Hammingovog koda za rije¢ 11110000
prikazano je u tablici [2.20]

Tablica 2.20: Kreiranje tablice za Hammingovo kodiranje rije¢i 11110000 - odredivanje
paritetnih bitova

Pozicija bitova 1 2134 |56 |78 |9 |10]11]12
Hammingov Pl P2 11 P3 12 13 14 P4 15 16 17 18
kod ? (1711|177 ,0]00]0

Py | Py 1 1 1 0 0

Grupa bitova za | Po Py | 1 111 0 0
paritetne bitove | Pj Ps| 1|11 0
Py Py, 0] 0] 0] O

Koristit ¢emo neparni paritet kod odredivanja paritetnih bitova. U prvoj grupi bitova koje
Stiti paritetni bit P; neparan je broj jedinica te je stoga P; = 0. U drugoj grupi bitova koje
Stiti paritetni bit Py neparan je broj jedinica te je stoga Py = 0. U trecoj grupi bitova koje stiti
paritetni bit Ps neparan je broj jedinica te je stoga P3 = 0. U &etvrtoj grupi bitova koje stiti
paritetni bit P4 paran je broj jedinica te je stoga Py = 1.

Isti rezultat dobili bismo koristenjem negiranih relacija (2.14)), (2.16), (2.18) i (2.20):
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P=loLhoLool;=101010000=0
Pb=Lolel1dlpl;=161619000=0
Pa=Lo 30, 0ls=1010100=0
Pr=Lplgpl;0ls=0000000=1

Tablica 2.21: Kreiranje tablice za Hammingovo kodiranje rije¢i 11110000 - potpuna tablica

Pozicija bitova 1 2 1314 (5|67 8119101112
Hammingov P1 P2 Il P3 12 13 I4 P4 I5 I6 I7 Ig
kod 0 oj1y0¢(1}j1y1}170)01}]0/|0

Pi| O 1 1 1 0 0

Grupa bitova za | Po 01]1 1|1 010
paritetne bitove | P3 0|1 1|1 0
Py 170011010

Potpuna tablica Hammingovog kodiranja rijec¢i 11110000 prikazana je tablicom [2.21I] Prema
gore opisanom postupku 8-bitni podatak 11110000 zasticen Hammingovim kodom moze se napisati
kao 00101111000. Predajnik Salje 12-bitni kod. Prijemnik iz tog koda treba izdvojiti 8 informacijskih
bitova od I} do Ig. Na temelju ispitivanja pariteta svake grupe bitova koju §tite paritetni bitovi
P1 do P4 mozemo otkriti jednostruku gresku u prenesenoj informaciji. Neka je pri prijenosu
informacija nastala pogreska na informacijskom bitu Is:

P, Py I, Py Ih I3 Iy Py Iy Tg I Ig
0 0 1 0 1 1 1 1 00 0 0

0
0O 01 0 01 1 1 00 0 0

Na prijemnoj se strani radi korekcija jednostruke greske. Za svaku grupu bitova koju §tite
paritetni bitovi P P4 ispituje se paritet, odnosno odreduje se sindrom C, za svaku grupu bitova:

Ci=Pohohelbodl;dl;
Co=P,o L dlz3®1,®Is® Iy
C3=P3®la®I3DIy DI
Co=Pi@Is® 16 I7 DIy

(2.22)

Ako je podatak ispravno prenesen, na prijemnoj strani vrijedi C;=Co=C3=Cy4=0. Ako se
promijeni bit Iy tada prema relaciji (2.22)) vrijedi:

Ci=PiohLoLbo Lol l;=001000100Hp0=1
Co=PRohololhboltdl;=00101010000=0
C3=P3o L3, lsg=0000p1d100=1
Ci=Po0l0;0ls=100000000=0

Do istog rezultata moguce je doéi i tabli¢no (tablica [2.22)).
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Tablica 2.22: Odredivanje sindroma Hammingova koda 00101111000

Pozicija bitova 1 2 13145 |6|7]81]9]|10]11 |12
Hammingov Pl P2 11 P3 12 13 14 P4 15 16 17 Ig
kod 0 ojry0(0}1y1}170]01]0/|O0
Ci=11]0 1 0 1 0 0
. Ca=0 011 111 010
Sindrom =1 oo 11 0
Cy=0 117010 101]0

U prvoj grupi bitova koje stiti paritetni bit P; paran je broj jedinica te je stoga sindrom
C1 = 1. U drugoj grupi bitova koje §titi paritetni bit Po neparan je broj jedinica te je stoga
sindrom Cy = 0. U trecoj grupi bitova koje §titi paritetni bit P3 paran je broj jedinica te je stoga
sindrom Cs = 1. U ¢etvrtoj grupi bitova koje §titi paritetni bit P4 neparan je broj jedinica te je
stoga sindrom C4 = 0.

Nakon §to se izradunaju svi sindromi kreira se rije¢ C4C3CoC1 = 01013 = 519. Iz tablice je
tu rije¢ moguce procitati tako da se sindromi zapiSu od dna prema vrhu. Sindrom daje poziciju
bita na kojoj se pojavila greska. Iz tablice 2.22] vidimo da je na poziciji broj 5 informacijski bit I
na kojem se pojavila greska. Sindrom na opisani nac¢in omogucéuje otkrivanje jednostruke greske.

2.7.1 Zadaci za vjezbu

D Zadatak 2.7.1

Hammingovim kodom zastitite 6-bitnu rije¢ 110011. Kod odredivanja paritetnih bitova koristite
parni paritet. Pokazite kako se na prijemnoj strani moze otkriti i ispraviti greska ako je pri
prijenosu promijenjen informacijski bit I5.

D Zadatak 2.7.2

Hammingovim kodom zastitite 8-bitnu rije¢ 00001111. Kod odredivanja paritetnih bitova koristite
neparni paritet. Pokazite kako se na prijemnoj strani moZe otkriti i ispraviti greska ako je pri
prijenosu promijenjen informacijski bit I3.
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Poglavlje 3

Digitalna logika

3.1 Booleova algebra

Donosenje odluka na temelju logickog zakljudivanja u govornom jeziku uobicajeno koristi
kljuéne rijeci i, ili’, 'ne’, ’ako’ i slitne. Znanost koja se bavi procesima logickog zakljucivanja,
odnosno formama i zakonima misljenja poznata je jo§ iz drevne Grcke, a zove se logika. Engleski
matematicar George Boole prvi je proveo matematicku analizu logike sudova. Algebra za analizu
logike, odnosno logicka algebra zove se Booleova algebra. Znacajniji interes za razvoj ove grane
matematike porastao je nakon njene uspjeSne primjene u analizi relejnih sklopova u telefonskim

centralama i ra¢unskim strojevima.
Da bi se Booleova algebra mogla uspjesno primijeniti, potrebno je definirati sljedece:
e skup od dva ili viSe razli¢itih ¢lanova (elemenata) S = {a, b, ¢, d,...},
— za dvoclanu Booleovu algebru skup S ima dva ¢lana: S — {0, 1},
e operatore + i X koji primijenjeni na ¢lanove skupa S proizvode novog ¢lana iz skupa 5,

e skup aksioma.

Za prakti¢nu primjenu Booleove algebre vazno je poznavati zakone Booleove algebre koji se
sastoje od aksioma i teorema. U nastavku ¢e biti spomenuti najvazniji.

1. aksiom o neutralnom elementu

Arb=4 (3.1)
2. aksiom o komplementu -
Ard= ) (3.2)
3. zakon komutacije
A+B=B+A (3.3)
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4. zakon distribucije
A- (B+C)=A-B+A-C

A+B-C=(A+B)-(A+C) (3-4)
Iz aksioma se izvode neki od sljedeéih teorema.
1. zakon dominacije
A+1=1
40— (3.5)
2. zakon idempotencije
A+A=A
A A— A (3.6)
3. zakon involucije o
A=A (3.7)
4. zakon apsorcije
A+A-B=A
A-(A+B)=A4 (38)
5. zakon asocijacije
A+ (B+C)=(A+B)+C (3.9)
A-(B-C)=(A-B)-C ’
6. De Morganov zakon
A+B=A-B
A-B=A+B (3.10)
7. generalizirani De Morganov zakon
A+B+C+..=A-B-C- (3.11)
A-B-C-..=A+B+C+ '
8. zakon simplifikacije
A-B+A-B=A
(A+B)-(A+B)=A (3.12)

Logic¢ka funkcija je logicka varijabla koja poprima logi¢ke vrijednosti 0 ili 1, ovisno o vrijednostima
nezavisnih logickih varijabli povezanih logickim operatorima u logickom izrazu. Osnovne logicke
funkcije, njihove tablice kombinacija, simboli, Booleovi izrazi i realizacija pomoc¢u sklopki prikazani
su na slici 3.1l

Osnovne logitke funkcije su (slika [3.1)):

e [ - logicka funkcija koja na svom izlazu poprima logi¢ku vrijednost 1 samo ako su svi njeni
ulazi u logi¢koj vrijednosti 1. T funkcija dviju logic¢kih varijabli definira se kao f = A - B.
Izraz f = A- B moZe se skrac¢eno pisati kao f = AB.

e LI - logi¢ka funkcija koja na svom izlazu poprima logic¢ku vrijednost 0 samo ako su svi njeni
ulazi u logickoj vrijednosti 0. ILI funkcija dviju logic¢kih varijabli definira se kao f = A+ B.

e NE - logicka funkcija koja na svom izlazu poprima negaciju (komplement) logicke vrijednosti

na svom ulazu. NE funkcija jedne logicke varijable definira se kao f = A.
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Operator Sklop sa sklopkama Tablica kombinacija Simbol Booleov izraz
A B A| B | f
oo oo 0 0 0
A —
I 4 0] 1]0 B /| f=4'B
Us | 1|1 0] 0 ]
1|11
A A B[]
] 0ol ,
ILI B 0|11 ) f| f=4+B
3 L2 1101 B D
Us 111
=] — )
NE | = A ]/ b2y 0|1 4 — > s f=4
Us
1|0

Slika 3.1: Osnovne logicke funkcije

I¥” Primjer 3.1.1

Napigite tablicu kombinacija za logi¢ku funkciju f(A,B,C,D) = AD + BC + BCD.

£ RjeSenje:

Logicka funkcija Cetiri varijable (A, B,C, D) ima 2* = 16 moguc¢ih kombinacija. Opéenito,
logicka funkcija n varijabli ima 2" moguéih kombinacija. Tablica kombinacija popunjava se
najprije sa svim mogué¢im kombinacijama ulaznih varijabli (A, B,C, D). Prva kombinacija je
0000, druga kombinacija je 0001 itd. Kombinacije su 4-bitni binarni brojevi dekadskih vrijednosti
redom od 0 (00002) do 15 (11119). Logicka funkcija f(A,B,C,D) sastoji se od tri produkta (I
operator) koji su povezani operatorom sume (ILI operator). Tablica kombinacija za logicku
funkciju f(A,B,C,D) = AD + BC + BCD prikazana je tablicom Za svaki produkt logicke
funkcije f(A,B,C,D) napravljen je stupac istinitosti. Prvi produkt logicke funkcije f(A,B,C,D)
je AD. Produkt AD imat ¢ée logicku vrijednost 1 samo kada su logicke varijable A i D u logickoj
vrijednosti 1. U tablici vidimo da je to slu¢aj kod kombinacija 10001, 1011, 1101 i 1111.
Za ostale vrijednosti logickih varijabli A i D produkt AD imat ¢e vrijednost 0. Drugi produkt
logicke funkcije f(A,B,C,D) je BC. Produkt BC imat ¢e logicku vrijednost 1 samo kada je
logicka varijabla B u logi¢koj vrijednosti 1 i C u logic¢koj vrijednosti 0. U tablici vidimo da je
to slucaj kod kombinacija 0100, 0101, 1100 i 1101. Za ostale vrijednosti logickih varijabli B i C'
produkt BC imat ¢e vrijednost 0. Po istom obrascu mozemo popuniti stupac produkta BCD.
Vrijednost logicke funkcije f(A,B,C,D) bit ¢e 1 kada je barem jedan produkt u stanju logicke
vrijednosti 1.
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Tablica 3.1: Tablica kombinacija za logi¢ku funkciju f(A,B,C,D) = AD + BC + BCD

AlB|c|D|AD|BC | BCeD | f
0]0Jl0]0] 0 | O 0 |0
0ojlojlo|[1] o0 |0 0 [0
ojlol1]o] 0 |0 0 [0
ojlolL][1] 0| o0 1 |1
o100 0 | 1 0 |1
o101 o0 |1 0 |1
o110 o0 [ o0 0 [0
0ol1|1[1] 0 [0 0 [0
1lojolo|l oo 0 [0
t(olor| 1t o 0 [1
tjfo[1lofl oo 0 [0
tjolt]t| 1o 1 |1
T[1lo]o| o [ 1 0 [1
Tl1]ol1 | 1 1 0 |1
T[1lt1]o| oo 0 [0
Tt 1o 0 [1

" Primjer 3.1.2

Zadane su logicke funkcije:

f1(A,B,C) = ABC + ABC + ABC

Pokazite da su logicke funkcije f1(A,B,C) i fa2(A,B,C) jednake pomocu:
a) tablice kombinacija,
b) zakona Booleove algebre.

£5 RjeSenje:

Dvije jednake logicke funkcije mogu biti zapisane na razli¢ite nacine. Jednakost dviju logickih
funkcija moguce je jednoznac¢no utvrditi pomocu tablice kombinacija ili pomoéu zakona Booleove
algebre.

a) Tablica kombinacija za logicke funkcije f1(A,B,C) = ABC + ABC + ABC'i f3(A,B,C) =
AB + BC prikazana je tablicom

Tablica 3.2: Tablica kombinacija za logic¢ke funkcije f1(A,B,C) = ABC + ABC + ABC'i
f2(A,B,C) = AB + BC

A|B|C|ABC | ABC | ABC | f, | AB | BC | f»
0]0]0] 0 0 0 o] o] o0]o
0jlo]| 1] o© 0 0o o[ o oo
0|10 1 0 o 1| o[ 1 [1
0|1 1] o0 0 0 ol o o0 [o
1[o]o] o 0 0o o[ o] oo
1[o|1] o 0 0 o[ o 0o
110 o 1 o 1|1 [ 1 [1
1[1[1| o 0 1 [ttt ]o |1
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Tablica[3.2ima 8 mogucih kombinacija jer su logitke funkcije f1(A,B,C) 1 f2(A,B,C) funkcije
tri varijable (2% = 8). Popunjavanje tablice kombinacija radi se po istom obrascu kao u prethodnom
primjeru. Kako bi logicke funkcije f1(A4,B,C)1 fa(A,B,C) bile jednake, stupci u tablici kombinacija
moraju im biti jednaki. Prema tablici [3.2]logicke funkcije f1(A4,B,C) i f2(A4,B,C) jednake su jer
su im stupci u tablici kombinacija jednaki.

b) Jednakost dviju logickih funkcija moguce je pokazati i zakonima Booleove algebre.
Pokusajmo logicku funkciju f1(A,B,C) svesti na funkciju f2(A,B,C). Koriste¢i zakon
idempotencije , a zatim zakon distribucije slijedi:

f1(A,B,C) = ABC + ABC + ABC
f1(A,B,C) = ABC + ABC + ABC +ABC
—

B X
fI(AB,C)=(A+ A)BC+AB(C +C).
(£ B4

Prema aksiomu o komplementu (3.2) vrijedi da je A+ A = C + C = 1 pa se prethodni izraz
moze pojednostaviti:

fi(A,B,C) = (A+ A) BC + AB(C + O)
N—— N——

1 1
fl(A,B,C) = BC + AB = fQ(A,B,C)

Pokazali smo da su logicke funkcije f1(A4,B,C) i f2(A,B,C) jednake.

3.1.1 Zadaci za vjezbu

QD Zadatak 3.1.1
Napigite tablicu kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C,D) = BC + AD + ABD.

Q Zadatak 3.1.2

Zadane su logicke funkcije:

f1(A,B,C) = AB + AB + ABC
2(A,B,C) = B + AC.

Pokazite da su logicke funkcije f1(A,B,C) i f2(A,B,C) jednake pomocu:
a) tablice kombinacija,
b) zakona Booleove algebre.
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3.2 Kanonski oblik logickih funkcija

Logi¢ka funkcija zadana tablicom kombinacija mozZe se prikazati na dva naéina:
1. polazi se od uvjeta da vrijednost logicke funkcije bude logi¢ka vrijednost 1,
2. polazi se od uvjeta da vrijednost logicke funkcije bude logicka vrijednost 0.
Na ta se dva nacina logicka funkcija moze prikazati u dva kanonska oblika.

Tablica 3.3: Tablica kombinacija za proizvoljnu logi¢ku funkciju dvije varijable (mintermi)

A|B \ﬁfl‘jgfjt Mintermi
010 vg =10 mo = AB
011 v =0 m; = AB
110 vy = () me = AB
111 vy = 1 m3 = AB

Vrijednost funkcije v; (i = 0,1,2,3) definirana je za svaku kombinaciju logi¢kih varijabli A

i B (v; moze poprimiti logicku vrijednost 0 ili 1). Minterm je produktni ¢lan koji sadrzi sve
nezavisne varijable logicke funkcije tako da je vrijednost produkta jednaka 1 (ako je vrijednost
logictke varijable 0, tada se varijabla invertira). Logicka funkcija definirana tablicom moze se
zapisati kao:

fm =v9 -mo+v1-m1+vy-mo—+vs-ms

fm=0-(AB)+0-(AB)+0-(AB)+1-(AB) = AB.
Opcenito za logicku funkciju n varijabli vrijedi:

n—1

f=> vim (3.13)
=0

Zapis logitke funkcije (3.13)) prvi je kanonski zapis i zove se standardni disjunktivni oblik jer
su mintermi povezani ILI funkcijom, odnosno disjunkcijom. Logicka se funkcija prema relaciji
(3-13]) zapisuje u obliku sume minterma m;.

Tablica 3.4: Tablica kombinacija za proizvoljnu logicku funkciju dvije varijable (makstermi)

A|B Vfrjﬂfﬁg;;t Makstermi

010 vp =0 My = (A+ B)
011 v =0 M; = (A+ B)
110 vg = 0 My = (A+ B)
11 vy — 1 M3 = (A + B)

Vrijednost funkcije v; (i = 0,1,2,3) definirana je za svaku kombinaciju logickih varijabli A1 B
(v; moze poprimiti logicku vrijednost 0 ili 1). Maksterm je suma ¢lan koji sadrZi sve nezavisne
varijable logi¢ke funkcije tako da je vrijednost sume jednaka 0 (ako je vrijednost logicke varijable
1, tada se varijabla invertira). Logic¢ka funkcija definirana tablicom moze se zapisati kao:

v = (’UQ—FMO)-(Ul—l-Ml)-(UQJ- Mz)-(vgi—l- M3) o
fu=0+(A+B) -0+ A+B) (0+(A+B))-(1+(A+B))
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Op¢enito za logicku funkciju n varijabli vrijedi:

2" —1

f=1] @i+ ). (3.14)

1=0

Zapis logicke funkcije drugi je kanonski zapis i zove se standardni konjuktivni oblik
jer su makstermi povezani I funkcijom, odnosno konjukcijom. Logicka se funkcija prema relaciji
zapisuje u obliku produkta maksterma M;. U oba kanonska oblika logi¢ka funkcija mora
biti jednaka. Pomoc¢u sume minterma dobili smo funkciju f,, = AB, a pomoé¢u produkta
maksterma dobili smo funkciju fiy = (A+ B) - (A+ B) - (A+ B).

Primjenom teorema i aksioma Booleove algebre pokazat ¢emo da vrijedi fas = fin:

fu=(A+B) - (A+B)(A+ B) = (4,4+A§+AB+§§)(Z+B)

fum=(A+AB+ AB)(A+ B) = AOA + AfA + A?A +AB + AJOBB + AZB

fu=AB+ AB = AB = f,,.

Logicka funkcija prikazana u kanonskom obliku sume minterma i produkta maksterma moze
se pisati skra¢eno. Na primjer, logicka funkcija tri varijable definirana sumom mintermas:

f(AB,C) = mg + mq +msz +mg +my
skraéeno se moze zapisati na sljedeéi nadin:
f(A,B,C) =) (0,1,5,6,7).
Logicka funkcija tri varijable definirana produktom maksterma:
f(A,B,C) = My - Mg - My

skra¢eno se moze zapisati na sljedeéi nadin:

f(ABC)=]](234).

" Primjer 3.2.1

Zadana je logitka funkcija f(A,B,C) u obliku tablice kombinacija (tablica [3.5]).

Tablica 3.5: Tablica kombinacija za logi¢ku funkciju f(A,B,C)

s
sy
Q
-

e Bl Bl Bl E== K==l Han) Nan}
| —lololrl~lolo
= el Il el Bl Nenl N Nan
—— OO O = =] =

a) Zapisite logi¢ku funkciju f(A,B,C) u obliku sume minterma.
b) Zapisite logicku funkciju f(A4,B,C) u obliku produkta maksterma.
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¢) Primjenom zakona logicke algebre pokazite da su obje logicke funkcije jednake.

#5 RjeSenje: 7Za prvo ¢emo razmatranje tablicu kombinacija progiriti s mintermima, i
makstermima (tablica [3.6]).

Tablica 3.6: Progirena tablica kombinacija za logicke funkcije f(A,B,C)

A| B |C | f | Mintermi | Makstermi
0 0 0 1 mo MO
0 0 1 1 mq M1
0 1 0 1 mgo M2
0 1 1 0 ms M3
1 0 0 0 may M4
1 0 1 0 ms M 5
1]170]1 me Mg
1711111 my M~

a) Logicku funkciju f(A,B,C) definiraju mintermi za koje funkcija ima vrijednost 1. Prema
tome, vrijedi sljedeca relacija:

f(Aanc) = 2(0)17276’7) = mg + my1 + ma + mg + mry.

Za minterm my logicke varijable imaju vrijednosti A = 0, B = 01 C = 0. Za te vrijednosti
varijabli minterm mg mora imati vrijednost 1 (mg = 1). Buducéi da je minterm umnozak logic¢kih
varijabli, za minterm mq vrijedi sljedece: mg = ABC =0-0-0=1-1-1= 1. Za minterm m;
logicke varijable imaju vrijednosti A =0, B=0iC = 1pajem; = ABC =0-0-1=1-1-1=1.
Na isti na¢in dobit ¢emo i ostale minterme.

Logicka funkcija f(A,B,C) definirana sumom minterma je:

f(A,B,C)=> (0,1,26,7) = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC.

Opcenito, kod kreiranja minterma logicka varijabla bit ¢e invertirana ako je vrijednost varijable
za taj minterm 0, a nece biti invertirana ako je vrijednost varijable za taj minterm 1. Nakon ovog
razmatranja tablicu kombinacija ne¢emo viSe proSirivati mintermima, ve¢ ¢emo sumu minterma
ispisati direktno iz tablice kombinacija.

b) Logic¢ku funkciju f(A,B,C) definiraju makstermi za koje funkcija ima vrijednost 0. Prema
tome, vrijedi sljedeca relacija:

f(AB,C) =[](345) = Mz - My - M.

Za maksterm M3 logicke varijable imaju vrijednosti A = 0, B =11 C = 1. Za te vrijednosti
varijabli maksterm M3 mora imati vrijednost 0 (M3 = 0). Budué¢i da je maksterm suma logic¢kih
varijabli, za maksterm M3 vrijedi sljede¢e: M3 = A+ B+C =0+1+1=0+0+0=0. Za
maksterm My logicke varijable imaju vrijednosti A =1, B=0iC = 0paje My =A+B+C =
1+04+0=0+0+0=0. Na isti nacin dobit ¢emo i ostale maksterme.

Logicka funkcija f(A,B,C) definirana produktom maksterma je:
f(AB,C)=]]345)=(A+B+C) (A+B+C)-(A+B+C).

Opéenito, kod kreiranja maksterma logicka varijabla bit ¢e invertirana ako je vrijednost
varijable za taj maksterm 1, a nece biti invertirana ako je vrijednost varijable za taj maksterm
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0. Nakon ovog razmatranja tablicu kombinacija ne¢emo viSe proSirivati makstermima, ve¢ ¢emo
produkt maksterma ispisati direktno iz tablice kombinacija.

¢) Primjenom teorema i aksioma Booleove algebre pokazat ¢emo da vrijedi f(A,B,C) =
>(0,1,2,6,7) = [](3,4,5). Jednakost ¢emo pokazati svodenjem produkta maksterma na sumu
minterma:

f(ABC)=11(3845)=(A+B+0)-(A+B+C)-(A+B+C)=
:@?+M&H@+AE+€?+&H¢W+Bc+ggyM+B+C)
= (AB+AC + AB +BC + AC +BC)-(A+B+C) =

= AAB + AAC +AAB + ABC + AAC + ABC + ABB + ABC + ABB + BBC’ +ABC+

0 0
+BBC + ABC + ACC +ABC + BCC +ACC + BCC =

0 _ _
+ABC+AC+ABC+AB+ABC+ABC+BC+ABC+ BC + AC +
A(B+1)

AB
1+C)+A(1+B)C+AB(1+C)+(A+1)BC+ (A+1)BC + A(
~— ~—— —_— = ~——

O

6’:

NN
ool Gl
Q\ U:l

1 1 1 1 1 1
+AC +AB+ BC+ BC + AC = AB+ AC + AB + BC =

= AB

= AB(C +C)+A(B+ B)C + AB(C 4 C) + (A+ A)BC =

= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC =
= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC =

=Y(0,1,2,6,7)

¥” Primjer 3.2.2
Zadana je logicka funkcija f(A,B,C):
f(AB,C) =Y (036,7)

a) Zapisite logitku funkciju f(A,B,C) u obliku sume minterma.
b) Zapisite logi¢ku funkciju f(A4,B,C) u obliku produkta maksterma.
c¢) Napisite tablicu kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C).

£ RjeSenje:
a) Logicka funkcija f(A,B,C) u obliku sume minterma ima sljedec¢i oblik:

f(A,B,C) = (0,3,6,7) = mg +ms3 +mg + my = ABC + ABC + ABC + ABC.

b) Logicku funkciju f(A,B,C) definiraju mintermi za koje funkcija ima vrijednost 1,
odnosno makstermi za koje funkcija ima vrijednost 0. U skra¢enom zapisu funkcije u obliku sume
minterma nalaze se indeksi minterma za koje logicka funkcija ima vrijednost 1. Prema tome,
skraceni zapis funkcije u obliku produkta maksterma imat ¢e sve indekse koji nisu sadrzani u
skraéenom zapisu funkcije pomodéu sume mintermas

f(AB,C) =) (0367) = [[(1.245).
Logicka funkcija f(A,B,C) u obliku produkta maksterma ima sljedeci oblik:
f(AB,C) =[](1,245) = My-My-My-M; = (A+B+C) - (A+B+C) - (A+B+C) - (A+B+0).

¢) Tablica kombinacija za logicku funkciju f(A4,B,C) = >(0,3,6,7) = [[(1,2,4,5) prikazana
je tablicom [3.7] U tablici dodan je stupac s indeksima minterma, odnosno maksterma kako
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bi lakse bilo popuniti tablicu. Logicka funkcija f(A,B,C) ima vrijednost 1 za indekse 0, 3, 61 7,
a vrijednost 0 za indekse 1, 2, 4 1 5. Tablica moze se popuniti direktno ili na temelju sume
minterma ili na temelju produkta maksterma.

Tablica 3.7: Tablica kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C) = >2(0,3,6,7) = [[(1,2,4,5)

i |A|B|C]|f
0100 107]1
11007170
210111701060
3101 1]1
411101010
5111011160
6111 0]1
7171 1]1

" Primjer 3.2.3
Zadana je logicka funkcija f(A,B,C,D):
f(A,B,C,D) =[] (3:4,5,9,10,11,15).

a) Zapiite logi¢ku funkciju f(A,B,C,D) u obliku produkta maksterma.
b) Zapisite logicku funkciju f(A,B,C,D) u obliku sume minterma.
c¢) Napisite tablicu kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C,D).

£ RjeSenje:
a) Logictka funkcija f(A,B,C,D) u obliku produkta maksterma ima sljede¢i oblik:

f(A>Bvch)f H7(374a5a971g11715) :M3 'M4'7M5 M97M107 Mll 'Ml5 :7
=(A+B+C+D)- (A+B+C+D) - (A+B+C+D)- (A+B+C+D)
(A+B+C+D)-(A+B+C+D) - (A+B+C +D).

b) U skrac¢enom zapisu funkcije u obliku produkta maksterma nalaze se indeksi maksterma
za koje logicka funkcija ima vrijednost 0. Prema tome, skraceni zapis funkcije pomocu sume
minterma imat ¢e sve indekse koji nisu sadrzani u skra¢enom zapisu funkcije pomocéu produkta
maksterma:

f(A,B,C.D) = [[(34,5,9,10,11,15) = > (0,1,2,6,7,8,12,13,14).

Logicka funkcija f(A,B,C,D) u obliku sume minterma ima sljedec¢i oblik:

F(AB,C,D) =5 (0,1,2,6,7,8,12,13,14) =mo + my +ma + me + m7 + mg + mip +mag + miy =
= ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD.

c) Tablica kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C,D) = 1]](3,4,5,9,10,11,15) =
= >(0,1,2,6,7,8,12,13,14) prikazana je tablicom U tablici dodan je stupac s indeksima
minterma, odnosno maksterma kako bi lakSe bilo popuniti tablicu. Logicka funkcija f(A,B,C,D)
ima vrijednost 1 za indekse 0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13 i 14, a vrijednost 0 za indekse 3, 4, 5, 9, 10, 11 i
15. Tablica moze se popuniti direktno ili na temelju sume minterma ili na temelju produkta
maksterma.
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Tablica 3.8: Tablica kombinacija za logicku funkciju
f(A,B,C.D) =1](3,4,5,9,10,11,15) = > (0,1,2,6,7,8,12,13,14)

ilA|Blc|D]|f
0lololo0]o0]1L
tlololo[1]1
2ofo[1]o0]1
slofo[1]1]o0
f{ol1lo]o]o
5(o[1][0]1]0
6 0|1 [1]0]1
7lol1 111
s1lofo|o]1
o[t lolo]1]o0
wl1[ol1]0]o0
im[rjof1]1]o0
211|001
Bl1]1]o[1]1
1|1t ]o]1
51|11 ][1]0

%" Primjer 3.2.4
Zadana je logitka funkcija f(A,B,C):
f(A,B,C) =B+ AC.

a) Zapisite logi¢ku funkciju f(A,B,C) u obliku sume minterma.
b) Zapisite logicku funkciju f(A4,B,C) u obliku produkta maksterma.
¢) Napisite tablicu kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C).

£ RjeSenje: a) Logicka funkcija f(A,B,C) = B + AC nije napisana u standardnom
kanonskom obliku. Potrebno ju je prosiriti na kanonski oblik koriste¢i zakone Booleove algebre
(aksiom o komplementu A + A = 1 i zakon distribucije A - (B + C) = AB + AC):

f(ABC)=B+AC=1-B-1+A4-1.C=(A+A)-B-(C+C)+A-(B+B)-C=
= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC =
=>(2,3,5,6,7).

Dobiveni izraz predstavlja zapis logicke funkcije f(A,B,C) u obliku sume minterma.

b) Logicka funkcija f(A,B,C') = B + AC moze se profiriti na kanonski oblik koriste¢i zakone
Booleove algebre (aksiom o komplementu AA = 0 i zakon distribucije A+ BC = (A+B)-(A+C)):

f(AABC)=B+AC=(B+A)(B+C)=(A+B+0)(0+B+C)=
=(A+B+CC)(AA+B+C)=((A+B+C)-(A+B+CQC))(A+B+C)- (A+B+0Q)) =
=(A+B+C)- (A+B+0C)-(A+B+C)=]](0,1,4)

Dobiveni izraz predstavlja zapis logicke funkcije f(A,B,C) u obliku produkta maksterma.
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c¢) Tablica kombinacija za logicku funkciju f(A4,B,C) = >(2,3,5,6,7) = [][(0,1,4) prikazana
je tablicom [3.9] U tablici dodan je stupac s indeksima minterma, odnosno maksterma kako
bi lakse bilo popuniti tablicu. Logicka funkcija f(A,B,C) ima vrijednost 1 za indekse 2, 3, 5, 6 i
7, a vrijednost 0 za indekse 0, 1, i 4. Tablica moze se popuniti direktno ili na temelju sume
minterma ili na temelju produkta maksterma.

Tablica 3.9: Tablica kombinacija za logi¢ku funkciju f(A,B,C) = >2(2,3,5,6,7) = [](0,1,4)

i|A|B|C]|f
010]0107]0
11001170
2101 107]1
3101 1]1
411101010
5110 1]1
6111 ,07]1
Ti11]1]1

3.2.1 Zadaci za vjezbu

® Zadatak 3.2.1
Zadana je logitka funkcija f(A,B,C) u obliku tablice kombinacija (tablica |3.10]).

Tablica 3.10: Tablica kombinacija za logicke funkcije f(A,B,C)

AlBlc|y
0]0]0]0
00 |1]0
0101
0] 1]1]1L
1001
1011
1[1]0][1
1[1]1]o0

a) Zapisite logicku funkciju f(A,B,C) u obliku sume minterma.
b) Zapisite logicku funkciju f(A,B,C) u obliku produkta maksterma.
c¢) Primjenom zakona logicke algebre pokazite da su obje logicke funkcije jednake.

QN Zadatak 3.2.2

Zadana je logitka funkcija f(A,B,C):

F(A,B,C) =) (1,24,5).

a) Zapisite logicku funkciju f(A,B,C) u obliku sume minterma.
b) Zapisite logicku funkciju f(A4,B,C) u obliku produkta maksterma.
c¢) Napisite tablicu kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C).
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Q Zadatak 3.2.3
Zadana je logicka funkcija f(A,B,C,D):
f(A,B,C.D) = [](0,1,2,6,7,8,12,13,14).
a) Zapigite logi¢ku funkciju f(A,B,C,D) u obliku produkta maksterma.

b) Zapisite logicku funkciju f(A4,B,C,D) u obliku sume minterma.
c¢) Napisite tablicu kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C,D).

QD Zadatak 3.2.4
Zadana je logicka funkcija f(A,B,C):
f(A,B,C) = AB + AC.

a) Zapigite logicku funkciju f(A,B,C) u obliku sume minterma.
b) Zapisite logicku funkciju f(A,B,C) u obliku produkta maksterma.
c¢) Napisite tablicu kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C).

3.3 Komplementarne i dualne funkcije

Logicka funkcija ¢ija je vrijednost komplementarna funkciji f zove se komplementarna
funkcija. Za logi¢ku funkciju zadanu sumom minterma:

2n—1
f=>Y" vim (3.15)
i=0
komplementarna funkcija f ima oblik:

2n—1
=Y wmi. (3.16)

Za logicku funkciju zadanu produktom maksterma:

2" —1
f=1] @i+ M) (3.17)
=0
komplementarna funkcija f ima oblik:
2n—1
F=1] @+ M. (3.18)
i=0

U izrazima do n je broj logi¢kih varijabli funkcija f i f. Ako u logickoj funkciji
f zamijenimo operatore - i + te vrijednosti konstanti 0 i 1 (ako ih ima), dobit ¢emo dualnu
funkciju fp. Na primjer, za funkciju f(4,B,C) = AB + BC dualna je funkcija fp(A,B,C) =
(A+B)-(B+C0). Izraz za dualnu funkciju koristi se za jednostavnije dobivanje komplementarne

funkcije:
f(AB.C,..) = fp(A,B,C,...). (3.19)
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" Primjer 3.3.1
Zadana je logi¢ka funkcija f(A,B,C):
f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC

a) Nadite komplementarnu funkciju prema izrazu (3.16]).
b) Nadite komplementarnu funkciju komplementiranjem zadane funkcije.
¢) Nadite komplementarnu funkciju pomocéu dualne funkcije.

£ RjeSenje:  a) Raspigimo funkciju f(A,B,C) prema izrazu (3.15):

f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC = mj + mg + m7 =
=0-mg+1-mi+0-ma4+0-m3g+0-mg+0-ms+1-mg+1-my

Komplementarnu funkciju f(A,B,C) dobit ¢éemo pomocu izraza ([3.16):

f(ABC)=0-my+1-m +0-ma+0-m3+0-mg+0-ms+1-mg+1-my=
=1-mg+0-mi+1-mo+1-m3g+1-mg+1-m54+0-mg+0-my=
=mg + ma +mg + mg+mz =.(0,2,3,4,5).

b) Ako komplementiramo zadanu logicku funkciju f(A,B,C), dobit ¢emo komplementarnu
funkciju f(A,B,C):

F(A,B,C) = f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC.

Prema generaliziranom De Morganovom teoremu (3.11)) vrijedi:

f(A,B,C) = f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC = ABC - ABC - ABC =
=(A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+0)=(A+B+C)-(A+B+0)-(A+B+0C) =
= M; - Mg - M7 =]](1,6,7) = >.(0,2,3,4,5).

Rezultat koji smo dobili jednak je rezultatu dobivenom u a) dijelu primjera, no zapisan u
obliku produkta maksterma.

¢) Dualnu funkciju fp(A4,B,C) dobit éemo tako da zamijenimo operatore - i + u logickoj
funkeiji f(A,B,C):

fp(ABC)=(A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+0C).

Ako u dualnoj funkciji fp(A,B,C) komplementiramo varijable, dobit ¢emo komplementarnu
funkciju f(A,B,C):

].(AvaC) = fD(

B.C) = ( B+0C)-(A+B+C) =
=(A+B+C)-(A+B+0)-(

My - Mg - My =T (1,6,7) = 3(0,2,3,4,5).

s eY
N
Il +

Rezultat koji smo dobili jednak je rezultatu dobivenom u b) dijelu primjera.
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3.3.1 Zadaci za vjezbu

& Zadatak 3.3.1
Zadana je logitka funkcija f(A,B,C):
f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC

a) Nadite komplementarnu funkciju prema izrazu (3.16]).
b) Nadite komplementarnu funkciju komplementiranjem zadane funkcije.
c¢) Nadite komplementarnu funkciju pomocéu dualne funkcije.

3.4 Osnovne logicke funkcije i univerzalne logicke funkcije

Svaka logicka funkcija moze se prikazati u kanonskom obliku kori§tenjem tri logicka operatora:
logi¢kog zbrajanja, logi¢kog mnozenja i komplementiranja. Primitivne ili osnovne funkcije one su
funkcije pomocu kojih se mogu prikazati sve ostale funkcije. To ne moraju biti samo spomenute
tri funkcije, ve¢ bilo koja grupa funkcija pomoé¢u kojih se mogu prikazati sve ostale. Primjeri
skupova osnovnih funkcija su:

e I, ILI, NE,
e I, NE,

o ILI, NE,
o NI

)

e NILI.

Logicke funkcije NI i NILI univerzalne su funkcije jer se pomocu njih mogu prikazati sve ostale
logicke funkcije. Univerzalne logicke funkcije, njihove tablice kombinacija, simboli i Booleovi
izrazi prikazani su na slici [3.2]

Operator | Tablica kombinacija Simbol Booleov izraz
A|B | f
001 4 L
NI 01 1]1 . fl f=4'B
1lof1]| B j
110
A|B | f
01011 4 -
NILI 0|10 D;‘ f=4+B
100 |2
11110

Slika 3.2: Univerzalne logicke funkcije NI i NILI
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Osnovne logi¢ke funkcije i univerzalne logicke funkcije ostvaruju se istoimenim sklopovima
(npr. NT logicka funkcija ostvaruje se NI sklopom).

" Primjer 3.4.1

Izvedite sljede¢e osnovne logicke funkcije pomocéu NI logickih sklopova:
a) NE - f = A,

b)I- f=AB,

c)ILI- f=A+B.

£ RjeSenje:
Za sve izvode u ovom primjeru koristit ¢e se De Morganov zakon ([3.10) i osnovni zakoni
Booleove algebre.

a) NE sklop ima jedan ulaz, dok NI sklop ima dva ili vise ulaza. Za NE logitku funkciju
vrijedi:

f=A=74

NE logi¢ku funkciju mogucée je ostvariti pomocu jednog NI sklopa ¢iji su ulazi kratko spojeni

(slika [3.3).
e D3

Slika 3.3: NE logicka funkcija izvedena NI sklopom

b) Za I logicku funkciju vrijedi: o
f=AB=AB.

I logi¢ku funkciju moguce je ostvariti pomocu dva NI sklopa (slika [3.4).

A-B

4 > »f-4B-48

Slika 3.4: I logicka funkcija izvedena NI sklopovima

¢) Za ILI logicku funkciju vrijedi:

f=A+B=A+B=A4B.

ILI logitku funkciju moguce je ostvariti pomocu tri NI sklopa (slika .
D

Bo—{ |

Slika 3.5: ILI logic¢ka funkcija izvedena NI sklopovima

B
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" Primjer 3.4.2

Izvedite sljedeé¢e osnovne logicke funkcije pomocéu NILI logickih sklopova:
a) NE - f = A,

b)I- f=AB,

c)ILI- f=A+B.

£ RjeSenje:
Za sve izvode u ovom primjeru koristit ¢e se De Morganov zakon ([3.10) i osnovni zakoni
Booleove algebre.

a) NE sklop ima jedan ulaz, dok NILI sklop ima dva ili vise ulaza. Za NE logi¢ku funkciju
vrijedi:

f=A=A+A.

NE logi¢ku funkciju moguce je ostvariti pomocu jednog NILI sklopa ¢iji su ulazi kratko spojeni

(slika [3.6)).
,40—{i[:>—4%f22

Slika 3.6: NE logicka funkcija izvedena NILI sklopom

b) Za I logicku funkciju vrijedi:

f=AB=AB=A+B

I logicku funkciju moguce je ostvariti pomocu tri NILI sklopa (slika [3.7)).

Slika 3.7: I logicka funkcija izvedena NILI sklopovima

¢) Za ILI logicku funkciju vrijedi:

f=A+B=A4+B.

ILI logitku funkciju moguce je ostvariti pomoc¢u dva NILI sklopa (slika .

y A+B
D D

Slika 3.8: ILI logic¢ka funkcija izvedena NILI sklopovima
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" Primjer 3.4.3

Zadana je logicka funkcija:
f(A,B,C) = AB + BC.

a) Realizirajte funkciju f(A,B,C) pomocu NI sklopova.
b) Realizirajte funkciju f(A,B,C) pomocu NILI sklopova.

£ RjeSenje: a) Logicka funkcija f(A4,B,C) = AB + BC sklopovski se moZe realizirati
pomoc¢u dva NE sklopa, dva I sklopa i jednog ILI sklopa. Navedene sklopove potrebno je
zamijeniti sklopovima sa slika , i . Logi¢ka funkcija f(A4,B,0) = AB + BC realizirana
NI sklopovima prikazana je na slici [3.9]

Ao = =

ég
;
]

‘ R S 3
’ %{N?B' 777777777777777 5| il
|
I sklop

Slika 3.9: Logicka funkcija f(A,B,C) = AB + BC realizirana NI sklopovima,

_ Na slici postoje serijski povezani NI sklopovi u funkciji NE sklopa. Prema teoremu (3.7)
(A = A), dva serijski povezana NI sklopa u funkciji NE sklopa mogu se izbaciti pa se dobije
sklop sa slike [3.10]

Ao

_ D’ﬂ
o] 3—];:

j)—
co—] P&

Slika 3.10: Logi¢ka funkcija f(A,B,C) = AB + BC realizirana NI sklopovima - reducirani sklop

=)
9]

Primjenom De Morganovog teorema na logicku funkciju f(A,B,C) dobit ¢emo:

f(A,B.C) = f(A,B,C) = AB+ BC = AB - BC.

Dobiveni izraz za logicku funkciju f(A,B,C) mozZe se realizirati pomocu 5 NI sklopova, a realizacija
je ista kao na slici

b) Logicka funkcija f(A,B,C) = AB + BC sklopovski se moZe realizirati pomoc¢u dva NE
sklopa, dva I sklopa i jednog ILI sklopa. Navedene sklopove potrebno je zamijeniti sklopovima sa
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slika , i. Logitka funkcija f(A,B,C) = AB+ BC realizirana NILI sklopovima prikazana
je na slici

Slika 3.11: Logi¢ka funkcija f(A,B,C) = AB + BC realizirana NILI sklopovima

Na slici postoje serijski povezani NILI sklopovi u funkciji NE sklopa. Prema teoremu
(3.7) (A = A), dva serijski povezana NILI sklopa u funkciji NE sklopa mogu se izbaciti pa se
dobije sklop sa slike

’:I>?+C
Co

Slika 3.12: Logicka funkcija f(A,B,C) = AB + BC realizirana NILI sklopovima - reducirani
sklop

Primjenom De Morganovog teorema na logicku funkciju f(A,B,C) dobit ¢emo:

f(AB,C)=f(ABC)=AB+BC=AB-BC=A+B+B+C.
Dobiveni izraz za logitku funkciju f(A,B,C') moze se realizirati pomoé¢u 5 NILI sklopova, a
realizacija je ista kao na slici [3.12]
i¥” Primjer 3.4.4
Zadana je logitka funkcija (EX ILI (iskljucivo ILI)):
f(AB)=A® B.

a) Realizirajte funkciju f(A,B) pomocu osnovnih logickih sklopova.
b) Realizirajte funkciju f(A,B) pomocu NI sklopova.
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£ RjeSenje:
Tablica kombinacija logic¢ke funkcije EX ILI prikazana je tablicom Logicka funkcija EX
ILI ima logi¢ku vrijednost 1 kada su logicke varijable A i B razlicite.

Tablica 3.11: Tablica kombinacija logicke funkcije EX ILI

AIB|f
0o

0ol1]1
1{o0]1
1{1]o0

Simbol logickog sklopa EX ILI prikazan je na slici [3.13]

B) >

Slika 3.13: Simbol logitkog sklopa EX ILI

a) Da bi logicku funkciju f(A,B) = A® B realizirali osnovnim logi¢kim sklopovima, potrebno
ju je zapisati u obliku sume minterma (ili produkta maksterma). Prema tablici logicka, se
funkcija f(A,B) moze opisati sumom minterma na sljedeéi nadin:

f(A,B)=A® B=AB + AB.

Logi¢ka funkcija f(A,B) = A @ B realizirana osnovnim logi¢kim sklopovima prikazana je na

slici B.14]
A B

VIV .

f=AB+ AB=A®B

AB

Slika 3.14: Logicka funkcija f(A,B) = A @ B realizirana osnovnim logi¢kim sklopovima

b) Logicka funkcija f(A,B) = A® B = AB + AB sklopovski se moze realizirati pomo¢u
dva NE sklopa, dva I sklopa i jednog ILI sklopa. Navedene sklopove potrebno je zamijeniti
sklopovima sa slika i Logicka funkcija f(A,B) = A ® B realizirana NI sklopovima
prikazana je na slici [3.15]

_ Naslici postoje serijski povezani NI sklopovi u funkciji NE sklopa. Prema teoremu (3.7))

(A = A), dva serijski povezana NI sklopa u funkciji NE sklopa mogu se izbaciti pa se dobije
sklop sa slike [3.16]
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Z }CDA_BLE}L f=A4B+ AB
}F}
B O——E)T}C =

Slika 3.15: Logicka funkcija f(A,B) = A @ B realizirana NI sklopovima

Ao+

Primjenom De Morganovog teorema na logicku funkciju f(A,B) = A @ B dobit ¢emo:

f(AB)=f(AB)=A& B=AB+ AB = AB - AB.

Dobiveni izraz za logicku funkciju f(A,B) mozZe se realizirati pomocu 5 NI sklopova, a realizacija

je ista kao na slici
DY

Ao+

‘nkgs
Il Il
|
oy
_I_
M
ol

5
5

i
sl H— D5

Slika 3.16: Logicka funkcija f(A,B) = A @ B realizirana NI sklopovima - reducirani sklop

" Primjer 3.4.5

Zadana je logitka funkcija:
f(ABC)= (A(A+B))@C

a) Realizirajte funkciju f(A4,B,C') pomoc¢u osnovnih logickih sklopova.
b) Realizirajte funkciju f(A,B,C) pomocu NI sklopova.

£ RjeSenje:
a) Da bi zadanu logi¢ku funkciju f(A,B,C) realizirali osnovnim logi¢kim sklopovima, potrebno
ju je pomocu zakona Booleove algebre svesti na samo osnovne logicke funkcije:

f(AB,C) = (A(A+B)) @ C = (A+AB)@C=A+AB-C+ (A+ AB)C =

=A-AB-C+AC+ABC=A-(A+B)-C+AC+ ABC = AC+ AC + ABC + ABC.

Logicka funkcija f(A,B,C) realizirana osnovnim logickim sklopovima prikazana je na slici

B.17
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f(4,B,0)

}

Slika 3.17: Logic¢ka funkcija f(A4,B,C) = (A(A + E)) @ C realizirana osnovnim logickim
sklopovima

b) Primjenom De Morganovog teorema na logicku funkciju f(A4,B,C) = (A(A+ B)) ® C =
= AC + AC + ABC + ABC dobit ¢emo:

f(A,B,C) = f(A,B,C) = AC + AC + ABC + ABC = AC - AC - ABC - ABC.

Dobiveni izraz za logicku funkciju f(A,B,C) moze se realizirati NI sklopovima, a realizacija je
prikazana na slici [3.18]

A B C

wjlsl[s

f(4,B,C)

[

Lo T

Slika 3.18: Logicka funkcija f(A,B,C) = (A(A+ B)) @ C realizirana NI sklopovima
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" Primjer 3.4.6

Logicka funkcija Cetiri varijable f(A,B,C,D) na izlazu mora dati vrijednost 1 ako je na ulazu
paran broj nula.

a) Za logicku funkciju f(A,B,C,D) napisite tablicu kombinacija.

b) Logicku funkciju f(A,B,C,D) zapisite u obliku sume minterma i izvedite je osnovnim logickim
sklopovima.

¢) Logic¢ku funkciju f(A,B,C,D) zapisanu u obliku sume minterma prilagodite i izvedite NI
sklopovima.

£ RjeSenje:
a) Tablica kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C,D) koja na izlazu daje vrijednost 1 ako
je na ulazu paran broj nula prikazana je tablicom

Tablica 3.12: Tablica kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C,D) koja na izlazu daje
vrijednost 1 ako je na ulazu paran broj nula

ilAlB|lc|D]|y¥
0Jo]o]o]o]|1
tlolo]o[L]O
2(of(ol1]0]o0
s{olo 111
4lo[tlo]o]fo
5 (o1 011
6 o1 ]1]0][1
7lol1[1][1]0
s|l1]o[o]o]fo
o[1[olo0]1][1
(o1 ]o][1
iwfrf(ofrl1]o
2lr[r]olo][1
Blr[t]lol1]o0
wlr|[t[t1lo]o
Bli |1 [1]1]o0

b) Logicka funkcija f(A,B,C,D) prikazana tablicom kombinacija u obliku sume minterma
Jje:

f(A,B,C,D) = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD
Logicka funkcija f(A,B,C,D) realizirana osnovnim logickim sklopovima prikazana je na slici

B.211

¢) Primjenom De Morganovog teorema na logicku funkciju f(A,B,C,D) iz tablice kombinacija
B.12] dobit ¢emo:

f(A,B,C,D) = f(A,B,C,D) =
= ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD =
= ABCD - ABCD-ABCD - ABCD - ABCD - ABCD - ABCD

Dobiveni izraz za logi¢ku funkeiju f(A,B,C,D) moze se realizirati NI sklopovima, a realizacija
je prikazana na slici [3.22]
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f(4,B,C,D)

Slika 3.19: Logicka funkcija f(A,B,C,D) koja na izlazu daje vrijednost 1 ako je na ulazu paran
broj nula realizirana osnovnim logic¢kim sklopovima
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D
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Slika 3.20: Logicka funkcija f(A,B,C,D) koja na izlazu daje vrijednost 1 ako je na ulazu paran
broj nula realizirana NI sklopovima
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5" Primjer 3.4.7

Logicka funkcija cetiri varijable f(A,B,C,D) na izlazu mora dati vrijednost 1 ako je binarna
kombinacija na ulazu djeljiva s 5 bez ostatka. Pri tome je logicka varijabla A najznacajnija
znamenka 4-bitnog binarnog broja.

a) Za logitku funkciju f(A,B,C,D) napiSite tablicu kombinacija.

b) Logicku funkciju f(A,B,C,D) zapisite u obliku sume minterma i izvedite je osnovnim logickim
sklopovima.

c) Logi¢ku funkciju f(A,B,C,D) zapisanu u obliku sume minterma prilagodite i izvedite NI
sklopovima.

£3 RjeSenje:
a) Tablica kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C,D) koja na izlazu daje vrijednost 1 ako
je binarna kombinacija na ulazu djeljiva s 5 bez ostatka prikazana je tablicom [3.13]

Tablica 3.13: Tablica kombinacija za logicku funkciju f(A,B,C,D) koja na izlazu daje
vrijednost 1 ako je binarna kombinacija na ulazu djeljiva s 5 bez ostatka

ilAlB|lc|D]|y
0lo]o]o]o0]|1
t[olo]o[L]0
2({of(ol1]0]fo0
s{olol1][1]o0
flo[tlo]o]fo
5 (o1 1011
6lo[1|1]0]o0
7lol1[1[1]0
s|1]ofo]o]fo
o[1[olo]1]o
wlr[ofr]o][1
imfrjoftl1]o
2lit[1]lolo]o
Bli1[1]lol1]o0
Wit [1lo]o
1L ][1]1][1

b) Logicka funkcija f(A,B,C,D) prikazana tablicom kombinacija u obliku sume minterma
jer
f(A,B,C,D) = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD

Logi¢ka funkcija f(A,B,C,D) realizirana osnovnim logickim sklopovima prikazana je na slici
B.211

¢) Primjenom De Morganovog teorema na logi¢ku funkciju f(A,B,C,D) iz tablice kombinacija
B.13 dobit ¢emo:

f(A,B,C,D) = f(A,B,C,D) = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD =
= ABCD - ABCD - ABCD - ABCD

Dobiveni izraz za logi¢ku funkeiju f(A,B,C,D) moze se realizirati NI sklopovima, a realizacija
je prikazana na slici [3.22]
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f(4,B,C,D)

Slika 3.21: Logicka funkcija f(A,B,C,D) koja na izlazu daje vrijednost 1 ako je binarna
kombinacija na ulazu djeljiva s 5 bez ostatka realizirana osnovnim logi¢kim sklopovima

A B C D

010[0]0

(A7 BD CD D)

B

AT

Slika 3.22: Logicka funkcija f(A,B,C,D) koja na izlazu daje vrijednost 1 ako je binarna
kombinacija na ulazu djeljiva s 5 bez ostatka realizirana NI sklopovima

3.4.1 Zadaci za vjezbu

D Zadatak 3.4.1

Izvedite logicku funkciju NILI pomoéu NI logickih sklopova.

D Zadatak 3.4.2

Izvedite logicku funkciju NI pomoc¢u NILI logickih sklopova.




3.4 Osnovne logicke funkcije i univerzalne logicke funkcije 69

Q Zadatak 3.4.3

Zadana je logicka funkcija:
f(A,B,C)=AB+ AC.

a) Realizirajte funkciju f(A4,B,C) pomoc¢u NI sklopova.
b) Realizirajte funkciju f(A,B,C) pomoc¢u NILI sklopova.

® Zadatak 3.4.4
Zadana je logicka funkcija (EX NILI (isklju¢ivo NILI)):
f(AB)=A® B.

a) Realizirajte funkciju f(A,B) pomocu osnovnih logickih sklopova.
b) Realizirajte funkciju f(A,B) pomoc¢u NI sklopova.
Napomena: logicka funkcija EX NILI komplementarna je funkciji EX ILI ¢ija je tablica kombinacija

prikazana tablicom
® Zadatak 3.4.5

Zadana je logicka funkcija: B
f(A,B,C) = (AB(B+B))&C

a) Realizirajte funkciju f(A4,B,C') pomoc¢u osnovnih logickih sklopova.
b) Realizirajte funkciju f(A,B,C) pomocu NI sklopova.

D Zadatak 3.4.6

Logicka funkcija Cetiri varijable f(A,B,C,D) na izlazu mora dati vrijednost 1 ako je na ulazu
neparan broj jedinica.

a) Za logicku funkciju f(A,B,C,D) napisite tablicu kombinacija.

b) Logic¢ku funkciju f(A,B,C,D) zapisite u obliku sume minterma i izvedite je osnovnim logi¢kim
sklopovima.

¢) Logicku funkciju f(A,B,C,D) zapisanu u obliku sume minterma prilagodite i izvedite NI
sklopovima.

D Zadatak 3.4.7

Logicka funkcija Cetiri varijable f(A,B,C,D) na izlazu mora dati vrijednost 1 ako je binarna
kombinacija na ulazu djeljiva s 3 bez ostatka. Pri tome je logicka varijabla A najznacajnija
znamenka 4-bitnog binarnog broja.

a) Za logicku funkciju f(A,B,C,D) napisite tablicu kombinacija.

b) Logicku funkciju f(A,B,C,D) zapisite u obliku sume minterma i izvedite je osnovnim logi¢kim
sklopovima.

¢) Logicku funkciju f(A,B,C,D) zapisanu u obliku sume minterma prilagodite i izvedite NI
sklopovima.
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Poglavlje 4

Minimizacija logickih funkcija

Logicka funkcija algebarski moze biti prikazana na vige nacina. Cilj minimizacije je dobivanje
minimalnog oblika logickih funkcija. Kod projektiranja to znac¢i sklop s najmanjim brojem
elemenata. Takav sklop je manji, pouzdaniji i jeftiniji te s manjom potrosnjom energije i ve¢om
brzinom rada. Ne postoji jedinstveno rjeSenje i jedan na¢in minimizacije. Metode koje se najéescée
koriste za minimizaciju logic¢kih funkcija su:

e algebarska metoda minimizacije,
e minimizacija pomoc¢u Karnaughove tablice (u nastavku ¢emo ih zvati K-tablice),

e Quine-McCluskeyjeva metoda.

U ovom poglavlju opisat ¢emo algebarsku metodu minimizacije i minimizaciju K-tablicom.

4.1 Algebarska metoda minimizacije

Na funkciju izrazenu u algebarskom obliku mogu se uzastopno primijeniti zakoni Booleove
algebre da bi se dobio jednostavniji oblik. Kako ne postoji definirani postupak koji bi doveo
do minimalnog izraza (uspjesnost ovisi o znanju, intuiciji i iskustvu), metoda je prikladna za
jednostavnije logicke funkcije.

" Primjer 4.1.1
Algebarskom metodom minimizirajte logicku funkciju:

f(A,B,C)=BC+C+B(B+B+CC)+ AB.

#£3 RjeSenje:  Ako na logicku funkciju f(A,B,C) primijenimo zakone Booleove algebre dobit
¢emo sljedeéi minimalni oblik funkcije:

f(A,B,C):BC+C+B(B+B+QQ)+AB:(B+1)C+B(1+0)+AB:

1 0 1 1
—C+B+AB=C+(1+AB=B+C
——

1
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" Primjer 4.1.2

Zadana je logicka funkcija:

f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC.

a) Realizirajte zadanu logicku funkciju f(A,B,C) osnovnim logickim sklopovima.
b) Minimizirajte zadanu logi¢ku funkciju f(A4,B,C) algebarskom metodom, a zatim minimalni
oblik funkcije realizirajte osnovnim logickim sklopovima.

£ RjeSenje:
a) Logicka funkcija f(A,B,C) realizirana osnovnim logi¢kim sklopovima prikazana je na slici

ZI)

f(4,B,C)

U U U

Slika 4.1: Logi¢ka funkcija f(A4,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC realizirana osnovnim
logickim sklopovima

b) Ako nalogi¢ku funkciju f(A,B,C) primijenimo zakone Booleove algebre dobit ¢emo sljedeci
minimalni oblik funkcije:

f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC = A(B + B)C + A(B + B)C = AC + AC
Y e

Minimizirana logicka funkcija f(A,B,C) realizirana osnovnim logickim sklopovima prikazana
je na slici Minimizacijom logic¢ke funkcije f(A,B,C) smanjili smo broj potrebnih sklopova
za njenu realizaciju §to se moze vidjeti usporedbom slika [.1]i[4.2]
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A B C

~ R

)
L/ S(4,8,0)

Slika 4.2: Minimizirana logicka funkcija f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC = AC + AC

realizirana osnovnim logic¢kim sklopovima

4.1.1 Zadaci za vjezbu

Q Zadatak 4.1.1

Algebarskom metodom minimizirajte logi¢ku funkeiju:

f(A,B,C) = AB + B+ ABC((B+ B) - CC) + AB.

D Zadatak 4.1.2

Zadana je logicka funkcija:
f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC.
a) Realizirajte zadanu logicku funkciju f(A,B,C) osnovnim logitkim sklopovima.

b) Minimizirajte zadanu logi¢ku funkciju f(A4,B,C) algebarskom metodom, a zatim minimalni
oblik funkcije realizirajte osnovnim logickim sklopovima.

4.2 Minimizacija pomoéu Karnaughove tablice (K-tablice)

K-tablica graficki je prikaz funkcije izvedena iz tablice kombinacija. Svako polje tablice
pripada jednoj kombinaciji ulaznih varijabli. Svakom polju pripada jedan minterm (ili maksterm )
i vrijednost funkcije za tu kombinaciju. U nastavku éemo promatrati K-tablice s mintermima.

Ulazne kombinacije logic¢kih varijabli rasporedene su u polja K-tablice (¢elije K-tablice) tako
da je razmak ili distanca izmedu dvije susjedne kombinacije 1. Takoder, susjedne su kombinacije
s distancom 1 u svakom stupcu ili retku prva i zadnja ¢elija. Raspored minterma po ¢elijama
K-tablice za funkcije 2, 3 i 4 logicke varijable prikazan je na slici [4.3]
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AB
CD 00 01 11 10
00 | My | My | Myz | Mg

A AB
B 0 1 C 00 01 11 10 1| my | ms | M| My
ol Mo | M of my | my ms | my M| ms | m; mys | My,
11 m, ms "W m | m, m; | ms 10| My | Ms mu | My
(a) K-tablica za 2 logicke (b) K-tablica za 3 logicke (c) K-tablica za 4 logicke
varijable varijable varijable

Slika 4.3: K-tablice za 2, 3 i 4 logicke varijable

2" Primjer 4.2.1

Zadane logicke funkcije minimizirajte K-tablicom:

a) f(A,B) = AB + AB,

b) f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC,

¢) f(A,B,C,D) = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD.

£ RjeSenje:
U prvom primjeru minimiziranja logickih funkcija K-tablicom detaljno ¢emo objasniti postupak
minimizacije.
a) Za logicku funkciju f(A,B) = AB + AB vrijedi:
f(A,B) = AB + AB = my + ms.

U K-tablicu sa slike {.3a) upisu se vrijednosti 1 na mjestu minterma koji definiraju logicku
funkciju f(A,B). Popunjena K-tablica prikazana je na slici f.4a] U popunjenoj K-tablici
potrebno je pronadéi najmanji broj najveé¢ih mogué¢ih pravokutnih podruéja koja su prekrivena
vrijednostima 1. Pravokutna podruéja moraju imati dimenzije koje su potencije broja 2 (27,
i=0,1,2,3,...). Prema tome, pravokutno podruc¢je 3 x 1 nije kandidat za daljnju minimizaciju,
dok pravokutno podruéje 2 x 1 jest kandidat za daljnju minimizaciju. Pravokutno podrucje
predstavlja grupu susjednih vrijednosti 1. Pronadeno pravokutno podruéje potrebno je zaokruziti

(slika [I-AT).

A 3 A
B 0 1 AB B 0 1
0 AB 0 B
4
(a) Upisivanje vrijednosti 1 na mjesto (b) Grupiranje minterma
minterma

Slika 4.4: K-tablica za logi¢ku funkciju f(A,B) = AB + AB

U zaokruzenom pravokutnom podruéju potrebno je uoditi koja se logi¢ka varijabla mijenja,
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a koja je konstantna na tom podrudju. U podrucju sa slike mijenja se varijabla A jer
zaokruzena grupa sadrzi logicku varijablu Ai A. Varijabla B se ne mijenja, a zaokruzeno podrudje
je mjesto gdje varijabla B ima vrijednost 1. Ako se varijabla na pravokutnom podru¢ju mijenja
(moze bitii01i 1), tada logicka funkcija ne ovisi o toj varijabli. Prema tome, minimizirana logicka
funkcija prema slici bit ¢e f(A,B) = B. Isto bismo rjesenje dobili algebarskom metodom
minimizacije:

f(A,B)=AB+ AB = (A+ A)B = B.
—
1

b) Za logitku funkciju f(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC vrijedi:

f(A,B,C) = XB@ + ZB@ =+ ZBC + ABC = mo + meo + ms3 + mry.

U K-tablicu sa slike upisu se vrijednosti 1 na mjestu minterma koji definiraju logic¢ku
funkciju f(A,B,C). Popunjena K-tablica prikazana je na slici . U popunjenoj K-tablici
potrebno je pronad¢i najmanji broj najveé¢ih moguéih pravokutnih podruéja koja su prekrivena
vrijednostima 1. Pravokutna podruéja moraju imati dimenzije koje su potencije broja 2 (27,
i=0,1,2,3,...). Pronadeno pravokutno podruédje potrebno je zaokruziti (slika 4.5b]).

AB  ABC ABC ABC AB AC BC
C 00/ 01/11 /10 C 00 /01 11/ 10
A v

ABC
o 11| A || /
44
IR I <E >

(a) Upisivanje vrijednosti 1 na mjesto (b) Grupiranje minterma
minterma

Slika 4.5: K-tablica za logi¢ku funkciju f(A4,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC

U zaokruzenim pravokutnim podrudjima (slika potrebno je uociti koje se logicke varijable
mijenjaju, a koje su konstantne na tim podrué¢jima. Promotrit ¢emo najprije podrudje kojeg ¢ine
mintermi mg i ma. U tom podru&ju konstantne su varijable A i C, dok se varijabla B mijenja.
Prema tome, dio logicke funkcije kojeg definiraju mintermi mqg i mo ne ovisi o varijabli B. Zbog
toga vrijedi: ABC + ABC = A(B + B)C = AC. Prema tome, minimalni oblik podrucja kojeg
¢ine mintermi mg i mo je AC (slika .

U podrucju kojeg ¢ine mintermi mg i my konstantne su varijable B i C, dok se varijabla A
mijenja. Prema tome, dio logicke funkcije kojeg definiraju mintermi ms i my7 ne ovisi o varijabli
A. Zbog toga vrijedi: ABC+ABC = (A+A)BC = BC. Prema tome, minimalni oblik podruéja
kojeg ¢ine mintermi mg i m7 je BC (slika [4.5D)).

Minimizirana logi¢ka funkcija prema slicibit ¢e f(A,B,C) = AC+ BC. Isto bismo rjegenje
dobili algebarskom metodom minimizacije:

f(AB,C) = ABC + ABC + ABC + ABC = A(B+ B)C + (A+ A)BC = AC + BC.
H]T_/ Hf_/

Primijetimo da smo pravokutna podru¢ja mogli zaokruziti na nacin prikazan na slici
Nagin zaokruzivanja jest ispravan, ali rezultat minimizacije neée biti minimalni oblik, veé
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f(A,B,C) = AC + AB + BC. Dakle, bitno je slijediti upute da se zaokruz najmanji broj
najveéih pravokutnih podrudja.

AB AB  BC
C 00 /01/11 /10

ol

\Z

1 1 )

Slika 4.6: K-tablica za logicku funkciju f(A4,B,C0) = ABC + ABC + ABC + ABC -

neminimalni oblik

¢) Za logi¢ku funkciju f(A,B,C,D) = ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ABCD

vrijedi:

f(A,B,C,D) = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD =
= mg + m1 + my + ms + mg + mi4.

U K-tablicu sa slike upisu se vrijednosti 1 na mjestu minterma koji definiraju logicku
funkciju f(A,B,C,D). Popunjena K-tablica prikazana je na slici U popunjenoj K-tablici
potrebno je pronadéi najmanji broj najveé¢ih moguéih pravokutnih podruéja koja su prekrivena
vrijednostima 1. Pravokutna podrudja moraju imati dimenzije koje su potencije broja 2 (27,
i=0,1,2,3,...). Pronadeno pravokutno podrudje potrebno je zaokruziti (slika .

AB ABCD ABCD ABCD AB BCD
CD 00/ 01/ 11/10 48cp CD 0 _~01 M 10

s T W AT
A

\ -

01 > 1 1 01 j
ABCD AC ABCD
11 L~ 11 L
10 1¢] 10 14]
(a) Upisivanje vrijednosti 1 na mjesto minterma (b) Grupiranje minterma

Slika 4.7: K-tablica za logicku funkciju
f(A,B,C,D) = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD

U zaokruZenim pravokutnim podruéjima (slika potrebno je uociti koje se logicke varijable
mijenjaju, a koje su konstantne na tim podru¢jima. Promotrit ¢emo najprije podrudje kojeg ¢ine
mintermi mg, my, my i ms. U tom podrudju konstantne su varijable A i C, dok se varijable B
i D mijenjaju. Prema tome, dio logicke funkcije kojeg definiraju mintermi mqg, mi, mq i ms ne
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ovisi o varijablama B i D. Minimalni oblik podruéja kojeg ¢ine mintermi mqg, my, myq i ms je
AC (slika [4.7b]).

Mintermi mg i mg takoder su susjedni mintermi i ¢ine pravokutno podruéje. U ovom podrucju
konstantne su varijable B, C'i D, dok se varijabla A mijenja. Prema tome, dio logicke funkcije
kojeg definiraju mintermi mg i mg ne ovisi o varijabli A. Minimalni oblik podruédja kojeg ¢ine
mintermi mg i mg je BOD (slika [4.7b)).

Minterm m14 nema susjednih elementa s kojima moze ¢initi pravokutno podrucje te je njegov
minimalni oblik on sam.

Minimizirana logic¢ka funkcija prema slici bit ¢e f(A,B,C) = AC + BCD + ABCD. U

ovom slu¢aju algebarska metoda je sloZzenija pa je ne¢emo niti navoditi.

5" Primjer 4.2.2

Zadane logicke funkcije minimizirajte K-tablicom:
a) f(A,B,C)=>.0,2,3,4,6,7),

b) f(A,B,C) =1](2,3,6,7),

c) f(A,B,C,D) =>(2,4,5,6,7,10,13,15),

d) f(A,B,C,D) =[](5,7,13,15).

£ RjeSenje: Zadane funkcije napisane su u skra¢enom obliku iz kojeg se direktno mogu
proditati mintermi i makstermi.

a) Minimizacija logi¢ke funkcije f(A4,B,C) = >.(0,2,3,4,6,7) K-tablicom prikazana je na slici
M.8] a minimalni oblik je:
f(A,B,C)=B+C.

AB C

C 00 B\m 11 /10
o| /T [N
N

Slika 4.8: K-tablica za logic¢ku funkciju f(4,B,C) = >(0,2,3,4,6,7)

b) Neposredno prije minimizacije potrebno je funkciju iz oblika produkta maksterma zapisati
u oblik sume minterma:

f(AB,C)=]](236,7) => (0,145).
Minimizacija logi¢ke funkcije f(A,B,C) = [](2,3,6,7) = >_(0,1,4,5) K-tablicom prikazana je na
slici £.9] a minimalni oblik je:
f(A,B,C) = B.

¢) Minimizacija logicke funkcije f(A,B,C,D) = > (2,4,5,6,7,10,13,15) K-tablicom prikazana
je na slici a minimalni oblik je:

f(A,B,C,D) = AB + BD + BCD.
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v
1% |

Slika 4.9: K-tablica za logicku funkciju f(A,B,C) = [](2,3,6,7)

AB 4B BD
cD o0 o1 /11 10/
00 1
01 1 1

11 1j
VL

™~~~

BCD
Slika 4.10: K-tablica za logi¢ku funkciju f(A,B,C,D) = > (2,4,5,6,7,10,13,15)

d) Neposredno prije minimizacije potrebno je funkciju iz oblika produkta maksterma zapisati
u oblik sume minterma:

F(A,B,C.D) =[][(5.7.13,15) = 3 (0,1,2,3,4,6,8,9,10,11,12,14).

Minimizacija logi¢ke funkcije f(A,B,C,D) = [](5,7,13,15) = > (0,1,2,3,4,6,8,9,10,11,12,14)
K-tablicom prikazana je na slici .11], a minimalni oblik je:

f(A,B,C,D) = B+ D.
D
AB
CD 00 01 11 10

00‘1& 11 1 ﬂ

o1 | 1 1

B

11| 1 1

10-4 1 1 v

Slika 4.11: K-tablica za logi¢ku funkciju f(A4,B,C,D) = [](5,7,13,15)
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